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N 'E‘;APITA ‘POSTREMA C_:AI..CU-LI MEI DIFFERENTIALIS

.+ DE FUNCTIONIBUS INEXPLICABILIBUS

= . Id-

r. - L T . . . , . )
Cum hoc argumentum, utpote in Analyfi prorfus novuni
pentiquam fatls dilucide fir pertraltatum , conftitul hic, idem
Aiori ftudio retratare, arque omnia  momenta , "quibus n-
diritut, ex primis principiis repetere : ‘ubl- pluimum, juvabit
idonea figoa in calculum introduxiffe. Ita i1 Propoﬁtarfuerit
feties quagcungue,- ‘ejus terminos indicibus T 25 35 4> &e.
felpondentes his fignis ‘repracfentabo (), (23, (3)» (4), &e
hingque ergo “terminus generalis huius feriei, -indici indefinito
% relpondens 5 mihi - erit (v), qul ergo pro quavis ferie certa
erit funtio ipfius x, quam penitus coguitany sffamo, ita foi-
licet comparatam, ur eius valores non folum pro numeris 11-
tegris, loco affumtis , fed etlam pro fraftis , arque adeo

furdis exhiberl queant. .
2. Denotet porro 3 .y terminum’ fammatorium etnl
dem feriel, qui exprimat {imham terminorum 2 primo in-
cipientium nfque ‘zid*ter_rninum“"(x} , ita nt fit -‘
?2&»:(1)-}—(2)—1—-(3)—!«(4)-}“ A N ()P
cuins erza omnes valoress quoties fuerit numerus integer
‘pofitivus ex ipfa ferie aftu exhiberi poterunt; fiquidem erit
At fequitars 0 o :
TE":I—:{I)
Bra=a{1) +(2)"
Big=(1)+ )+ ()
2=+ @+ G+

&, | ,
Xxxx L Cuinf
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Cuinfinodi- agtem valores eadem formyla 21 fit acceptura
quando loco » numeéri fradli, vel adeo furdi, five pofitivi,
five negativi tribuantur, hing nemtiquam apparet, unde iftos
valores ad ‘péculiare funftionum genus, quas imexplicabiles vo-
cavi-, refero. Quemadmodum igitur tales funétiopes per for.
mulas analyticas- determinatas: exprimi queant, hic imprimis
fum inveftigaturus | j

3. Totum antem hoc negotium commodifiime expedie-
tur per differentias continmas ex ferie propofita derivatas,
dum feilicet quilibet terminus a fequente {ubtrahitur, quo pa-
&o oritor feries primarum differéntiarum, ex qua porro fi-
mili modo differentize fecundae, tertiae, quartas &c. forma-

buntur, ‘Omaes.’ awten . has differentias fequentibus charalteris

bus tndicabo

. DIFFERENTIAE. L.

Ce

DIFFERENTIAE IT.|
Ap—Ar=—=A%g

| Az—DamsAy

By Bz=20%3.

C&e -

DIFFERENTIAE 1L

TA2y — A=zl

A A=A
DAwg—~QA23z=Asg
A.a'SWAZL;Q:'AaAI;

&a.,

4 His chara&eribus conftitutis finguli feriel termini ex
primo (1), elufque differentiis &1, A2, A? g, Bag, &

EXprinil, poternG.

Gum ‘gnirma Gt

(25) (1) ALy & s A +A2 L 5 Gb(g)::(@ + Az, erit

(3)==(1)+ YA% I ALY )

‘hing. 1am. fuit: ifta, aequalitas -

Az =By 4242 1+4 7 1, Quia nunc (4)m=( 3+ 4,3_'-1@@13@11.{@5

A EIE VAR L TR R FAS
B A+ 38553 1A LT,

Indg porre. fequitur: .
ob. {5)m=i(4)F Dgy exit

(s)={1)+4b1+ A2 1440314 Bt & ita porio
Ex ipfa formatione harum formularum manifeffum, _eft .hic
eofdem coefficientes, qui in poteftare binomijali habensur-, c-

ius exponens eft uunitate mi

11, occurrere, fta

erit

e

aQr quam- ipdex ‘texmini propaf-

p=X w2 , . EeI-mem2 73

1oz 3

(M=) + ”.-;- At e R arrt &e

2

P
-
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5. Quod fi hic numerum » unitate augearnus habebimus:
-7 -1 n n- I -2
(D)= +2 —a1t — A —— TA3I+&C-
2
Cum ian1 haec poﬁrema exprefﬁo expmmat terminam’ qui a

primo # gradibus eft remotus, fimili medo terminus, qul 4

fecundo per totidem gradus elt promomus (n F 2z} ex fecundo
elufque differentus determinatur: Erir epim :’
7 n-I 7 n-I1n-2

'(”‘!‘2)-—(2)'}'—“&2-!-—--—-& z+-—2———aaa+ &e.
Eodcm ‘modo evldcns eft f01e protmus ‘J
() =)+ — Aa +£EA'3+—’Z—”—5”—;- m=*+ Scc.

7 B~ # onu=1n %

(ﬂ+4)“(4)+—~ B g At Y Ly A &Koo

6. Hinc erso patet , 1pfun1 feriei noftrag terminom gene-
ralem (x) ex pnmo em{'que differentiis hoc modo deéfiniri:

. 3 I -

(x)m-(x)—l— — /—\I +£—I—L-2-A’ +Lf—3%§ &i 14 &
Hinc termings ultunurn fequens (e 1) erit: " :
x-;-l)mfr)—}-m,AI +-—”~ ”__EA, + —-”—5‘1’-3-3 ars 4 &e

quae expreffio , cum in fequentlbus frequentiflime occurrat,

‘ bluViIatlS gratia mtroducamus fequentcs charaéleres

1

-

A

i

IR S

— e =
I 2

& X=I K=2 o

— e T3 N

o ) 3

& Wl N-2 ¥-3 p
— —— ‘———.‘-"—-—"‘—"|x
T2 3 4 &e,
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708 DILUCIDATIONESTS
quibus adhibitis habeblmus fefquenres aequationes : EE ad
(x4 1)= (1) Fxdr A4 ow A1 XD 4 & . 118: ex|
x—{-z)m(z)—}-xﬁxz SRV FIPIE S APACE I . AR ﬁnitdn1
et e==(3) Fal3 + wbig b slig b ke o - fiones
(m+4,).:—_*(4) +xAg F A4+ x Asyg 4 & | * . ' id ¢
. . . . . . . N . . : qﬁbug
. v . - . * [ . . . ‘ ' ) f d.
(x-}*ﬂ) == (n) +x Ant wDint o"Din+ & 1 ﬁé?r;ge
‘=, Deinde etiam . {ummas quotcunque terminorum noftras “calo 4
feriei ex folo termino primo elufque difierentiis determinari : o
poterit queliladl’flf).dLllll' {fequens tabuia”decla.ra;: coro ek "“'mm
Sua= (1) S ek :

add. (2) = (1) + A1
Sia—a(1)+ AL
() =) +a2ar1d Ler |
S=3(1) +301t A S
() = (1) +301+ 384
Sg=4(1) + 6A1 + 4L+ D3E o
() = () tsArtsdatanntasr
Si3=5(1)+10 A1 FIoa®l 5 A3 T D41
_ R &e. -
Hic iterum evidens elt coefficientes eofdem efie, qui in ‘po-
teftate binomiali einfdem ordinis occurrunt : '
8, Tn ufum igitur vocatis charateribus modo ante {ta-
bilitis ipfom terminum fommatorium noftrae ferici =:& €%
primere valemus: Erit enim I
Sww=wx(1)+ & 01 + XTI LN N
quae forma iam ita eft comparata, Ut loco x non folum nu-
Peros Integros, fed etiam fraltos, 1imo furdos , quofcuﬂq}?c
tam pofitivos quam negativos accipere liceat,_quibUS.r-'-C?r}b-‘:-‘S
utique ifta expreffio in infinitum progredietur, nifi forte fe-
ries propofita deducat tardem  ad differentias evanefcent®ss

cuiufmodi feries algebraicae vocari folent, quibus €rgo calibys
: non

+“gonter
)
i quart
. que i
fomn
G ones
colm
- dent
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Interioy tamen
quando 1 in-
do differentia-

incxplicabﬂes perven’itur.
termino {ummatorio invenia
nihil adiumenri affert, quan

oad funétiones
‘fa €X reflio pro

v b .
ﬁﬂitmn POfflg.ltUI ‘ ert
tioneS,'Vel etiam fummarttones fant inftituendae ; quamobrem
) It jncumbendum , quemadmodum,, faltem ptro gertis

i\'n il‘l er
cafibus t€f
odi queat, quac
ofragentur 5 8TGUE hu
alo Jifferentialt fulius expofui ,
afr. erat obftrufa: f{equenti aut
«m facile conficietur.

g, Ad expreffionem
odo ante inventam addantur plure

ontentae .

'; ,;:(ﬁ)'-{-x&n—kx"&“:rz-}-m"Aan'}'&c- Doy —(atn)

parm fummae cum it nihilo aequales, omines, quotcun-

se fuerint, cum . iunim {umtae aihilominus terminumn

fummatorium. expriment. Sumantur ergoe pro # ficcellive om-
] & tota expreflio fecundum

pes pumerl I, 25 35 4> &e.
colnmnas verticales fingulis’ valoribus %, &, & 4 & refpon-

dentes -fequent modo difponantur :

s;;- " Expressio gsnemlf& pro Lermino

minus {ummatorius 1lnventus in alias formas tranf-
neque differentiationt neque integrationi
c pertinent omnia fubfidia , quae 1n cal-
& quorum inventio non pa-
em modo torum hoc nego-

pro rermino fammatorio =
s formulae fub hac fpesie

: IO SUmmaiorio
= Looog{) AT L A D1 & ' '
(?IT)'-!-‘xAI-Fx'&‘lI+:¢”ASI+:¢"' Asz A+ &e. .. s (a4 1)
— (x4-2)

- ('2)-'}"9“32‘;"'."#’522'}’&#” pia o prat B o
: (3) byt angte ot Ayt &e. L-—=(ts)

OE AR YARSY RO AT S )
‘10, Etlh ventds hujus expreffi
eft ohnoxia, tamen UON parum juvabit, cam ¢

s &G e ———(,«:—}-7;}

onis nulli amplius dubio

iipa forms
COTl

E

v e - e,
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confirmafe . Colligantur nimirum in wnam {ummam fingylas

columnae verticalets), ac prima quidem fomma etit L : gi
(D+EF+E)F@+ - e + () = & w3 ne
fecunda columna dat e i
x[(1)+A1+Az2403+ o - +Aan] cc
Cum autem fit ' "
pr=(2)—(1); s2=(3)—(2); 23=(®)—(3); & ae
tota haec fumma contrahetur in x (» + I). e e
Simili modo tertjae columuae fumma erit E— m
“[Art o214 At FAZ 4+ A4+ o 0 o ¢ FAR] ve

' & quia ' - 2 i
Arr=Ar-Ar; Ara==Az-Az. .. Arn==AQ(nls)~An “m

illa furnma concrahitur in # A(»+1). Eodem modo patet
fore quartze columnae fummam A (7-+ 1), & quintag ==
4’03 (n+ 1), & ita porro. Ultimae vero columinae fubtra-
hendae fumma eft ' oo
(rpr)L(wfa) b(wl3)fe oo BRI E=P-HCEROEPHY

1I. Summa igitar omnium columnarum verticalium mes
diarum praeter primam & ultimam eft ut vidimus 3
x(nt 1) Fx B (ntr)Fa” 82(ntr) 5" B (n 1)+ Ko
Cumautem fit ¥ (1) 2" 21 +x" A1 F 2 At 4 &= 5 : ¥y
fingulis terminis numero # anéis erit fumma noftrae fertet
¥ (nt1) ¥ 0 (nt-1) + A a1 - &e. = 3 (x-l—ﬂ)— =17
confequenter omnium  plane columnarum fumma  practet ultl-
mam et=3 :(s+#): unde & famma ultimae columnae,
quae eft = s (x4 ) — = :x fubtrahator, remanebit fuun"na
totius figurae = = :», hoc eft terminus fammatorius quaefitdse

12. Maxime hic mirum videbitur, quod valorem for-
mulae = :a, quaz ferie fads fimplici exprimitar, per cob-
seriem innumerabilina (rierum  expreflum & involutam de-
derimus ; verum mox fummas ufus hatus formae cogllph.ca“r'
fimae patebit, quisds pumerum ferierum horizontalium -adeo
in infinitum coaciamaverimus, quod fer, fi pro 7 numerua

infinitum acciplainuz, quemadmodum nunc clarius gxplicabLous.
13

—— o Y F O LY
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12, Denotante igitur » numerum infinite magounm, fum-

oo fecundac columnae verticalis, quae eft » (n+1) contine~
(it ‘terminuml ferier noftrag infinitefimum , qui ergo fi eva-
ofeat, multo magis fummae {equentium cpl.ulnnarum vertica-
1hm evanefcent ; quamobrem _hoe cafu fuficier folam primam
Slgmpam cum }lltima in caleulo retinuifle. Sin autem  ter-
i infiniteimi non evanefcant,

—

fed tamen inter fe fuerint

qequales , tum, tertlam columnam cum fr;quentibus ab}ic_erfe li-
it Porro autem f{i demum differentiae fecundae infinitefi.
qae evanefcant , tres priores columpas verticales in calculo
erineri debebunt fimilique modo quatuor i tertlae denium

aafnitefimae evanefcant. Secundum igitur hoc ferierum difcri-
men, ipfas feries . In fequentes {pecies diftribuemus:

"3

Species prima f[erterum ,
quarum termint infinivefimi evanefeunt

14, Quotles igitar tales feries propomuntur, pro earumn

srmino  fummatorio fufficiet terminas primae & ultimae co-

Jpmnae verticalis in caleulo recinuifle, ficque nancifcemur pre

¢rmino fammatorio fequentem expreflionem

Sixm (1) + (3) + (3) + (4) i
(s 1) — () — (5 h3) — (5 4) — &

“quac quidem in infinitum excurrit, atque eo magis conver-

Ae, get quo minor fuerit jndex #, quandoquidem f evanefeat
Iﬁlﬁf tora feries in mihilam abibit, five ¢rit Hro==0, id quod
o cum rei natura egregie congruit; quando enim mumierus ter-

4 minorum addendorum eft nullus, etiam fumma neceffario de-

bet effe nulla.
15. Quando antem index » numerus eft praemagnus,

haee, feries urique parum converget, vesum femper licebit hu-
Eﬁnodi cafus ‘ad indices minores reducere .. Cum enim {ir
Sl 1) = 3w+ (v 1), fmili erir modo

P
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= (v ==t (xt 1)+ s+ 2), aque adeo, in ge:'l"

sere , denotante 7 numernin integiunl o
Sl ) =Sw (x4 (e d2)+ . +(,,~+,)
quamobrem ft fumma x - terminorum defidererur, fuficie
fummam & terminornm, hoc eft =g inveftigafle, !h‘(')&:(ii]e ;
modo omnes huiufmodi quacftiones reduci poterunt ad cafis . |
ubi index x eft adeo unitate minor, quo calu feries pro IZ;
atte data vehementer converget. o :_;:“;, '
16. Talis reduftio imprimis eft neceffaria, quando,:}ijd.
dex x eft numerus pegativus. Cum enim fit ' wr;

S a3 () o (), it B — 1) = B — (),

me

fia

codemque modo” 3 :(xw—2) = Siw— () — (¢ —1), 8 .
= (o 3):::-2:x—-——(x)-——(x-——1)——(x-——z)&ingéi 1
nere S (e —N=S:x — () (g — 1)« (e —it1 N
hocque modo quantumvis numertss negativus x —4 fuerit mas ('1:t‘
suus, refolutio femper ad 3: 4% reduct poteft, ita ut fits <I. O'
EXEMPL U M. '
17. Dropofita fit haec feries ;
e LSy o=Y 3
: 23 4 S JE e 4
ita ut huins feriel harmonicae fumma g termunorum defide-
retur, ubi pro x numeros quofcungue praeter integros pofi-
rivos accipere licet, fiquidem pro cafibus, quibus # eft nu- ¥

merus integer pofitivus, tora res nulla difficultate laborat.
. . . : s iad }
Hoc igitur cafu ex forma ante data erit SR
1 I I |
1 -t —F— F &
2 3 4 ,
I I I I \:‘:rrk;"!
UL S S SR
%y xi2z  &13 %4
quae duae feries in hanc unicam contrahentur
% % X ® + &,
=K== + + -t =
XLI 2(x+2) 3(%+3) 4("+4)

. ‘s : 1f e
culus ergo feriel fumma per fa conftat, quoti¢s ¥ foerit Ou-
- merus

= ix==




ﬁx:‘—"f

#— 4

&c.
18.
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merus integer pofitivus, ita erit:

I I I I T
1= —+—+—+—+4 —+ &
2 23 34 45 5.6
2 2 2 2
1+ =t - + &e.
2 1.3 2.4 3.5 46
L 3 3 ‘
I+j_'~_+___—-__:_3.+___ - —?l—_;_&c.
3 I.4 2 3.6 4.7

quae quidem feries funt notiffimae .

Quo haec clarins intelligantur confltruamus curvam,

ciius 2bfciffie ox — » refpondeat applicata # y ==y = F:x;
ita ut fumtis fuper axe ox intervallis unitate aequalibus

523 2,3; 3,4; &c. applicatae- futurae fint

1..(1)=1
2.0 (2)=1+3
A
4.. @)=+ +3+% |
&e. atque acquatio inter binas coordinatas erit
X » X . &
g — + +— + &e.
PTerr T 2{ega) ' 3(43)  (wra)
| Y
0 @ 01

Yyyy p =




;4 DILUCIDATIONES

ex Qua ergo 2equatione OmInes applicatae intermediae  definie

ti poterunt, atque adeo fufficier pro x valores unitate ming.’
res accepiffe. lta fi applicata +..(3) abfciffae o .. % == 7 des

I

- Bl

ro1 T
_ , 3+2-5+3-7 4.9 311
culus fumma per logarithmos aflignari poterit hoe modo : for-
. P rs t7 r?
metur haec feries:  p==— T + — — &
_ 3 25 37 &9
uae ergo feries fumto 7 =1 dabit valorem quaefitum., &t

vero differentiando habebimus: |

d t L tE . .
4 d N e & denuo differentiando ;
de X 2 3 4

dd
Y £+ z3+tS+r7+8-:c.:=-—t--. Hinc ergo Vi

s ——
——

{ideretur reperietur 1.(5)= 1 &

2dr* 1 -t
: . d tdr rde
ciffim erit el =, & y= 2 fdtf quae duplex
2d¢ I-rt 1-1%
integratio reducitur more folito ad unicem, quo fafto erit
tde redr : : .
g=2¢f —2f . Quis autem poft inregratlonei
I-r# F st 43 d d dr
. : rde rrdr ¥
flammi debet t—..:x,ent;z::zf—-—-——-—-zf =2/}
It 1-#¥ 14+7

quamobrem integrando fiet y==2# 2 [{r+ 1), jdeoque
oftro cafu y==2—2/2, cuins valor proxime Verus eft
o, 61370564 . . .. _ o

19. Inventa lam applicita abfciffae I refpondente, ct-

licet S:t=2-2/2, €x ¢€a {fequentes” pet formulas fupra

datas facile derivantur; fcilicet

BN =

"

et

PR

e

Sty =t =+ S
3 s

tege

sty =2 + 2 T E
= ) == s 7 T

a
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a non expreﬂ’ae e¥
quam venimis

’) e -—-'(xwz'-i-x)

Quis etiam pracc.cdentes app‘licagae in figur
formula =RICRED, determinari poterunt
: ; E:x—-“(x)-—-(x—x)—w(x-—g,

ia noftro cafy x ==+, erit applicata

1 I PRTY .
! (_,_.. —S i —z==—2l2, el feilicer negativa,

2 2
quae adeo fumto #==—1I f¢ infinita. Infinita vero etiam
&c. : 1ptra au-

evadet cafibus ¥ =2, ¥ ==
rem haec intervalla erit

2t )=y
1 I 2
2o+ D)=R TS

s (x-2)=

— 3, K= 4

e, 2 2 .
2

| (s pl)mmt bt
! 2 2 3
: : &e.

so. Differentiemus nunc feriem pro applicata ¥ inven-
m tam fietque

dy I 1
—— _—— - &

+ ot
(v +2)* (T3
wae ergo feries exprimit tangentem agguli, fub quo elemen-
fum curvae in y ad axem inclinatnr; unde patet pro abfciffa
infinita hanc inclinationem fore nullam, five traftum curvae
in infinito axi effe parallelum. Hinc ergo {umto & = © 1n-
sotefcet inclinatio curvae ad ipfam initium == .

I b { X nrt
— —— ——— &I’———-_—.:
1+4+9+16+ = I, 644,

, Tum vero fuomto »==I erit

dx (st 1)

ideoque angulus == 8%, 42'
dy 1 I I __nr
=t *—+-—+E§+&C'_?“’1=036441

drx 4
ubi ergo inclinatio ertt == 32" 5 487,
tinpando inclinatio comiuo decrefcet .

Yyyy 2

hincque ulterius con-

21.
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21. Retrogrediendo vero ad abfciffas negativas fupra
vidimus , cafibus , quibus == -1I; vel xe==2 ; Velx:_.g
applicatas fierl infinite magnas, & totidem curvae aflympros
ras  conflituere . Nunc' vero videbimus , nfdem locis fiexi.
ﬂ:oo, ibique inclinationem eurvae effz ¢0°, five taﬁdenl
dx °
tes ad axem fore perpendiculares. Practerea quoniam feries

dy . .
pro — inventa femper habet fummam pofitivam, fequitur
o 1tur

omnes partes curvac dextrorfum femper afcendere, contra ve:
ro finiftrorfum defcendere. :

22.  Quin etiam poterimus
que aream curvae ab initio ufque
Ex prima enim forma ,
manifefto fiet

716

" Pona
" pes
- cniuf

integrationem adhibere , at-
ad applicaram xp aflignare.
ad quam fiimus perdu&L immediate

. ¢ + x4 i t&e |
S5 g r ) —d (2 4 x) = £ (54 5) — & + Conft
quae conftans ita debet determinari, ut cafh #==o ton e
evanefcar , unde illa rite ita exprimerur | B

- x + Tx A4 = - &e. |
D=y (s ey (1 ) — (s + 1) 5

Cum igitur fir

l'( I+%)z—x—-—- * + —f-—-—fj— -{-&c.——;&é.

fumr

curs

7 wn* 3md  4mud

fuperior exprellio per feries fequentes exprimi poterit:
= xd n* xS 20 ig)
ph=t =2 4 I T 4 B ke )
2 3 4 5 6 - i)

AT SN LU TR A <2

2.4 3.6 4.16 5.32 6.64:
x %t x4 x5 A 0.
o =t — + — — & o
2.9 3027 481 5.243 6.729 e
N _ %3 + xt _ __i:__._. ___fi__-—-&c‘ .';O
2.16 3.64 4256  5.1224 6.4896 o

e 33*

L
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_{up; _ ' 43 Quod & iam has feries verticaliter colligamus
; b ;abeblus '
pto 1 L1 I 1 X .
.'dx;::-——,aaﬁ(]: i **"'{"*—""“}"—'——‘ + »—-——-+8{C,)~_—:+o) 10467 8"
UAS) 4 9 16 25
SR § I I I I
b e W ( [ —+ —+-5—t —+ &c.):::»— 0, 400685.4°
.3 & 27 81 243 —
: 1 I I I I
uitur. " + "‘«‘*’4( 14—+ 5T ~— + 8(0.)::-%—0,270381.:»'4
S 4 16 8L 236 623
a ve 1 T I ' ; W
¢ | ' -‘”-‘“%‘(I’%”——r'}“ — + -i—&c.):;-——o,?,c738§.w
3 32 243 1224
> at- Popamus mune & == I, Ut prodeat area 1 (1), & qua frattio-
nare. i} qes decimales e datae parum convergunt, notetur  {eriel
diate cinfoungque , ubt figna alternantar , feilicet:
' 5:::'-=:a-——/1-%—r-—d-!-e——-8{c.

fgmmam per differentias . CONLiNUAs jta exprimi, Ut {it
P P A SN g— 3 A g - &
cuins ergo regulae ope calculus fequentt modo inftitul poterit:
- W — A3
4) 0, 822467 | o 4217&,'@ )
b) o 40088 > *to, 201678
;) ? o
o3lo, 130104 0, 22477
¢) O, 270581 Lo, 066908
o S Tag 063196 ! o, 041540
i) o, 20739 > T Lo, 0233681 7
¥ ;/3‘--5 Y B 233
0, 03752 o, 013047
) 0, 169537 o, 012321
S 23 1o, 025507 o, 003333

oy . L AL { . ? O 6
f)) 0. ii“’:sa o, 018541 Z’ o(; 222 o, 002600
_ 7). Q o :
& ’% 29 1235991 5§ 014173 > 0043 o, cois2b
: - ) o, 111334 o, 0029401 .
A0 334 0, orzz3st h
5 i) o, 100089" :
c
+ At | S, B AN ! A 1 Ar
&e. 29 Is?éz"‘mo , 154737 4 % ;
(e} g2 LA O 122073 ‘
? 49316, grodory - {iaf‘ o, 118072 PR
'- .0y 007692 | ¢, 013864 2tq, 103384 &
e o o Lo, 004937 2 «s1 012305 } :
-0, 002755 4 , 00158l o, 00333 i !

6, 001174}
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24. Harum colymnartin 5 quarum prima ex Calen;
Differentialis Cap. VI Part. [l pag. 363 elt definita, numer;
fupremi referunt terminnm primum 4 cum fuis differentils con
finuis 5 fecundt vero defcendendo referant cerminum & cum {uis

differentils , certil termipum ¢ Cuml fuis differentiis. Quia nung

fupreml terminl paruim converghat , duos prinios & — b alu

colligamus , eritque # = h==o0, 421782 fequentium  vero
c—dte—fT &c. funmimam : _
I I I, I
— — c——-—-Ac-[———»—A'c—-——-A-"(_: + &e
2 8 16 :

fecundum datam legem COMPUEEMUS eritque
te==o0, 135290

mint
aliuc
in(u!
&9
{eor
tal&
qua

4

(]1121

1 —
-~ c=0, 015799
L iArc =m0, 003171
—it Al ==0, 000813
4 i0%c =0, 000220 q
———-fﬁﬁ‘c — o, 000077 au.
L LAfc==0, 000026 e
feqq == 0, 0000IO_
fumma — 0, 153498 l:;
e 13

a—b =0, 421782
_ Area =0, 377199, .,
Spero autemml, fuforem evolutionem huius Lineae Gurvae fa-

¢is memorabilis nemini fore ingratam praecipne cam aequatlo
pro hac curva pertineat ad funtiones inexplicabiles , atque

flcirco ifta ad cafum fpecialiorem digreffio a noftro {copo had
Jliena fit exiftimanda .

£l

Spectes fecunda ferierum
o i0idi T differentiac infinitefimac primae evanefcunt:

2. Ad hanc ergo fpeciem pertinent omaes feries , 90

sam termint iofinitefimi inter fe funt aequaless Ut ergo
_ i
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atorium harum ferierum = :x exprimamus nil

Zaley pigum fummatoriaft HE el muss 2
Tme lwd opus gft, nii u aiexple ionem  praecedentis 1pecict
s oo spfaper termini fec_undae columnac verticalis formac generalis
mefy 5. 9- exhibitae adiungantur , cuius quidem terminus fupremus
PG feorfim ent C?ihlbé‘.ndus? & qua columnae fingulae horizou-
boa pales 14 tribus  terminis co.nﬂ'tu‘lt, terminus {ummatorius
. = w fequenti ferie tripiicata definietur .

guaeﬁ}u’»‘ P} ;
S T sy - (2) T (3) — (4)
5 de=mn()Fwd1 Fabda Y P YW X A
: —(xTt I)—"(xﬁ'?.)-—(x'i'g)——(:-:'i‘zg,)
quae forma ob O 1= (2)—(1) ; Dz=(3)— (2}
i 5=(4) —(3); &%e. transfundetur in hanc

T

1 —x{)d1-w(2) + 1=x(3)

Sogzma (1) ¥ (2)+ « (3)+ = (4) & &

‘ Tt — (s F2) — (5t 3)

quae feries €0 magis convergit, quo misor & acciplatur . Supra

‘outem doculmus omues cafus femper €0 reduci pofle ubi & fit

{afio upitate miner . . _ |

6. Confideremus primo calum fimpliciffimum , §uO

omnes feriel termini funt Inter fo acquales, fcilicet (x) =4;
er fc enim patet eius rerminum fummatorium efle 7 &, quen
eundem. valorem noftra expreffio {tatim declarabit .

C Lt enim S aT=#x 4. |

wvae fa s
quatio B wne confideretar cafllg, x -——?—j‘— ita ut
qUALI0", 27. Wunc cophderetar ¢ ng, quo (.,,)._.. — ite
arque : X n
haud : : Z 3, 4 wer I
) dand - noftra feries ftsia==—+—+—+ R = :
1 2 3 %

ermini infnitefimi omnes unitate agquantur. Noftraigitur

lcuius t
2 4
L -}*I*K"“-{-I——x——*-‘- I-—x—?j-é
formnla nobis dabit g:x:'z:c_ih x 3 o 4 Lo __3_ &
‘ 3. b
() Gern) 4—%
o LI w4z X2
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o | N |
unde patet fomto x == 1 fore =: x—-—-T; at {'mnto .54-—‘7{‘

ﬁet: . ) ’ : t . : '"tu

2 2 4
ot ] e =T
I 2 3
3 4 5 |
zie=mg btz g =y . 22
2 3 4 1 2
_ A 5 & "
3 4 5 o
28, At vero ifte cafus facile reduci poteft ad. fpemem
. , : a1
praecedentem. Cum enim terminus generalis fit (x) = —
. . ) . ) x

A

.- . I

is in partes refolutus dabit () ==1 4 —; quamobrem duae
. . oo . . T

formentur feries, prior ftilicet ex termino generali r, altera

. . I . .. .
vero eX termino generali — , haeque duae fﬂrlcs*- lunétm
x

fumtae dabunt fummam quaefitam ' :x, erit ﬁ:xhcet o

I+I+I+I+......+xv
R A L

4
J Y
Tam fuperioris feuel fumma eft », inferior vero per. f eciem
3
primam evolvi poteft, indeque habebitur : .
SECETEY s e
. === I I. I 1 '
:E — — N ———EkC-

x4+ 1 x-l—z_'x-l-g xt4.

gnae expreflio multo eft fimplicior praecedente nihilo VE‘;‘:
minus eondem valorem exhibet. Ita i {fumarur # == ITP’“O1 e
3 T4 4
':-":L+§_'?q+'.;f'i+ll 4 &
preffio nobis dabit Ziw==1 +1.t+ 1.3+ 103 +i3
7 2 ———
L e 2w 2 2
3 3 7 ter'
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qerminifque fecundum ordinem collefiis fiet

- 1 1 I I
syt =t — b et + &e.
3.4 512 724 940 11,60

'wiﬁ'g ofdo clarius Patefcet ex fequenti forma
1 i I 1 1
=1 —— =t —— - &
: 2 ? ,I-,3.4.+ 256 378  4i9lo  SILI2 +
gt ! altera . vero expreflio dat has feries- '
2:1z1+1+%+§+%;}5&0’- | ’
z 3 .....3‘3.-._-_.:.---_;..._...;-_8((;.
o ‘ quae colleftae dabunt o o
pecler ‘ i 1 1 1 B N |
w41 : ' St b —p— =t — t &
T . 2 2 3 25 .37 49

29. Ex hoc exemplo apparet, feriem ex fpecie’ fecuinda
Jedufam magls convergere quam pofteriorem ex fpecie pri-
ma derivatam ; quare operac pretium erit prioris feriei con-
vergentiam attentius confiderare. Quilibet fcilicer huius feriei
terminus oritur ex his tribus parribus

1 nt+1 1 #+2 "2:&—]-3‘1.'—"

—_— .

2 # 2 at1 a2nbrdor T

_quae cum fe mutuo proxime deftruant, fumma duornm prio-

rum proxime acqualis erit tertiae, unde {equitnr hdec for-
nd1 , nta2__2(@+3)

mula fatis memorabilis + = uod eo
7 n+1 ant1’ q'__,

Cpropins ad  veritatem accedit , quo maior fuerit numerus #.

Hinc utrinque {ubtrahendo 2z erit proxime

- I 1 4
- — + =T .
n wm+1 amti :
¢ ex- “ 3o, Talis autem redu@io ad fpeciem "primam femper
: Jocum habere potelt , quando feries propofita tandem ad  valo-

“yem finitum convergit; verum f feriei rermini tandem in

“infinitum crefcant, haec reduétio non amplins locum habere

poteft , ideoque neceflario ad fpeciem fecundam erit recurren-
Zzzz dum.

ot
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qum. Talis eft cafus , quo (x 1y « ; denotante enim 7 nu-
merum infinitum binl terimint mﬁmte{mn configul erant V'#

1
et —— 1deoque evane-

& ozt 1, quorum differentia "
7

co P ‘
n,j\

ﬂﬂfh

fcens . Hoc €rgo cafu feries noftra eric .

Si=V+Ve VPRSI 1 Vs,

Hinc ergo per praccepta data habeblmus hane' explefﬁonem.,‘

-+ 1+ 1—xV'2 + —xV'3
g&c‘.

E:x:x-l- acgfz -+ x\f_?, 4+ 2V 4
»—Vx+1-— ad . — vet3
‘topem con\rﬂlmt videamns calu PN

quac ; feues quan
L +\/1+ svia 4 V3T V4 :
.E.%::H— IIVERE ol \fg + v T V"Sg&C-
_ \/.5'——- VEP ‘/‘,'5""‘" v‘,.

eritque

2n+1

cuins ter mmus qmcunque ent N v" nL1—V SRt e

thilum.: accedere debet quo maior fuerlt

___._——‘

qui €0 propius ad. ol
v proxnne er1t veiVon + r==\V2 (zn (am i)

numerus n, quom
£1s, lmbeblmus anlrl2 v (n LI T1)=

Sumtls emm quadxa

z(w.g. 1), 1éreoque 2V ﬂ(n I )._.2 p 1 1. Sumtis denio qua—

dratis fiex 4uz?z_|_4?z__4nn.].4n+ 1, quae ratio utique pro-
wime ad aequalitatem accedit » Cetemm hic notari meretdl,

yeros valores pro fraGionibus loco % Jffumtis tantopere e

glh

napfcendentes, ut nullis plare formulis analyticis exprimi Qué
_ Quin:-griam qmlabet valor pro affumius ad peculli:lrf3 he
tranfcerdcnuun oenus pmtmebn i b
31. Antequam hanc {peciem deferamus, admnaamus ad- q

.1111(: infigne Theorema circa couveroentum formu 1 o multo
N

g@mqralms_co ,. quod modo arite attuhmus. :
‘ Fheo-
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_— , Theorema
i | d .
I B Soquens a\egual Has

# I

v (8——61)'\/”71*' +av(n+1)vﬁg\’}(7j+%)r

20 propivs od wveritatem atceder 5 quo maior Jumarur pumerus
smln L n, fmulgue quo minor fueriz fraftio %—, fi modo expamm—i—}
airate fueric minor. Ap Vero. fumro,v..négqtiw ifka aequaliras
kel o e @ S g |

‘. N
'(Afn“ 5(7;-—]— 1)V 5(?1+%)P
: ﬁfze pofteriore conditione ad weritatent €0 propins accedet 5 gHo

maior fuerit numerus 1 O quo mor fuerit fractio 7 Quin

’_i_l_ eriam [ub iifdem conditionibus ad logarizhmos #vansferri po-
2 reft, #a wr fir ram
it (g--a)zfz+az(,,.+1):6z(n+ i‘é_)
.“)_ ) §—a + a 6
j = g:mm -}--'-" J_ = —
| 5 (n+ 1) l(rzl-—l-%—)

ar, Demontliratio

| 22. Sequitnr hoc Theorema ex {olutione generall pro
ltare hac fpecie data, cuius terminus quicunque confiftit his parti-

bus 1 — x (#) F(r+1) — (#+x), atque eo minor evadit ,
quo maior fumatur numerus 7z exiftente # fraftione unitate

. . a oo
minore. Quod fi 1am ponamus »=="g & (x)==y %, 1deoque

3~ ' ; Zzzz 2 etlam,
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2 . .
etiam (B)y==V 7"» neceffe eft ut fit ¥ <1, qua alioguin
L4

ni infinitefimi non haberent differentias evaneftentes. Hae

terml
autem fubftitutiones 'praebent formulas priores in theoremate

o vero fradtio -}3— negativa accipiatur, tum {eries

datas, Quand
propaﬁta adeo In _fpecie prima costinebitur fiquidem ipﬁ‘

termint infnitefimi in nihilum abeunt.
go vis huus Theorematis clarius intelligatur ,.

has formulas quatuor cafibus exafte cum ve-

citate convenire, guorlm primus eft i o==o0; fecundus quo
& == §; tertius eft quo v=0; quartus denique locum habet ft
pro 7 acciplatur qumerns infinitus; practered vero datur cafus

. _

quo in forma priore eft p=v fivey n'==1mn:
Species tertia ferierum

guaruit differentiac demum infinitefimae fecundac
evanefcunt .

potaffe iuvabit,

quintus

4 Hoc igitur eveniet , quoties ipfi cermini infinitef-

il progreﬂ"sonem arithmeticam confituunt § formula igitar

ante pro = ¥ In fuperiore~fpccic inventa ad hunc cafum ac-
commodabitur , fi infuper finguli rermini columnae tertiae VEr-
ticalis adiungantur; hoc modo terminas furnmatoris {equentl

modo exprimetur
w (1) + (1) + (z) OEEEE 1 (n)
Sipe -.+xA1+xAz+xAg R -7

T A A +x’A’z+x'A=3 ce e Ja A0
—-(x+1)-—(x+2._)'*(x+3) e e -_(x-l-r{

25 Trap{mutemus nonc hanc expre{ﬁoncm in fOl’}mI}"

, 2d nfum magis accommodatan , & primo quidem Joco, x” ferk-

= —‘:—A* ; tum Vero obAn= ("t 1)-{m)

bamus eins valorem
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Am::(n-l-z)-—z(n-l— 1) + () , his valoribus fubﬁltutls

oﬂrema columna praecedentls formulae abibit in hanc formame
OREAGR 1)+———--(”+ 2)
—x () — o - (n-l— 1)
xx x ~¥ ) -
qui termlnl colleé’u praebent
.ﬂ{ ix () — wx -2 (”+I)+’—'"‘—(ﬂ+2)

mc-—?x-]—z

..——._.__—-"'*P

2

NN &

Ponamus igitur brev. gt

gr =% : : .
2 =y, ficque terminus fummatorins quaefitus fequentt

2
forma exprimetur :

Six = #EE () (2)

+P(1)-—q(2)+r(9)—-(x+r)
+1>(2 Y— g (3)Fr(4)— %+ 2)
(3)——q(4)+f(s)—(x+3)

quae feries 1am vehemer\tei converget .
36, Hinc igitar novum T heorema fimile praccedentl ,

fed multo latlus patens poflumus derivare , ponendo ut ante

we=ey (1) = V n¥, ubl Jam fufficit ut exponens —— binarie
P

Ponentem neﬂatwum

_§t minor , multo magls autem bhunc ex
ftatuere licebit . T heorema hoc eft .
yx‘a amm!zms :

(M—rmﬁ’-]—;o_ﬁ‘)\f' 72 ¥ ('zzxm—;,‘l.cc@)\f(n-{-'l)" +(0¢05-0’-5’)V'(n+2) o
266 \'f (?1 + .-E-)’

£o
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ad weritdrent acceder o maioy capiattr  numeé

76
po  propits
.o . : -
s n € fratho e paruin ab Wit are difcreper o dummos

do — binario fix 7RSS . Tum wero [umto |L BEZALIVO Crik ple-

pumque MulEo AccHy arius

cm—-gx@-}-z@g 2a0—428 gr=of 266
K N {f}h \ M \ e o
Von? Y (ﬁz-H)" V(yz-]—z)" \a (72-}-—6,—)?

«ij-i-’z'f?fiﬂ??? pro formulis radicalibus logm‘i;}}mi accipt po-

FEVUEIS

57, Veritas huies Theorematis etian exafte fubfiltit
his quatuny calibus I.a==0; 1L & = ¢; JII.y==0 & IV.n=oca ‘3‘1
Practerea vero idem evemit, quando In forma priori eft vel L

2 - ‘
vz by vel ve= 2, 1ta UL Gt Vv vel vel nn. Habe- pr
pus igitar fex cafus, quibus  hoc Theorema nihil plane 2 ql
veritate aberrat, unde facile intelligitur etlam reliquis cafibus ce
ommibus errorem non effe potle notabilem i
28,  Poffumus etiam hoc theorema adhuc generalius red- q
| ;
. 3 b .
dere, loco n fenibendo — & ubique per debitam  poteftatem® o
¢ ' '

\ones tollantur . Sicque prior t

ipﬁﬁs ¢ multiplicando, quo fradt

w , #
forma fet (@e—— 36812 88) V' m? ——-(zo;ocn——,;l_otg)v'(ﬂ‘l‘ c)’
t |

f.n!.
+(““-—-wé’)‘f(n+zc)” =268V Cn+ -mg—c

qltera antem forma ab hac non difcrepat , nift quod 1
in denominatorem ingredluntur , id quod etiam de logar

eft inteiligendum.

70. Operae pretiom erit hoc theorem
plo illuftrare. Sumatur igitur «®=1 & 6 ==2,
litares in theoremate exhibitae

v

adicalia
jthmis

q aliquo ﬁxem'
flentque aequd-

5\/ i
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] " & 23 " v
3\?71”'1' 6y (ntc)? —v (wtae) =8¢(73+ _i,_f>

Y a 2 “
e Vlky VO
Applicemus formam priorem ad logarithmos, fietque
glart 614 (mdc)— l(n42c)=81{n+rc) fit nuncn =10
& % o==12, ut prodeat
Jio+ 6112 — l14==8/11. Faflta igitur evolutione

3/ 10== 3, 0000000 l14 =1, 1461280
6l1z==6, 4750872 8/11 =8, 3311416
9, 4750872 == 9, 4772696

quarum differentia eft -0, 0021824 , quae multo minor pro-
diret , fi numero » maiorem valorem tribuerimus ‘
40. Circa ipflum autem terminnm f{ummatorium  {eriet
propofitae imprimis notari conveuit , tam differentiationen
mam ntegrationem facile inftirui poffe, fumto {cilicet indi-
¢e # variabili; quemadmodum hoc iam in foeciec prima fu-
fius elt oftenfom, ubi ipfe terminus fummatorius = x tat-
vara applicata cuiufdam curvae eft confideratns, dum index w
‘teferebar abfciffam , locque refpeftu in calenlo differentiall
. potiffimum funétiones inexplicabiles fum perfcrutatns.

41. Ex formula aatem generali pro termine fumma-
toric 3:x fupra data evolvamus hic quoque cafum feriel
. harmonicae , quo el
Sipm=m1 S F =

2 3 4 x

. . . I
- & quaeramus eius valorem pro indice # == — , atque ob
2

O - S . 2 — I
(""‘)"‘"“; 2 P""'-g“ 3 "*“"‘"’“Z 9 "“"‘“""’—8‘
habebimus '

331
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342 3
t3 + 16 3 32 !
T T Al
LT e Y 1 4 20
R T LY G
24 32 40 48
o r_x_ ‘ jufda
3 ) 7 9 i( t€
1S
P b2
3 4 ﬂ”)(
6 ] 6 6 a0
A LT
Sive erit 8 51— = - 2 3 4 3\ & port
: 2 _ 1+ . 1 T
3 4 3 6 b
16 16 _I_GE___I_E
33 7 9 g : res
Contrahamus fingulas columnas in unam fummam eritqueé
' 1 6 é 6 6 Q
823 _"_'"'“"‘+ —t e+ & &

e —
1.2.3.3 2345 34537 4.5:6.9
quae feries utique magis convergit €a , quam {pecie

invenimus .

42. Quodfi autem terminos non contrahamus , fed eos
qui eundent habent denominatorem colligamus, omifla ferie
infima habebimus

fecunda

9 +8(++4—++m)
g i="

‘E; ++2—-—16(+—[—++&c)&
five loco fupermns {eriei {cribendo 16 Gt +,.,'1|"u+ Cd)
habebimus 7 3 e Rtk i- ;-I-;s—"rx'i‘&c'a‘

damus utrmque ]y == 1—a+~_~+‘?-_; &e. fiet
isip—i+ lae=1—7% ——'; = coufequcnrer
o, qu
‘c‘:—"—*z—zlz ui valor egte 1e convenit cum €0,
= 3 SUP-

in fpecie prima eﬁ datus .
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SUPPLEMENTUM
DE FUNCTIONIBUS INEXPLIC ABILIBUS
FORMAE

pix=A. B.C.D. E.....X.

;. Hic faftores A, B, C, D, &c. fuat termini cl-
ifdam feriel indicibus 1, 2, 3, 4, &c. refpondentes , &
X terminus indici % refpondens; faftores autem , qui indici-
pas fequentibus x4 15 #+2; x 35 & refpondent  per
¥, X7, X" &c. defignabo . Hinc ifam [tatim patet fore
prtn=Xnwx, & ri(xd2)=X.X"7:x, &I
porro . Praccedentes vero erunt n:(x—1)= ﬁXf , & Un-

de intelligitur fufficere, dummodo hae formulae pro valori-
bus ipfius & unitate minoribus aflignentur .
2. Quoties fuerit x numerus integer pofitivus, valo-
res ipfius 7:x {ponte {e produnt. Erit nempe

xiaa=A ; zn:2=AB; =3 = ABC ; %«
Quando autem x non elt pumerns integer pofitivus, produ-

L1

G . . bty
&um , quod charaflere 71 s defignamus erit funétio inexplicabilis
nda ipfius nifi forte falores A, B, C, D, &e. ita fuerint com-
parati, ut praecedentes a fequentibus deftruantur, velutl evenit
€08 s I 2 kY
rie in hac forma : zr:x:——-.._.-i.i. 2 s s on :
11 2 3 4 5 ®t
: : : I C
quandoquidem hic manifefto eft m:x = , vel erlam 1nt
!
’ 8 13 2 xxt2x
) hoc exemplo: pip=2 .2 03.24 -3
d- o 49 3623 1)
hinc enim erlt
: 6
. A 57&‘:2: —3-"—-"" 4 ;Jt'g::-i=-—5—; : _—_:-3-..—:-——;
jul 2.2 3 2.3 8 24 5 2.5
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. P
’ig= —i—; &c. undc patet mn genere fore i 2 o= ——

2.6 2w 1)

3. Cafus autem inexplicabiles fumendis logarithmis ad
praecedentem differtationem -revocabuntur . Erit enim

Inw—=I{A+IB+IC . . . . F+IX, o
‘quae forma cum Jopra tratlata comparata nobis dabit feques- * - o
tes valores
Sex=Inix; (=IA; (2)==IB; (3)=IC; &c. & (x)=iX
um vero erit (w4 1)={X"; (x+2)=7X"; &c. hocque
confenfu obfervato fpecies fupra trafiatas ad praefentem cafum
agcommodemus .

Species prima

ubi logarichmi fattorum infinirefimorum evancfeunt ,
Swe ubi fallores infunitcfimi wmitatl |
acquantur . fo
4. Cum igitar pro hac fpecie introdntlis valoritns medo
datis habeamus :

JA + IB 4 IC +ID + &
— X — IX— KA XY i G
ad numeros alcendendo erit
B .
L)
0y

Inix =

. A Cc D &
:'x‘ fra—r et R Syl ——— T s a

XXX R |
Hic nulla exempla fubiungo, quia iam -plura in Calcwo
Differentiali funt evoluta .

Species fecunda
15i felleres infinitchmi inteit fe Sfrunt
| acqueles .
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aequales, ideoque differentiae prinae omnes evanefcent . Huf?
igitur



ues.

CQue
lﬁlm;

0%0

i

unt
Juc

pILUCIDATIONES 731
¢ accommedemus formam fupra §. 25. inventam eritque
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6. Tum enim logarithmi horum terminoram progref-
fonem arithmeticam conftituent , cuius ergo differentiac fe-

candae evanefeent . Ut iam  expreffionem fupra § 33 inver-
ram. ad honc cafum accommodemus , notandum et br, gr. po-
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& — ==, anque ad pumeros aftendendo habebimus hanc

expreflionem .
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. Hoc. mode confido, dofirinam de Funétionibus Inex-
plicabilibus , quae in Calculp ‘Differentiali non fatis accorate
% lnculenter eft expofira, fere penitus exhaufiffe , ita ut
nihil amplins defiderari poflit, id ‘quod eo magis neceflarium
videbatur, cum hoc argumentum plane fir novum & a ne-
mine adhuc traftatum , praecipue antem eius fummus ufus
in interpolatione fErierum , atque hinc adeo fymptomata li-
nearum curvarum , gquarum applicatae per funétiones inexpli-
cabiles exprimuntur inveftiganda erant.
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