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debira donaretur uniycrfalitgtc, ‘is-<in e contineret walorem

alterum 1 — cof (Fx?;{-' &c. ), feu quod idem eft quantitas

1 —= cof (Fx* . &c.) converfi spoflet in f{eriem huins formae
A’finwx . B'fin 2% 1 C'lin 3mw 4 &cos o o Hcolmag 'col 2 me g &e,
adeoque (.per nota Trigonometriae .analyticae Theoremara )
i {eriem ‘

A" +B nx+C'rinrF+D"n3x3 -+ E n4x4 + &
in qua nulla adeft ipfius variabilis » poteftas mifi integra. At

qui hoc repugnat evolutioni “formulae -1 — cof (Fx* 4 &c.),
. 2 ‘

2 2 )
quae prachet -ut notum eft A"x’ 4 B’ &ec., ubi.ipfius

x poteftates fraflae evitari nuilo modo poffunt. Patet igitur
mrn max

+ Bfin —
a #
omnibus ‘quaeftionis propofitae cafibus nequaquam aptari, mi-
nufque genericum efle quam oporteat

2

fenétionis g (x)wvalorem . A.cof exprimendis

% .
Si quis regerat quantitatem A"x’ 4 B"#’ 4 &c. revocard
pofle ad formam &« - 6cof 24 -5 cel 4 4 &c., propterea quod
habeatur _ B
x==fin wLefin 235 fin x5 L&, =fin x (11« finse 215 finat | 8cc.)
e=finx (746 cof 2+ ¢’ col 4 x + &c. ) ; ideoque
¥ —cofz x

2t —— (L b cof 2 L ¢ cofl 4 20+ &c.) ; ac denique
2

2
%’ = " 5" col2 2+ col4 2 4 &eo: fi quis inquam hoc
regerat, is refelletur ea maxime ratione , “quod - aequation®
x

2 =i+ 6 col 204 ¢ col 4 » + &c.
differentiata divifaque per 4x oritur aequatio altera
2 ‘ .
— ==2 b" fin 20— 4¢™ fin g — &

k3
3

-




‘nancifcimur formulam
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guantitas Pro @, & quaecunque it variabilis » . Igirdr fub3
nfter asquatio (A) tam etian, cum in omnibus elus termis
nis per & ¢ datis pofitum fyerit #==0, & deinde ®==#.
Quecirea valores, in guos migrant termini '
dy ddy diy d*y o
B A R rOR T
per {ubftitutionem x»==o, dicantur K, A,B,C, D, &y

B> , Cxd [ Dt L
() p(m=K+axt——1 = + 2.3.4-%-8«;.
‘ EXEMPL UM L
Ewolvenda proponatuy qzmmtém:‘cxpmierzrin!is a®
Affumto itaque x =0 invenitur
K=1, A=la, B={(la)*, C= (la)3, D=(la)4, &
Quamobrem opportunis faftis fubftitntionibus in aequatione
x*(la)* s(lg)s . x¥(la)?
( _2__{_5_(,,2.‘ +___.( L&

(B) erit &*== 14 xlat

& 3 Y 3- 4
EXEMPLUM 1L
Quncratiiy finx per feriem porefRatum aicss K. X
ety ' Byt  Cx3  Dxt | ;
¥rit ltaque fnx=K+Ax+ okt + &c.
2 2.3 234
«ft auem K =—c, A=1,B==0,C=— 1, D=0, E=1, 8ec.
. x3 x5
Tgitur finx =& — 2 e —&e

2 3 2=3'49S .

m—

ADNOT. poft §& 13T PART. 1L

i

e

N fericbus huinfmodi. reciprocis poteftatam pumerorui”
turalium , quae generalitex repracfentantur per

(A) -E‘+‘I—‘+—-I"+—E—+—I——+%+8cc.in-inﬂ
| " 67 ild
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illad habetur certe fingulare, quod fwwma rerminorym ontiun
i locis imparvibus fe baber 4 Jummam  terminoram in locis
paribus uti 2" =1 ad 1: Nam divify ferie (A) per 2" oritur feries

(B) 1 I

I I I I
— —_—] —_— —_— R —
g +4m To'm +8m + o™ + T &C'
quae terminos continet {eriei
(A)

rz*
Eft sutem -2 — (B) , & éonﬂequenter (A): (By:zam: g,

783

(A) in locis paribus exiffentes.
2’”

Tgitur (A) ~ (B):(B)::2"~1:1_ hoc eft: ,
I 1 1 1 I b

+‘;—J;+'S—;‘+ &'C.:-z'—;-—}—':;;—-"!—g-’—n-‘,‘&c-:: 2’”"‘1’.’1,
nimirum fumma terminorum in Iocis im
rationem ad fumimam terminorum in loci
2"—rad 1. Atque ira pofr
ries reci proca Imparimn aequa

paribus eandem habet
s paribus, quam haber
10 cxponente m==1 invenitur fe-
lis ferie} reciprocae Farium nimirum
1 i 1 1 I 1 I I
—+ -+ =+ & =Tt + 5+ &
1 33 oy 24 6 " 8 ’
Pofito m=2 invenityr
1 I

1 1 1 I I T
el Tt —&e  —F— Lo
I+9 }~25—}-49&c. : 4-{—16,36-{—64&;...3.1.

Sumto miz==3 detegirur
I

I I - I I
—+ 4+ +—F + &, :
P27 7 az2s 7 og43 0 gap

I I g I I
-§.+6~4+-___,+-—__.—}- -}-&c.::y:r;
quae funt ex poteftatibus in-

216 512 1000
& in univerfum in feriebus,
verfis numerorum naturalium, fumma termizorum in locis
excedit fummam termunorum in Jocis pa-
rii poteftas homologa unitate mulQata ex-

imparibus tantundem
ribus quantum bina
cedit unitatem .

Verum  hic inopinato infigne fe nobis- offert paradoxuvm ,

guod
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quod pimirum quotiefcunque poteflatis exponens non eft ma-
jor unitate fumma terminoram 1 locis imparibus per de-
monftratum  Theorema minor fit oporter quam fumma ter-
minorum in locis paribus; quum famen COBLEd termini loco-
qym imparium cum termus parinm fingillatim collati fem-
per lnvenlantur manifefto majores : quippe in praccedenti
analogia I I I I I ’

. _177:+’3?,+;,',;+;,;+;;’+ &e.:
1 I I I

i

2[}'! 45‘}3 .6_”" ﬂ Ioﬂl

- &citia ™~ 110, 1atio2"= 1L

eft {emper minoris inaequalitaris, fen ratio minoris ad maius,
quoties exponens »7 munor elt upitate; & tamen ratio altera

1 I I I I I . e a
;;4'"3‘,,,'}‘%7,'!'&5-1 ;};4‘;‘;;'}-8*"",-{—5(& eft mawris in-

acqualiraris 5 feu ratio maioris ad minns, quia terminus qui-
libet in antecedente manifefto excedit terminum quemlibet
fibi refpondentem in confequente . |

Paradoxum hoc non fugit acatifimum Iacobum Bernoul-
lium, qui in tractato de Serichus Infinitis § XXIV. haec ha-

o P 1 1 I
bet « .. Mirabile vero eft sod in ferie — F —+ & +—+
» 1 vi V2 V3 Va
e, , cuius {umma infinita eft, fen maior ferie

s\

I X I k| . . ‘
1 + 2 += + — - &c. ob denominatores minores, terni-
a

ni locornm impariom ad terminos parium inxta regulam in-
veniuntur habere ratiopem V' 2-—I ad 1, minoris :felicet
ad maing, cum tamen illi cum his fingillatim collati iifdem
manifefto fint maiores , cnins gravtiopaviiag rationem , etll €%
infiniti natura finito intelleGui comprehendi non Poﬁ"c videatur,
nos tamen fatis perfpeftam habemus . Idem vero de fimilibus
Gricbus alils, quae infiniam fammam habent intelliggndum s
Sed quum Vveram legitimamgue pamdoxi cxplicationcm, q{lmm
e
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! ma. fe tenere aiehat, Bernoullius nunquem vulgaverit, eamque in
2 de. ofthuma eius operum colleftione incaffum quaefierim ; non
al ter. iputile arbitror eam. hie aperire. Itaque quando fcrm
0co. N | i I 1 I I, 1 1 '
fem. (A) ;:;+;:=+§‘,;+%;+§?;+;;+;; o to&e
enti dividuntur termini ommnes per 2", ut inde oriatur feries altera
B I 1 I I I I I
. =(B> x t Z’:’ + 6.7 + g™ + 107 | 12 14”".}“- 15"’+ &e.
~ 1oy certum eft, huiufce terminos in loeis paribus feriei (A) repe-
rirl, quemadmodam tertiae feriei. :
aius X I I I I o, .
3 S H S I Dl
l[-era (C) ™ + 3 m + Sm + 7 " + 9 I + I11% T &e.
. termini in locis ejuldem imparibus inveniuntur; attamen nu-
- merus rerminorum feriei .(B) bis excedit numerum termino-
qui- mam  feriei (C), quia finguli feriei  (B) termini oriuntur a
iher fingulis 1pfius (A) divifis per 2™; contra vero feriei (C) ter-
mini finguli refpondent alternis tantum terminis prioris (A),
ul- eornmque adeo numerns dimidium duntaxat eft - numeri ter-
ha. minorum 11 (A) & proinde dimidium etiam npumeri- termi-
norum in (B). Fit hinc ut in murva ferieram (C) & (B)
-+ ~‘comparatione non finguli termini cum fingulis conferr debe-
¢ ant, fed poft inflitutam termini primi cum termino primo
e, fed p . fminl primi 0 prime
comparationem .terminss quiliber feriei (C) conferri- femper
11 rdebeat cum ducbus fimul feriei (B), quo fafo patebit in hy-
| pothefi = <1 terminum quemliber feriel (C) minorem efle
n- TR
‘ : . . : I
et aggregato duorum {ibi refpondentiuvm in (B). Etenim fit P
% i terminus nnus quicunque feriei (C), & bini eidem refponden-
' . L I C g
E tes in (B) erunt ————, & —— & ratio illius ad 2g-
m hi
5 - {(2a4—2) (24)
. eregatum iftorum erir — : ! + ——. Si porro hu
d I . L} 7
1 © o a® (2a—2)" " (24)" P

Hhhhh 1us




{eriebus, ubl idem occurrit paradoxum , handquaquact obtinet,

786 EDN-OTHTIONES‘
ins rationis antecedens & confequens per (2a)™ multiplicatur ;

oritur analogia

X I I
+ —_——g I+(

pr : (24)" (22— 2)™

ﬂ H
alrera 2™: 1+ (

) eft evidenter rat@o minoris ad maius,
Ng—1

P Hi
) , In qua ratio

a—1

gnia ob m < I fit 27"<C 2, & ob a-——Z>I ﬁt(;.:) > 1

A

ac proinde I+ ( ) > 2> 2", Igitur finguli feriei (C)

a—1
termini ( excepto primio ) cum binis fimul feriei (B) collati
jifdem femper minores deprehenduntur , quotielcunque expo-
nens m defcit ab unitate, & confequenter feries ipfa (C) mi-
nor eft altera (B), proutl mutua illarum  proportic ante in-
venta 2™— 1: I manifeftat.

Sed in ferie harmonica
‘i+—+i+i+i+r1—+ &e.
T 2 3 4 35 6
#flod et animadverfione digaum, quod fiquidem termini loco-
rum imparium, excepto primo, femper .anferantur 2 binis
refpondentibus fimul ion@is locorum parium, nova inde feries
confurgat , quae fumma donatur finita : quod quidem In alus

quum in_iftis fumma eius feriel , quae praedifto modo progt-

gnitur , infinita deprehendatur . Sic 1n ferie harmonica fi 3

. g | I 1 P
aggregato duorum terminorum —= + vi auferatur — 5 OFITUE
- 4 3 :

3 - X . . I ¥ T 1
— _— z-——;pamer—-}—_-—-—“——=*—";i
A 6 3 26 § 1m0 3 41°
i, 1 I I
) surfus —F — ——= ey
12 14 7 .14

atquc




A’DNOTATION‘ES‘ a‘i
e jta deinceps: hincque nova colligitur feries

—-I-"'}‘"-I“'""i' Lt L+ I 4 & in inf
2.6 4.10 G614 8. 18 10.22
cpins  {ummanm finitam efle ex c0 conflat, quod femiflis eft:
feriei iftius
I - I ¥ 1 T L
2.3 4.5+6.7 8.0 & 10.II -
longe minoris hac alia |

atqul

I I I I T
2.z+4.4+ 6..6+ 8 8-+ 10. 10.+ o

nae ut alias exploratum eft fomma donatur finita , caque” ad-
in ferie harmoni-

modum parva. Inde autem intelligitur , cor 1
ca fumma terminoruim in locls imparibns non fit minor {wn-
ma terminorum in locis paribus , quamvis terminns guilibet:
locorum imparium ( excepto. primo-) minor eft duobus refpon-
dentibus fimul fumtis locorum pariuny ;. id: feilicet ideo- cou-
tingit, quod prior fumma deficit ab altera per quantitatem
Juntaxat finitam , quum tamen utn que fumma fit infinita .
Néc difimili modo ratic redditur paradoxl alterius quod
pimirnm in ferie numeroram naturalium ad poteftatem quam--
cunque  elevatorum _
1"‘+2"‘+3”‘+4”’+‘5"”+6”’-}—&& in ot
fomma terminorum in locis paribus habant ad {ummam ter--
minorum omnium {eriei rationem quam habet 27 ad unitatem
{cilicet duplam in ferie numerorym  naruralizm . quadruplant:
in {erie quadratorum, oftuplam in ferie cuborum , &g¢. quam-
vis termini locorum parinm , utpote partes totius feriel , quan-
drasem illius multiplicem nullo modo conftituere pofle videan-
qur . Fallax quippe & anceps partis, & torius notio hifce
exemplis- accommodata eodem iure adfurdum immane fuaderet,
{eries quadratornm , cubornm , aliarymque altiorum potelta-
sum ex mnumeris naturalibus minores effe oportere ferie ipla
pumerorum naturalium, in qua consinentur , tapguam. paries
D Hhhhh 2 in.
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in tote, quod quam abfonum, & pragpofterum fit nemo:
non intelligit. _

L

ADNOTATIO ad § 139, PART. I

EX elegantiffima Au&loris noftri aequatione

1.2% 3.4t + 5543 7.8»:74' <
nonnulla inferuntur theoremata, quae cum utilitate, ufu, prae~
ftantia fe potiffimum commendent, hic .peculiariter proponi,
demonfirarique merentur . -

Theorema I
Sumto X infinite magno, &' e pro logavishmorun lLyperbo-

5
. . x¥ Tz Varn
ZICOWJW bdﬁ [Hi&fﬂlr _.[o 2 . 3 . 4. " KD —

ex

Euleriana praedi@a aequatio fumto x=oo, & exiftente

- x==-/¢* tranfit in hamc
(A) litladize o FHla=5ant(et)ln—1tc
FHacc autem fafto tranfiru a logarithmis ad numeros conver-

4
x*Fzyvarn

HINE 10 L0203 edoves &= . Q. E. D

Theorema 1L
Sumris x &' p infinitac magnis aio fore |
< rtre"r

x (= 1) (x~2) (x= 3)or (rop2) opF0) = ——5gr

In acquatione (A) fubftituo x-p loco ipfius #, & nancifcor

{1




ADNOT ATIONES 789
pifiatizenAi(ampy=(a=pt3)i(emp)-lett2lzme

Aegquationem hanc aufero a priore (A) & invenio
b (1) e =2) o Lrep 2) 4 ot 1) == e ) e
— (wpt ) (o= p) + e
Quamobrem progrediendo a logarithmis ad numeros apparebit
x*tTer

x(x-l){x-z). o {x~p ) 'P-.;"I).:(_,}._P)x—gi-l-‘ — QE.D.

Theorema I, -
Capris x & p numeris ingentibus -(fi nfiniti- caperentur.
sequaliras  forer abfolura) cocfficions “termips (p+ 1) cimi g
binomio ad poreflirem X - ¢levaro avquaruv- proxime espreffions

1

x* =

PP i(xmp) I Vs
Ex vulgarl Algebra conflat elevatd binomio ad poteftatem s
coefficientem termini (p~1). 8™ wihil aliud. efle quam
w(p-1) (x-2) (w=3) . (x-p+1)

Ee20304e0ennp

.

infinitornm , vel etiam ingéntiuf huivs fraltionis numerator

. Sed in hypothefi » & p

per Theor. IT eft == — i ; & denominator per
(e-p)F-tiz Lo
e '-} \f 2 X
Theor, I. eft :E——-;;———-: Tgitur fraétio praedi@a; hoc

eft coefficiens termini (p+ 1).*% in binomio ad poteflatem
% elato proxime aequatur quantitati

wE 3

- . Q.E D.
prt s (xep) et iy

CO-
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790
COROL. L. Si fiat p=n¥ orletur
1
PYE e i) . x:c.J;—Eq: -
1 _ 1 N o vt
PP+ ;(N-P)’f-' P+ z\r?‘ﬂ (ﬂx)ux-}- FX (x_jzx) .."(.‘—-ﬂx-i«-;—\'p o
YR |
o S p— e,

' 1 1 ‘

! ﬂﬂ.":'i' T#M"l"?x% (I-ﬁ)_x-:ux—l—-— -;_-VZ T

I ' I
____.._———-'-.....—-—_.—--—--"'—

LI - L A
gty (1-m)® wad- sy o a(1en)f R LA
I

R

Aa———

i p—

e ‘ J—

n ux t R -' .

(—-—-——) (I—n)”+7an.V21r o
-7 :

COR. 1L Hinc eruitar valor coefficientls maximl aut medil

4 immenfam poteltatem ¥ elevato ; nam pofito

in bingmio a _
p.—::%x , {eu 5= t hocque fubftituto n praeccdemi exprel-
' 2%V 2

fiohe , mutatur illa in hanc alteram —, quas valorem
' Virwx ' 5

maximi coefficientis’ repraefentat .
COR. IlL In. binomio ad infinitam Potef’catem 5 elevato 1a-

sio coefficientis maximi ad fummam coefﬁ_cmntium«‘ar‘nnium

. . 2 . . S
quantitatt V' ——3 et enim ut liquer fumma -ome,

aequatur
| xx
nium coficientinm == 23 proindeque praediéta ratio
2%y 2 2
et Y v m Vs L
v ax % -
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" JDNOTATIO ad § 183. PART. L.

1. VUfpetta non paucis 'apparebit, Auforis noftri demontra.

tio, quae tota €0 nititar principio , quod proponit his
infinitus , quoniam is

e verbis : Dmodfi ergo X HeriE MUIETHS
oft meque par neqie impar, bace confideratio ceffare deber
ac promde Sfumma termini ambigus funt veiiciendi unde
equitt 5 buinfmodi [erierum in infinitum conrinyararum [uin-
‘mam exprimi er folam quanrimrem conflantem adiicicndar .
- Nemo non videt quam labile & rninofum fit pxincipiu‘m hu-
VLR jufmodi ex arcana obfcariflimaque numeri infiniti indole de-
cumtuym . ltaque operae pretium ducimus  Eulerianas for
o pnulas nova, eaque apodictica demonfiratione munire {(4) -
g Sint lam fequentes formaulae |
nedii . 1—2 %3 —4% + &co=—
oftto 4
pref- . 1f—actir—4tF &e=0
A -
orewm, 111 13-25+33-—4.-5+ T R
i I
1V. 14f—24+34w44+ &c.= o
D 1~ 16
e ‘ — 543545 —
n[um Vu I s '1. + 3 4 + &CD —— 64,
L ' —n 6 é S
o : 272
VI 17—274 3747 + &eo = —
256
Vil 18— 28F38—4" + &= ©
: 7936
: 1% 19—29439—4*+ &=
! !]‘.‘.' . 102‘%
R &e. o

(@) Vide Cl. GREG. FONTANAE Differs. De Seriebus jn T. II Parts Iy
Memorie di Matematica ¢ Fifica della Societd Itzlianz, 17894.
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2 Praemito Lemmata bina fequentia,
Lemma I

Pofiro X arcs guo!éﬁer civenli radio 1 dﬁfcripri babetur éeq-;igp,'o
' I

eof X1 cq/'zx+cof3x+cg'4x+{')°c. in infin, = ——

2
Flat §= colstcol2n+ cof 3% + cof 4% + &e. & multiplice-
tur per cofx, 1ta ut prodeat

Scolw= cofx*%—cofmofzx 1 enfxcol3% T colscol 4% + &
Liquer ex b rigonometria produftum ex colinibus duorum an-
galorum aequart dimidio colipui {ummac ipforum angulorunt
una cum dimidio cofinu eorum differentiae . Igitur refoluto
producto quolibet praediiae aequationis 10 teyminos binos
oritur. '

g cols =1 (cof 2% r)Li(cof 3# Jf.coij 13 (cofga L cof;x) 1 &e

L reolx _[_cofzx.;_cofgx +cof4x+&c.=§——% cof s+ 5.
Quamobrent erit
S(zﬂ—cofx)“—“—‘-—z—-co{'x———;—, ideft S== 1 .Q ED
| ST

'
- Lemma il
Infinitn feries S o finx § 1% ifin 3% +fin 4% L. in infin.

Jm:i

aegzmlfs eft buic exprq[ﬁoni -Z—ET:;/__-;)

Pucatur propofita feries in cof® & prodibit
S cofx=="tnxcol# 4 fin 2 cof» - fin g wcolx 4 fin 4 cof# + &e
fam vero datis binis angplis P ,0 ex theoria funétionum angu-
Jarium conftat fore fing cof 6 =—Lfn(p+ 0)+:hn (— )
Quapropter fafta terminl cuinstiber refolutione in duos
venietur
Scofx:‘{-(ﬁnzw-l—o)-}-%(ﬁn3x+%ﬁnx) L
' :-i—%;(ﬁn.q.x-i-ﬁnz ) +5(fwmsH + ﬁng,h‘) + &e.

— L
—_—




fisn.

4D NOT 47T LO:N.E § 793
| —Lfinx | fin2y 1 fin g 4 fin 4 | &e. = G — tfinw..
Hinc per tranfpofitionem- erit § - Scolw=1finx, ac poftreme

fin x: _
—— .Q E D

S S'"—_z(x——cd{"x)

2. His p.raemifﬁs-demenﬁraric
qum - fponte confequitur .
L. Differentietur- feries
— Jx, ex quo orietur
(M) — cofx ~ 2.col 2% = 3 col 34 -
- o I

———
et

Tormularam  Enleriana-
Lemmatis . fecundi , dividaturque per

geolpe - &e 10 inf..

——

Sm—— ‘ . B ) 1 2
L .. 2 (1 co.{’.x) S 4fintx ) |
Propterea fumto’ x pro- femicircamferentia fiet colx = == 1%
coflzx == 1, col 30 = — 1. col 4 ="1,5.8¢, & confequen-
cer inventa feries tranfit I S
. ‘ ) T I". P [
'I_-".2+3.'-—4+-S\-"_'6»+ &Cc . O . i‘="_’-Q .E-n' D;
1I. Lemmatis L {eries bis differentietur ;. dividaturque per

dx*, quo. fafto invenietur
(N) -colx~2? cof ax = 32 col.gw— 47 col 4.~ 37 cof g2 — &e. =0
Quocirca fumto # Pro- [emiciroumferentia oritur feries 1.2

2 g5 —62 + & . .m0

1—2*13 L=
tione (M) differentiale fecundum,, hos--

TiI. Capiatur ex aequa
que per— A%’ dividatur ; quod dat aequationem
{0) —cofw— 23 cof2x—3 scolgw o« v .o T &e.
] _ __‘-'-I-ZCOf'::x"
8 finfx%
quae 1 praedifta ipfius » affumtione convertitur in feriem IIL27
. z

IV. Eodem modo captd aequatlonis‘(N) differentia fecunda,
eaque divifa per —dg* oritur aequatio’ B

(P) ~cofx-2* cofzx—34cof3x~4.*cof4.x-—34co[5x . e =0;
Iiii1 haec-
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ha.ccquc in hypothefi x==180°, abit in formulam' IV
14—244 34— 424+ 54—GF44 &e =0

V. Acquatio (O) blS differentiata, ac per-dx*divifa praebet-

(Q) —cofw~—25cofl 26— 3 Scof 3u~—4 Scof gx — & =
2fin;x*4 13col tu+2cofEus
8fin s

Hinc capto de more s= 180", praedifta acquatlo convertitur
in formulam V.*m
r

15— as 35 gt b S5 65 L . . 4 Koo==
| 4

VI Sumo aequationis (P) differentiam fecundam, eamque
divido per ~— dx? hmcque aequationem nancifcor
—cofu—2°¢ cofzx-—-—g cof gx— gtcofl4x « . .. —&a==o0.
Haec autem . per fubftitutionem femicircumierentias loco # de-
generat in formulam VI
16—2%+3¢—4¢45¢—65 . . . F & =c. Q. E. D
Hac lpfa methodo protinus demon{’rmntur Theoremata omnia
Euleriana circa feries poteftatnm poﬁnvamm integrarum ex nu-
meris naturalibus cum fignis alternantibus ;* & generatim conftitui

ratumque  haberi potei’c feries quantltatum parinm  praeditas

efie fumma improprie dz&a few potins quantitate genirrice

femper sihilo aequali; feries vero poteffatum  imparinm do-

narl fumma, vel m.agmmdme genitrice , femper a nlhlla
diverfa.

Theoremata alia Eulerianis analoga demonftrari pariter
poﬂent circa feries poteftatum numerorum imparinm alternis
fignis affeftarum

II"-—S’;.’{_S"_’_? +9 ._:II!:_[_.&C.
In hifce numerorum impariom fenebus, fecus atque in 1llis
numerdrum naturalium , illud generatim conftitui poteft pore-
ﬁxzrcs tmpm es oriri a magmmdzm gemrr ice nibilo aeqwh,
pares & magnrtudine determinata . :

ADNO-
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il
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ADNOTATIO 4d § 208, PART. IL

TEr calculom differentialem infigni comnpendio inveniri pol-

font fequenti etiam miodo coefficientes terminorum is
formula , quae exprimit generalem terminum feriei cuinfouns
que recurrentis. Sit igitur ex ferie recurrenti ordinis #

Y Yard=1y Jxd=2s: s J &g b1y Fu-imt

orta aequatio - o - :
AystBysi1 FCyugez e Mg uamimi F P == 8y
ex qua fafto pe==ax®, per fubftitutionem , elicitur ( falta
‘divifione per #z*) aequatio felationis o '
A - A+Bzt+GCz®.. oMzt 2t —o.
.Concipiamus nunc huinfce aequationis radices effe «,6,7,7%,
&c., fintque radices == ¢ numero, #: praedifta aequatio induet
hanc formam - e '
{B) (z-a) (=" +Fpz" Fgurt . frrtgz + k) =o=P

affumto m yn==r. Statnatur =" Lpnthgz T ferlguth="L,
‘eritque (z—e) Z=D. Fiat porro

47=7du, ddZ=1"dz, 3L = 7" d=, &c. Hinc ha-

dPp
bebitur o e (2w a) L (- 5)" 7 ubi fallo ne==1,2=2%
. 2,

. 4P ) . .
,prodit P ——7.. Differentiatio {ecunda praebet
& .

ddr =n(n-1)(z- &) Zton(z-a)" A (z=a)"L”;

L d=* ddP .
bi pofite =2, 2=1, evadit P — Z. Pari ratiocinatio-
20 &

d"P

I-Z'-S-s-o”d_a’.”

- we invenietor =7, qundo zz=e, & 7

mumerns aliquis eft feriel naturalis 1,2, 3, K¢ Jam vero eft

"Z=(z~6) (z~79) (»-9) &, & pofito & pro z, fit

11111 = 7, ==




dibit Q= (z—a)" Z—f(—a)"
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Z = (a=6)(a~2)(2~8) &c.
Ergo fi in aequatione (B) unica eft radix & , fea fi # =1 , habsmus

4P - S
e (a~6)(2=3) (x~8) &c.; fi binae funt aequales radices
@, ita ut fit 6z=«, habemus =(a~7) («~8) &e.;
20’
Si-tres funt radices aequales, ‘hoc éft a==6==9, nancifcimur
dsp N et .
————==(a =) (a-¢) &c. Sicque demmceps. -
2.3 da | | |
2, Fiat modo B4+ Cz+Dz2.....5¢z""=Q, & cb

ALBzlCz..  y Mzt Lz =(z=a) (2" 4p2* "1 g2" % oo 4 f22 1 g2 1k),

adeoque A =k (~«)" fublato A, faCaque divifione- per z pro-

z * .
oritur Q =k%. Ex differentiatione. autem elicitur -
A Q_, ”(z """5) VS o (2'— !’6) " (z—a)” 4 1@ (—.x)” ubi
4 - - ’

- }'d 4 - . i 1 ) .
aflumto #=2, z==« prodit d—gm/{ Si iterum differentle-
& . '

, ubl pofito n=1,& Z==y

=

= ) z? o

tur; tum tertio; déinde quarto &c. inveniemus iugiter

ddQ d3Q |
— =k, quando n— 3, x==«; pariter — -—‘—.z;é,rquando

2 da? 2.3da?

a7 Q =k exi-
12.30 (#=1)de"
flente # numero aliquo feriei naturalis 2,3, 4, &c. a bipario
incipientis. Sed 4 .aequatur produdto ex —§X —§ X — § &e.
Igitur huic produfio difierentialia praediéta acquabuntur.
Statuatur R =C+4+Dz+ Ez*. ...+ z—?; eritque ob

n=4, z=«, & in univerfum

‘ A. - f% ( = Q) " )‘-B —_ ;7,‘% (\-—'a,) e +‘4_:,r ( --‘o:) " R demtis ex. aequa-
. tione (A) terminis A< Bz, ac divifione fatta per

2
7y

o 2k e T e e

exprcf—




ne

differentiali, faftoque n=2,z==a, invenims - = 2;

parfus famto #==3,z==a detegitur
. ‘ ' 2 daz
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expreflio in hypothefi »—=1, =%, migrat in R=¢. Capto

4R ﬁcqﬁé

d*R

=g, &c. eodem quod

antea tenore atque ordine. Eff autem g aggregatum produ-

Gorum ex radicibus 6, — 8, &c. quae pr_odué’ca deno-

minationem mutuantur a numero s~ 1I. Igitur huic” produ-

Gorum aggregato aegiantur differentialia ~omnia praedicia .
Pari modo fi pomatur S== D+Ez... 4273 invenletur

d#—x S .

L2 3 00.(u>1)da" T I : | _

radicibus — 6, — 9, — 95 &evy quae-produta denominationem

accipiunt ab exponente #-z. Ita femper de ceteris. .

3. Sit iam exempli cauffa {eriel recurrentls terminus
generalis yp=naa® + 667 Fcp¥, ubi ( Adnct. poft Cap. 1)
Y0 —(+2)yatr. 200 — (et )y 7

(e—6)(a—2) ~ (t—xE—2)
a6y, — (a+ 8y T V2

(y—2) (r—6)

Quoniam in hac hypothefi tres Labentur radices, eaeque ln-

=f5 ideft, = aggregato: produftorum ex

c=

| . .,. dP -
aequales 6,7, erit dcirco = (a=8){e~9); Q==69; R=-6-7.
. : o . ‘
. iy Yo Ry z . .
. Quapropter prodibit 4= QJ +1Pj < 77 ; qui valor mi-
; ' a

da.
grat in & mutando « in 6, & 6 in «; pariterque migrat in ¢
permutando o cum y, & » cum . B ﬁ
4. Concipiamus nunc in allato exemplo binas effe ra-
. dices acquales «==6, In qua hypotheli " terminus oeneralis
hanc induit formam ae* & Hzx—1 4 cy*, ubl (doco_cir. § 16.)

v ———
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-y F20y, H(9P-207)y0 yamd2 (e t?)y Fary

fﬂ"_::‘ (m,_ ?)2 - b] o T a—p ‘L
C:?R"Z“j’:‘-—'aé'(xfo . IR
(r-a)*

=3V ¥ ‘}’z-!-(“—l-?)y RLTEN
a-"+" wale
g on diff A G 2)
quae a_praccedent non differt, uul liquet .!fIn hac * jtaque
— wz :

© ¥alorem 4 revoco ad hanc formam

-hypqthéﬁ',-in qua 7 =2, invenitur Q=
‘ob fz=-y. Pariter falto » =2 detegitur
‘¢a1&wga3+20¢2/f . :
R = s =f-ng===9-a, obk==~9,g=1r.
Y.t Ry ty. Eft aute
~Tp utem ma-

s

2da?

= 1. 2y

Quocirca’ deducimus b=

dQ dR.
'{P_ “?ji_?_i-y‘__ d{;yo—"'-—d_;)’?t I & I ‘
nifefto = e T 7D > - rorfus

x=7
2d 0t

cy bt masy, b Y _
T (a=9)* —a—3 " ddp Igitur

4Q 4R ,
P L 10 S 5 (@ 9)ycerps Ao yot e i
N (o—29)" . ddP
Hine coeficientiom indeterminatoram valores fequentl nodo
exprimentur ‘ig . il—{yl—-b’
ey QR JUTE
TG V=TT T ddP

ad &? 2da*
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5 Eodem o

muino ratiocinandi modo i tres ﬁnt’ radi«
. * [ [ . " 4
ges aequales, & in terming feriei generali {int "y 6", o coef.

ficlentes indeterminati aequalibus radicibuys praefixi ( quaecun-

que demum fiering radjces reliquae inaequales) fequentes for-
mulas femper praefto habebimng ’ ’

I cn_____'Q}/o‘f-fo-}-Syz-f-Tya &,

d:p 2
dQ IR 4% o
11 ‘H d"-’c 0+}7;2—}/I ;,-;'}’2 &C‘ —'_-c B}
2.3('/:;3

I, &=

73D —

2.34da3

icue patet progrefliis ad cafus alios radi.
quatuor, quingue, fex &, |

Atque ex his perfp
um  aequalium

ADNOT. ad C4P. X1 ParT. Iy

1. FUI]EHO aliqua quantitatis culufeunque variabilis tupe

femper Maxima evadic yel Minima , cum  eins fug.
ctionis differentialia ordingm fucceflivorum  fipy] evanefcentia
numero impari fant; & Maxime quidem » quotiefCunque eiyg
differentiale unltimo evanefcenti fuperftes negativum eft; ;.
nima fi pofitivum , Demonftratur hog- ab Aultore , aliifgue
paflim . o '

2. Hifce confitutis, ae brobe perpenfis fit modo 7 al.
gebraica funtio quantitatam variabilinm 7y #,%, y, &, cu-

s




ex demonﬁraus
wmonde P

1nter ipfarum diﬁ"'arcnt'm 1a
minatd

fingula nembra par s gd

ADNO.TAT IONES

s maxiios 5 minimofe valores indagare qportet;'eritq itaque
17, = pdt + gdu + edw 4 sdy £ &

corinus haec manai aequatlo .-

300

_7 + _gdu derdn Tt sdy &g, ==0'+ ST
~ypum  porre celatio 1nter varidbiles ¥y #5 ¥ &c. , nec: 1o
lia dry dity Jw &, fie adliic indeter-
paeditta 22qatio locum fempar habere debeat
fit huiafmodi celatio ; Binc evidenter confequitur:
. rdn BC pihilo aequari OpOrtere
coindeque  1OF rirl AcqUATIones quot exitunt variabiles,
pimire pe=o0; 1L oy UL 7 —o0; &
Harum aequatio&mm {ubiidio inveniuntar qu.n1t'1tatu111 incogni-

1

%, &G valores, qut 2 fundtione Z fubrogatt

pagcuil quc

carum £y ¥

eam reddunt Faxtmam vel Minmman .

qunc - ad fecundum differentiale. Af-
quod licet conitantibus prious differentialibus dr

A dgdu 4+ drds + dsdy + 8

ds —Gdt %Hdu%ld# + Ldy Ex quo eruitar .
=, dy 4 Cdn* t 2 Ddrds 1 2 Eduds + Fis*
+ 2 Gdedy T2 Hdudy 2 1dxdy + Ldy* .

ommniui fmplicifim? ordiamur , ponaoIs unam
: ' 37, =Adr’, ubi, ob va-

lorem- d#* {entper A firmativom differentiale 427 eoden 2
ficietur fiono, Q¥ yantitas quocirca 7 @ enit B
A fuertt Affrmativa: maxima 0B nezatlva inventaque

ol
R 2 bus iphus 2 {iferentialibus PEFC d
, ut liquet, Maximi Mimimive critesinm.
4. Ponamus punc 5 10 funétio

4 continerl. 18 hac hypmheﬁ oritur
Bz

ne 4 varlabile"s dpas. ¢ &
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. . Bduy ®
In hac aequatione, quoniam: quadrata (d; +E-) & du?
femper affirmariva funt,. differentiale focundum 4*7Z. neceflarion

. . . . + B'g
affirmativam erlt quotielCungue coefficientes bini A,&C-—
faerint affirmativi; contra- vere negativum erit, fi-iidem fue-
rint ambo negativi , quaecunque {it differentialivm 4 & di
mutua relatio. Igitur pro Minime fan&icnis % valore-habebitur

Ao, C— ]%;> o, nimiram C >%- 5 e GA »>-B *, uade

infertur C> 0. Quamobrem fun&io propofita Z Minima effe.

nequit nifi tres fequentes fimul habeantur conditiones
L.AS>o0; I.C>o; HL AC>B*

Pari ratiocinatione inveniemus pro- Maximo ipfius Z" valore-

fleri oportere: A <o; C— %j <o, feuCx %—z—, 1deogue-

CA>B=, ob A fciljcet negativuny; X quo etiam infertur
C<o; quocirca funétio Z valorem Mawimum nancifei gon
poteft, nifi tres fimal conditiones locum habeant:

' L A<o; II. C<o; HI. CA>B>®,

Hinc porro patet, Mawimi conditiones partim congruere,
partim aaverfari conditionibus Minim;,

3 Stvel A, vel C, vel utraque fimul fit==o, quin
tamen fit quoque B == o, conditio praecedens. AC > B flare
haudquaguam poteft ; proindeque propofita quantitas valorem
Masimum Minimymve nunquam: affequerar .. Idem prorfus eve-
niet i A & C figna habuerint contraria ; tunc enlm ob valo-
rem B* femper affirmativam conditic AC> Bz impoflibilis
evadit. Si B evaneftat una. cum A, vel nua cum C, fecundi
differentialis 42Z valor ab unica variabili penderer, & con-
fequenter vel Muximus vel Miniraus , vel neuter effet iuxta
criteria ab Auétore tradita pro fun@ionibus unins variabilis .
Denique fi tota quantitas 422 fit=o0, nimiram A=o,
Kkkkk . B==
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B=—o, C==0, ad tertum differentiale 472 coniugere opor-
tet, quo non evanelcente tunflio 7. nec Mewrma nec Minimz
effe poteft, eo autem evanefcente , differentiale quartum 4+ 7
quaerendum erit , cuius valor an affirmativus , an porius nega-
tivus fuerit, per methodum hic expoiitan facile dignofcetur ;
ex quo rurfus Maximus vel Minimus funltionis propolitae va-
lor colligetur . .
6. Si 7 fun&@io fit trinm variabilium #, #, », differen-
tiale 4*Z induit hanc formam
427 = Adt?+ 2 Bdedu + Cdu*+2 Ddred + 2 Eduds 4 Fdu?®
2 2
=a(dr+ E"—"f’q- D ) + (c— 5 ) die?
A A A
z
+ = (.E—-}-S-E)durfx%— (F»—D )dm”
A A
‘ e

Fiat C— o BD
A

=a; E——mmb; F——F=0¢,

& aequatio tranfibit in hanc

d' 2
d2Z—=A (dr-{—B—gf-l-%f) -}ad;ﬁ—l—-zbdua’x-}-cd&“

v Ddsy? bius bty
mA(dt_}-%.;_%).;_ﬁ(dﬂ.;._ﬁ .%_(C___’_L)gvxz
A A a a
Iafﬂ vero Ob Vﬂloren'l quadfat(}runl

Bdu  Dde~* bdu \x
(ot 5+ (ot ), o
femper affirmativum, differentiale 42 Z erit pariter affirma-

2 '

) _ b L
fivum fi coeficientes A, 4, & ¢—— figno - aficienturs

Igitur pro Minimo fun&ionis Z valore conditiones habentur.
fequentes A >o0; 42> 0; ca> by feu ipfarom 4, b, c v
loribus fubrogatis

. B B2 D2 E— BD
A>o;Cm-A—>Q;:(C.-—~-K).(F—-E>>( A
nimirum A>o; CA>B?; & (CA

!
I
i
¢
B
B
\‘“”tf‘ ’
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(CA—B*) (FA—D*)>(EA—DRD}*;
gnde iterom oritur C>o0, F> o0, & FA > D*. Quocirca
funftionis Z Minimum quinque hifce conditionibus definierur

LA>c; ILC>0;1ILF>0;IV.CA>B®; V.FA> D"

Pari vatiocinatione inveniemus, valorem . Muximum ipfius
7. conditiones poftulare _
A<o,CA>B*, & (_CA-—«B*)(FA—-—Dﬂ}(EA—BD)“;
2 B 2

. lehet effe . .
pam I debet effe 2 <o, mmirum G— -E <o,velC < N
. FA N

&
et autem A nesativam ; igitur CA > B*:IlLeft o—~— < 03

2

; proindeque ob 4 negativum cs > *, hoc eft

B D: BD
(= NF—7 )P (E—¢
vel (CA—B*) (FA—D?)> (EA—BD);
ande oritur FA > D2, & F < o. Quocirca Maximz conditio-
nes funt quae fequuntur ) ' -
LA=zo;.C<go; ILF<0;IV.CA>E; V.FA > D",
7. Si quantitates A & C vel fingule , vel ambae eva-
pefeent I'V. conditio fit impoflibilis . Si evanefcat ¥ corruit
conditio V.: Ex hifce confequitur funttionen1 Z nec Maximant
nec Minimam efle pofle quoticleunque quantirates A, G, ¥
vel fingulae vel omanes evanelcant . ' '

hoc eft ¢ <

I'es

Fx diftis lucnlenter innotefcit theoriam hanc al funftio-
nes quatuor , vel etiam plorinm varlabilium aptari .

8. Quoniam haec nova theoria EuLEro eff prorfus
intafta, non inutile erit fequentia animadvertere.

Quicunque fit pumerus variabilium , quae funétionem
propofiam Z ingrediuntur, fi earum quaelibet feorfim fpelte-
tur, quaeratarque SMaximum vel Minimun , quod eidem con-
veniat dum interea reliquae eaedem perfeverant invenientus
fingillatim differentialia prima pds, gdu, vdw, sdy &e., quo-

Kkkkk 2 rum
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rum unumquodque nihilo sequatum aequationes §. 2. expolitas
Praebebit, nimirnm pe=0, g= o0, r=s0,5=0 & Eo-
dem modo ad fecunda differentialia progredientes inveniemus
frorfim quantitates Adr®, Cdn>, Fdx?, Ldp? &y ubt {1
A, C, F, L &c. fiot -vel omnes affirmativae, vel omuoes ne-
gativae facile inde quifpiam colligeret valores ipfarum #,u , x &,
ex aequationibus p =0, g==o0, &c elicitos neceflario in
ducere fun&ioni propofitae Z valorem Maximum Minimumue ,
Et fane exploratum eft quam quod maxime , functionem ipfam
7. habita tantum ratione unins cuivslibet ex praediélis varia-
bilibus Menimam vel DMinimam effe oportere: at quls tuto
pronunciabir , id, quod pro variabili qualiber feorfim fpeffata
obtinet, pro omnibus fimul fumtis obtinere ? Rem penitius
perfcrutemur .

o. Sit imague Z funflio duarum variabilium # & #,
exhibeatque ordinatam fuperficiei, cuius # & # funt ordinatae
reliquae;-ita ur fuperficie ipfius coordinatae fint variabiles
pres 4, #, & w. lam -quaeftio eo redibit, ut inveniatur of-
dinata Maxima foperficiel , cujus darur aequatio , nimirum
dZ == pds + gdun . Falla » conflanti acquatio abit in dZ. = pd#,
tuncque exprimit fectiones omnes einfdem fuperficiei paralleias

axi quantitatm .£. proutl quantiras # -varios {ubinde recipit
3

valores. Ponatur itaque p ==:0; & ex hac aequatione is col-

ligetur quantitatis » valor, qui in qualibet paralleiarum {e€tio-

aum ordinatam 7, Maximam vedet aut Minimzam . Et quoniam
w confians .affumitor , fier differentale fecundum 4*Z= Ade*,
& confequenter €x {olo ipfius A -valore licebit, de Maximi
aut Mimsmi exiftentia .pronunciare dommedo valor 7 ex ae-
quatione p==o0 petitus fubflitvatur , Nimirum {1 pro quolibet

iphus # valore quantitas A negativa inveniatur vel pofiuva,

{eftiones praedictae emnes Maximum habebunt ant Mirmun

& fi pro vario ipfins # valore quantitas A fignis diverfis affi-

.

ciatur , fe€tiones eaedem intra certos ftatofque limites Maxtie.

donabuntur, intra alios Minimo, Si fuerit A==0, quicunque
fit

T T e e - ey
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fir conftantis # valor, tunc fe@ionum illarum nulla Hexinewm
habebit aut Miimum. At i A toac folum fiat== o, cuni #
certos definitofque valores habet, in hac hypotheil eae tantum
{etiones , quae praediétis ipfius » valoribus refpondent , Maxi-
mo Mintmpove deftitnentur . Omnium harum ordinataram locus
geometricus continetur in acquatione p== o, fola variabilitare
ipius # {pefata, ideoque ordinatae ipfae in cadem fuperficie
feftionem conftitvent, quae fimplicis erit, vel duplicis curva-
turae, quacque determinabirur per aequationes bimas coniunétas
dL==pdt + gdu, & p==o, feu dZ =gdn, & p=—o0. Ex
quo perfpictum Gt ad invenienda totius fuperficiel Baxime vel
Minimea , quaeri oportere ordinatam Meximanm: vel Miniman
huic ipfi feétioni convenientem ; unde iterum habebitur g = o,
quae porro aequatio valorem alterius variabilis # quaefito fa-
tisfactentem ftatim  exhibebit ,

10. Tranfeamus nunc ad differentiale ipfius ¢, nimirum
ad aequationem prius inventam dg = Bdr 4 Cdu. Quum ira-
que ex aequatione p == o determinetur » per #, five in illius

P . e Bdu
aequationis differentiali Adr + Bduz==o fit dr == —A—f ,hoc

]j; + C:] du 1 ex

quo confequitur , ordinatam Minimam fore , fi quantitas

Bz . . . B:
4 C pohitiva fuerit, idelt Cp e

B: B2
1 C< i nec Mawzimam denique nec Minimam i Ce= —

fubrogato valore manciftimur dg :(——

R

3 Magimam vero

2
1,

dummodo reliqua altiora differentialia conditionibus fupra indi-
catis teneantur . fam vero Maxima huiufmodi vel Miniina ferio
perpendentes facili negotio comperimus , ordinatam Z ceterarum
omnium  Maximam effe pon pofle, nifi fimul fir illarom
omnium Maxima , quae in fe€tione per aequationem dZ == gdu
determinata continentur , & nifi practerea onlinatae ommnes
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hanc {eftionem componentes Gat totiders Kwwiina in {efo.
nibus parallelis homologis . Pari ratiocinatione quantitas Z
nequit effle Mmama, quin fit itidem Diminma in felione, quae
Momma omnia compleftitor . Ex hoc porro lickt colligere
valores iplarmm # & u ex aequationibus p==0, =0 dez

dnftos , & 1 quantitatibus A, & C — fubftitutos , ordi-
£

parae 7 valorem Baximin inducere , ubl A fuerit negativa ,

Bz
& C 4 T hoc eft CA »>B2; & contra ordivatae Z per
illam {ubititutionem valovems Mimimum induct , ubi fuerit A

n

B 2
afirmativa,, & C & 5 vel CA > B®; quac omma cuil

1

generali theoria fuperius explicata nlgnequaque confentiunt .
r1. Conditioues praﬁdi&ae locum habent quando # ipe-
Satur primo conftans, & r rangquam variabilis : at fi contra
variabilis accipiarur # & confinas # . ad fequentes conditiones
ervenictur + G <4 0, & AC > E? pro I axpmo s G2 O,
% AC > B2 pro Mmime; quod fane eoden redit. Cererum
methodus haec aiterd inveniendi IMaxworwmn Minimorumgue
conditiones in fun&ivnibus duarnm tantm variabtlam , feque
accommodatur functionibus aliis magis complexis, eftque prae-

terea magis apalytica & dire@a quam metkodus prior . Quan-

obrem mon inatile erit eum hic generaliter evolvere .

12. Siat variabiles iq funftione 7 contentae quot Ii-
huesit @ ceteris habitis ut conftantibus carum unam tantum ut
variabilem reputo , & €X Jifferentiatione aequationem  Pro
Filsximo aut Minime deduco 5 UM fumto in hac ipfa liypo-
thefi {ecundo differentiali , condiriones derermino , quaé fL_ln-
Sioni 7. valorem Baximum vel Minimim , vel neutrifit n-
Jocunt » Hac prima operations abfoluta fubftituo in funéhione
7, yel 1o elus differentialibns vajorem primae variabilis 1mven-

um , eodemque modo 1 sariabili altera calcolum inftituo ,
' & va-
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g valorem huius {ecundae variabilis ex differentiatione pro-
f26tam in funétione Z {ubftituo : deinde ad examen tertiaefE- g
riabilis progredior ficque porro eodema {emper tenore.’-S,'Iti’_‘t:‘j-' o
prima variabilis, quae fpetari poteft in Z, eritque dZ = pdzy
JrZ==Adr?, ex quo p=0, & A > o pro Idimmo; A <0

-

o Maximo. Sint modo 7 & u ambae variabiles, orieturque
47 = pdr+gdun , quac aequatio ob p==o0 abit in dZ == gdi,
pode profluit 42 Z == (Bdr + Cdu) du , fed ob p==o0 eft el

B du

T

dp==0, & confequenter Adr+Bdu==o, fen dr= A

‘atque hic valor in aequatione praecedenti fubrogatus eanded
reddit d“Z(—-——A—-FCj)du“. Erit’ igitar g==o; & — = ~
T35 o e
L D g
4+ G > o pro Minimo ; — e 4 C <o pro Blaxitno .cu;:,;iut
aliay fit A pofitiva pro Minimo , negativa pro Maximo , €a-
dem femper pro urroque €xurget conditir AG»> B*. ‘
Si praeter duas praccedentes tertia quoque variabilis # con-
fideranda veniar, tunc quaeritur Ipfius 47 valor habita trium
variabilium 7, #, « ratione , orituquc‘dZ:::pdr_j_gdz;_}.;-‘a’x,
quae acquatio ob p= 0, g==0 tranfit in dZ = wdx. Quoclica
habebitnr fecundum differentiale 4 27 == (Ddr + Edr -+ Fda ) dw;
‘jam vero ex aequationibus p=- 0, g=o,vel dp==0, dg==0,
~hoc eft Adt+Bdnt Ddi=0, & Bdr 4 Cdu + Eds == o0 quae-
vo valores ipforum dr & di per du expreflos & invenio

BRE — CD BD—AE |
o e AT (8
AC—B* AC—B* |
Hifque fubrogatis in expreflione a7 perveuio ad aequationetn
: BE - CD BD — AE N v e
d27 = — D _IT B AT Y dot. Hine g
(1'33&(:.-----*]3)2 + aC—-DB2 + ) '
tar confequitur pro Maxinio vel Minimo haberl primo s ==0;

E—CD D—AE e
B }E_...____m E+F > o pro B,

& S0

deinde oo D
dnde g g 0 T AC—B-
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& <o pio Tasimo : quocirca fublato denominatore AC —DB?,
qul {emper * pofitivos elt , orierur
2BDE—CD 2. AR2-—FB2+ ACF > o pro Minimo y &
< o pro Maximo . Ducatur haec exprefito in A, qui pofli-
fivus eft in primo cafu, pegativus in altero, & prodibit
. ABDE—ACD*— A E*—ABF+A*CFi 0
tam pro Meximo quam Pro Minimo , ideft
{CA~——-B=)(FA-—-—D2);>(AE-—-—BD)’-.

Quantuvis magnus fuerit variabilinm numerus, cadem fem-
per methodo res conficietur .

Wovam hanc theoriam Clariffimus De in Grange, a quo
‘Uam derivavimus, fequentibus illuftrat exeniplis . |

EXEMPLUM L -

Sint glbi perfelle plaftici quorcungie in pofta linea difpo-
firi @& a [e muruo [eiuntti ; tncurrar primus welocirate dara
c in [ecundum gwiefcentem,fec_mdm acquifia velocizare i
Curear in pevtigm ., bic i gquartumts afqul ita deinceps ad
poftremum ufque ; datis iam primi & wleimi maffes gquaerni-
rur maflay omnizm snrermediorum ad bocy #E poftremus welocs-
tatem omminm Mmaximam ex impallu acquirat .

Sit primi maffa 4, & pofiremi &, fintque 7, #, %5 ¥ &e,
maffae intermediae Incognitae, ex notis impactus legibus velo-
citas, quam  primus alobus # olteri # comumunicat, invenitur

24c . . . . L. .
= ; velocitas , quam Lic fecundus imprimit tertio #»
itz
: 2.ct ‘ . _ ‘
detegitur == ——~—"7"7% > velocitas quarti ¥ €X impactu ter-
DI

.____.._%_[Em ——; ficque porro de ceteris.
GENGEN T
Quarmobrem velocitas pleimi & exprimetur per

2 cAtuRy . v * oL

__—-,..__-_..—-,__.-—..—-— s

tii ‘prodit ==

IR ety) - e

quae quantitas Mawina fir oportet, Eam pono="2, &

{um-
1is
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tis utrinque logarithmis reperio {2 ca +lf+lz¢-+ In 1y + &c.
— latr)— L@+ u) — l(u-}—x) —~i(sty) — & =17,

unde oritur per differentiationem

dzr du dx dy .

e + " + - + | 7 + &e. M‘E

dr dtt+du  dutde dutdy % A
— — &e

s+ ttun . wx %1y A
colle€tifque - terminis -eodem differentiali = affeftis, iifque ad
eundem denominatorem redadis invenitur:

(JZ.::-Z(M:—% dr | L(tx— u*) du- lZ(uya—..—.x-?)(f#_}_ &
DN IR OO M

Hifce pera&tis habemns pro  Maximo Minimove aequationes

fquentes auT=e?; e ut; uy==x?; .&c. quag pracbent ana-

loglas w:v 1181y Diua 2141y &eoy videlicet
T-airtuixiyt. ... b, ex quo pronum eft colligere,
maflas omnes globorum progreffionem geometricam conftituere
binis extremis # & 4 circumferiptam. Ut nunc criterium fu.
pra expofitum ufurpantes Mawimum a Minimo internofcamus ,
fiar compendii gratia :
B/ Z Z
= - {3 -
plag ) (b hu) T Tu( i) (ehe) Cr(d) (v4)
Igitur comparatione inftituta cum aequatione §. 2. invenietur
p=alen—r2); g=6(ru—u?); r=p(uy—ax2); &c. : ac
propterea dp=={(an—r*}data(adu—2tds);
dg=(tx ~u*)ds +6(xdr+rdx ~2udu); dr = (uy ~a*)dy Lo( yduludy
~—2xdx); &c. Cum autem termini «,#,u,5,y &c fint con-
tinue proportionales vocata I : s ratione coaftanti anteceden-
tis cuiusliber ad confequentem fuum, iaveniemus r=ma,
Hmmta,scmmi3g, ye=miae &c ; practerea

= 9 &¢.

. P z

m3 mb
expreffionibes {ubrogati dant

8c.; qui porro valores in praecedentibus

Ll dp ==
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a’p:om(du——-zmd‘t)
g—u—a-ﬂ f"‘"";"" mz
du

2dx 4y
dr=sag(— __29% 4 6y ;
mt -3 w4
atque ita deinceps . Eri Igitur per fupra demonfirar,
2ea ) &
A:::—-zmmz; B=s4s; C=e —~;D=o;E= 2Z.

72 w2’

2a4a =¥

; Ge=o; He=o; Imm — - &,

ni3 28

Hinc autem flatin apparet A negativam cfle, & confequen-
ter fi ceterae conditiones impleantyr quantitatem

sl ANl — ’ feu celerit lobo ultimo
(0 ) 1) (e 7] 0, > 20 celeritarems globo

Fe= —

tmpreflam Maximam effe, Iam vero A Cz=g02,2 & Brom goye
quocirca invenitur I A C>B-=,

Hum AC=Brmgarit  FA-Dom B0 e ;
7" 72
) . T2 a4 4 4ra
: (AC_._,_sz (FA.___Dﬂ____. “ia & (EA—-BD)"—-‘Mﬂ .

3
e 972

atque inde oritur IJ, (AC—3R2) (FA—D1) > (g A—BD}z,
Sibini tantum fipe interpofiti globi , primam dunraxar harum
conditionum attendere {ifiicies 5 fitres fuerine interiedy globi,
altera quoque condirio erit attendenda ficque pro variabi-
lium numero conditionuny paziter augebityr multitudo. Cete-
rum £ labore inyprobo calculus Jongius Protrabatur invenientur
in hoc problemate conditiones ompes adamuflim Impletae | ita
ut tto licear Pronunciare , in globoyyn CONLING proportio.
nalium ferje qHacunque ; velocitatem ultimg Impreffam  per
trerpofitorum attionem “effe omniyn pollibilium Maximam .

Problema hoc ab Ugenio primum, pofiea a Geometris alii
traftatum  nullis certjs determinationihys regebatur , quas ta,

ey

i
i
!
.
!
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2

men hic neceffarias invenimus ad Maewimi aut Miwing exie
flentiam , & diftin&tionem evincendam .
EXEMPLUM IL
Sir generalis aeguatio Superficierum Sfecundi ordinis

, z'==ax’+abxy fcy*—ex — fy;
& inveniendum  proponatur  fuperficiei punttum, in guo ordi-
nara 2 evadit omniym Maxima, awr Minima.
Sumto aequationis differentiali detegitur

22dz==(2ax + 2by — ) dx + (20x + 2ey—F ) dy;
indeque habentur aequationes binae fequentes:
24x + 2by —e=o0, 2wyt 2bs —f=o,

e~ b f— b
L quac praebent # ::;{:;-—:&% s y= zg—ﬂfc‘—-_:—z% . Sumo diffe-

rentiale fecundum , & ob dz = o, invenio
2%d * 2 == 2adu* + 4bdxdy 4 20dy®.

Tam vero ut ordinata z omnium Maxima fit, quantitates 2 &
¢ ambac negativac fint oporter; & contra affirmativas ur fit
Minima. At fi exiftente Jicet hac conditione deefler conditio
altera nimirum cs > b6, valores inventi a & ¥ in acquatione
foperficiei fubflituti ordipatam = haudquaquam’ Maximam vel
Minimar redderent: Et fane Auffor nofier in Appendice In-
troduttionis ad Analyfim  Infimirorum Tom. 2. ex aliis princi-
plis dilucide oftendir, ubi cs non eft & 6*, fuperficiem pro-
pofitam In infinitum extendi, & afymptoto conica donari. K
quod omnem reflpuit Maximorum Minimorumuve conceptum.

13. Hinc luculenter “apparet , vulgaren Masimorunt
ac Minimsorsm methodum, per quam In quaeftione plures
- variabiles involvente fingulae feorfim fpe€lantur , & indivifa
omnivm  confideratio negligitur pluribus  faepe incommodis
erroribufque laborare, Et fe quidem vera in Exemplo prae-
cedenti fi refpicimus folam # tanquam variabilem » invenimus

T . . € s
differenciale primom 2 ( ai by — -——) ds, & fecundum
2

LIl 2 24
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zadx® ; pariter fola y wvariante habetur diflerentiale primum

2 (c-}; + bw— --2-) dy y & fecundum 2cdy®. Bina -haec _prima

differentialia nihilo aeguata eafdem praebent aequationes, guas
praec. § invenimus; & bina differentialia fecunda indicant or-
dinatae = valorem Masimum aut Miuimum | quotiefcunque
ambae « & ¢ negarivae, vel affirmativae fuerint; quod fine
criterium  deficiente - condicione altera ca > b mancum  ac
mendofum efle jam demonfiravimus.

ADNOT. zd CAP. XV. PART. II.

N hoc Capite,, quod.Bernoullianam regulam de inveniendo
fraltionis indeterminatae — walore compleélitur | nulla fit

o
b Auétore mentio cafus cuivfdam memorabilis., in quo regu-
Ja ipfa deficere videtur, quando fcilicer, repetitis in Infinitum

: C o : . o .
~differentiationibus , in candem femper expreflionem — inde-
| o

terminatam incurricur. Exemplum bakenrus in formula

1te uae. ubi I abit In o. /o, feu ! d
— -Ubt ==~ I abit In 0. /o, feu Jo== — gy zm = —
1:1(1_].:»*)’q i oo o’

.o 0 C - :
tranfit 1 — vel . Captis epim differentialibus nume-
ratoris ac denominatoris pracdifae formulae -i+ ” prodit

) ) (14 x)
d(1]l« -
T~ UG 1= — .00, nufufgue
— (@ F#) /14 %)) converfo in ;—*:(-I-ix)ﬁ habebitur
_ : ' [l (1ts)]? |

e

§
[
f




ADNOT AT iONES 813

=(+9] _ Gk oot g g

D) A B
deinceps in Infinitum , prodeunte nimirum femper valore 1n-
dererminato .
Hunc itaque fcopulum declinabimus, expreflionem oo
{pecie tenus indeterminatam, re tamen ipfa determinataim ,
hoc eft nihilo aequalem effe oftendendo; quod ita perficimus :
oo olos=x==xle==/¢¥ ( fumto pimirum ¢ pro loga-
vithmorum hyperbolicorum -bafi ) . Igitur Jo°==/¢”; fatto-

. que regreflu a logarithmis ad numeros erit o°=e”. Eft au-

®

2 53 W
tem ut conflat e¥ =1+ax+ +— 4 &c. Ergo
2 2.3 2.4
w2 N ad
c0==1+=x+ + + + &c. Iam verc 0°== I;
2 2.3 2.3,
_ a ﬂ)”
nam 0°== (¢ =——a)* " == - == 1,
({I‘—:—ﬁ)"
x® x3 x4 . L.
Tragne 1= I x4+ —4+ — =+ &c¢., cul acquationt
2 2.3 2.3.4 '

fatisferi nullo modo poteft, nift {uerit x==o0. Ex quo con-
fequitar , quantitatem o/o nihilo aequalem. effe. Sicque pa-
riter licebit oftendere produfum ex infinitefima qualibet quan-
ftate dufa in logarithmum alterius cuivslibet infinitefmae
non ajiud efle nifi inhnitefimum (7). '

Si cul haec demonfiratio de quantitate o°w=1 mncn arri-
det hic fequentem fubrogare poterit ratiociatiopem: it @
magnitudo infinitefima, pariterque A infinitefima; aio fore
@*==1+ =, exiffente = quantitate infinite parva ordinis cu-
iufdam indererminabilis. Nam. nequit effe @? =1, fecus fo-
ret @ =1 quod eft abfurdum : rurfus nequit effe w» =1~
( fumta o pro quantirate finita affirmativa); fecus effet

;

o= (1+)* = inficito altiflimi ordinis, quod pariter abfur-
dum

(#) De mirifica indole guantitarum 1o yleo y, ©e. V. CL G, FONTA NAY Dil-
quifitiones Philico-Mathematicas , Difg. XIII, de iafinito logarithmicg.
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dum immane eft: demum nequit effe @ =1 -~z (exiftente
1

. ] ——— Na L f .
a<1); fecus effet w==(1-—z)*, nimirum acqualis legitimae

fraltioni, puta j+ ad infinitam poteftatem eveftae, hoc eft -

Ca

pALE LSy A

I

I

AR R WU AR RAL SR

. 7 i g
auae evidenter guantitas eft infinite parva ordinis alufiimi;
& dividendo per ® haberetur unitas aequalis magnitudini 1n-
finice parvae altiffimi ordinis per infinirefimam primi ordi-
nis divifie, hoc eit aequalis quotienti femper infinitefimo,
quod hypotheli repvgnat. Igitur eft @ =1 + =, & -z ni-
hil aliud efle potelt quam infinite parva magnitado . Quocir-
ca @r, & confequenter o’ non differt ab vnitate nifi magni-
rudine infinite parva, fen evanelcente, quae proinde tuto ne-
giigitur ,

Si ex aequationibus o°==1°==g" quifpiam colligeret fa-
&o regreflu a numeris ad logarithmos fore o/o = oli==cla,
& divifione per o fafta efle etiam Jo=/1=/a4, nimirmn
infinitum negarivum aequari finito, atque adeo nihilo, s
femetipfum captiofa fubulitate illaguearet. |

At quis concederet quantitatem quamlibet datam dividi pol-
fe per ablolurum unihilum, tuncque praefertim , cum dividen-
dum ipfam nihilum eft abfolutom, pracbetque quantitaten

<

p)
O

nullum non referat valorem? Figmenta haec funt intellettus
noftri, quae nifi circumfpeto maturoque ‘indicie ufurpentur ,
atque ntra legitimos  verl reftique cancellos coerceantur,
inextricabiles hallucinariones progignunt . '

IN-

—-, magnitudinem fcilicet ita indeterminatam & vagam, uf

g
i
| i
i
4
b
i
f




