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CAPUT XII

DE USU DIFFERENTIALIUM IN INVESTIGANDIS
RADICIBUS REALIBUS ALYUATIONUM.,

294..

I\ atura maximorum ac minimorum viam: nobis. patefacit:
dd indolem radicum aequationum, utrum fint reales an jma..

ginariac, cognofcendam . Sit enim. propofita. aeguatio cuiuf~

unque ordinis. |
w7 — Ax""1 t Bt — Can—1 § Doyt—¢ - &e— o

.cnius radices pomamus effe p, g, #, 5, 2, & ita ue p fit
.mipima, g € quac ratione magnitudinis fequitur , ficque &
‘reliqnae radices fecundum ordinem quantitatis fint difpofitae:
fcilicet fit. g>p; #2>g; st>r; £ s & Affumamus aurem
-omnes radices aequationis effé reales, eritque exponens maxi-
mus 7z fimnl numerns radicum Ps g5 7, & Confideremus
guoque has radices ommnes tanquam inter fe inaequales; hinc
tamen. aequales. radices noa excluduntur, propterea quod ra-
dices inaequales, fi earom differentia abear in infinite par-
vam, fiant aequales..

295. Quoniam propofita expreflio w’— Axr—1 J &,
tum folum fir nihilo " aequalis, cum loco » aliquis valor ex
P> 4, r, &c fubftitnitur, reliquis vero cafibus omnibus non
evanefcit , ponamus generatim :

: %7 — A gt —i-p Bt 2 Cyt=34 &c ==z
ita ot = fpeltari poflit tanquam funétio ipfius. # . Fingamus
,bunc pro x fucceflive fubftitui valores determinatos , incipien-
€0 2 minimo & == oo, atque continuo maiores in locum
iphus % collocari ; perfpicaumque e = na@urum hinc effe
valores vel nihilo maiores vel nihilo minores, neque prins
efle evaniturum , quam ponatur x == p; quo calu fiet z==o.
Xxx 2 Auge-

|
i
|
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Augeantur valores ipfius » ultra p, arque valores ipfing &
vel affirmartivi vel negativi fient, donec perveniatur ad valg. .
rem &= ¢; quo cafu Iterum erit z ==o. Neceflz ergo eft, ‘
ut cum valores ipfius = ab o iterum ad o acceflerint, inge.
rea = habuerit valorem vel maximum vel minimum ; maxi. -
mum {cilicet fi valores ipfius =z, dum « intra Limites p &g
verfabatur, fuerine affirmativi, minimum, fi fuerint negati-
vi. Simili modo dum » ultra ¢ ad » uique augetur , fun&io %
maximum vel minimum attinger : maximum nimirom £ an.
te fuerit minimuom, & contra. Supra enim vidimus maxima;
& minima fe mutuo alternatim excipere .
296, Quare cum inter binas quafvi: radices ipfius & exi-.
flat cafis, quo fun&io = fit maximuom vel minimam ; erit
numerus maximorum & minimorum, quae in funQione z
implicantur , unitate minor, quam numerps radicum realium;
atque ita quidem alternatim fe excipient, ut maximi ipfius z.
valores fint affirmativi, minimi regativi. Quod fi viciflim
funétio z habear maximom vel faltem valorem afrmativum.
cafu ¥ = £, atque minimum feu faltem negativum cafu ¥ =g,
quoniam dum valores ipfius & ab £ ad g tranfeunt, funétio z.
ab affirmativo abit in negativum, necefle eft ut interea per o
tranfieric, & hancobrem dabitur radix ipfius & intra limites
f & g contenta, Nifi autem haec conditio adfic, ut valores
maximi minimique ipfius z fant alternatim affirmativi &
negativi, illa conclufio pon fequitur. Si enim dentur fun-
tionis » minima, quae quoque fint affirmativa, fieri potelt
ut valor ipfius z a maximo ad fequens minimum tranfeat,
cum tamen interea mon evanefcat . Ceterum ex difis intel-
ligitury etiamfi aequationis propofitae non omnes radices fue-
rint reales, tamen {emper inter binas quafque dari maximuim
vel minimum ; etiamfi propofitio converfa geperatim non. Va~
leat, ut inter bina quaevis maxima feu minima radix 1’63;115
contineatur : valet autem adie&a conditione , fi-alter valor 1p-
fins = fuerit affirmativos, alter negativus, K
297
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297 Quoniam ergo fupra vidimus, valores | pl
“ainbus funétio :

‘I:‘E&x” — Ax" =3 £ Bu?=2  Cyr =3 LDy —a Bec.
tialis:hoius <
Iz

b T — (- I)Ax" =2 + (- 2)Ba _3--(::2 - 3)(},;;-”‘ —4

. + &e.=o ‘
ménifeﬁu‘m eft, fi _AeqUALIONIS 2 == 0 omnes ra

dices, quarum
sumerns ‘eft = »# fuerinr reales

ftum quoque omnes radices

. . od= " .
equationis o —= o fore reales. Cem enim fun&tio z tot haw
X

' beat maxima vel minima, qQuot numerus z-— 1 continet

" . ¥ .
unitates, necefle eft yr aequamo{—j—::o totidem habeat ra.
. P

dices reales ; ideoque omnes eiug radices erunt reales. Ex quo

fimul perfpicitur | fun@ionem « plura maxima minimave ha-
bere mon pofle, quam % — g, Habemus ergo hanc regulam
Jatifime  patentem | f; aequationis zz=o -omnes radices fie.

. . z .
nnt reales, tum quoque aequatio g_ == o .omnes radices ha-

&

bebir reales. Unde viciflim fequitar , £ aequationis g-z—:o non
o

omnes radices fuerint reales, tum quogue non ommes aegua-
HOnis %z ==o radices reales fore.
_ 298. Quia inter hinag qu
#eales 'datur unus cafs y
nimum ; fequitor

(.

alvis Aequationis z == o radices
quo funtio = fir maximum vel mi-
acquato zo= o duas hahear _radices rea-

P . da . . L
les, mm aequauonem;h == 0 neceffario unam radicem habi.

Biah éffe réalem. Paricer § CqUatio % ==o tres habear ra-
dices reales duas hLabebit radices

Icéd-

: < dx
tum aequatio - == o certo
&

3o,

“gr-maximum vel minimum, effe radices aequationis differen-
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reales. Atque generatim fi aequatio zz=o lobeat radicés

7T — mimniy Ht
reales , neceffe eft ut aequationis 7 = o ad min 1 fife

. . dz . '
m =~ 1 radices reales. Quare fi aequatio =0 panciores: s
" :

beat radices reales quam m — 1, tum vicifim aequatio z==p’
certo pauciores quam m habebit radices reales. Cavendum a..
tem eft, ne propofitio converfa pro vera habeatur ; etiamfi

. « e c e dz . N
enim aequatio differentialis —=o aliquot vel adeo omnes ras
L& '

dices fuas habeat reales, tamen non fequitur, aequationem
z==o pllam habituram efle radicem realem . Fieri enim po-

teft, ur aequationis S ==0 omnes radices fint reales, cum
L X

tamen aequationis z ==o omnes radices fint imaginariae .
299. Interim tamen, fi conditio fipra memorata adilz
Clatur, propofitio converfa ita proponi peterit, ur ex radis

! . 3 13 z * ' LY
cibus realibus aequanoms-j— == o0, numerus radicum realinm
M _
aequationis x==o certo cognofci poffit. Ponamus enim «,6,7%
. . . d=z . Te
&c. efle radices reales aequationis T, =0, nter quas @ fig
. X .

maxima, reliquae vero ordine magnitudinis f¢ invicem fe-
quantur. His igitur valoribus loco » fubftitutis funétio z obs
tinebit vel maximos vel minimes valores alternatim. C}}m,f
autem funtio = fiat ==eo, fi pomatur » = oo, patet €IS
valores continuo decrefcere “debere, dum valores ipfius # ab-
oo ufque ad « diminuuntur; ex quo, cafy xe==¢2, et z
minimum . Quodfi ergo hoc cafy x ==« fun&io = valor?m
tnduat negativum, necefle eft ut ante alicubi fuerit == 0, 1‘?3
que aequationis zz==o radix dabitur realis # > « ; fin al.l,_
tem pofite s ==« funftio =z adhuc retineat valorem affirma:

tIvuIn 5
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fyum, ante nufquam potuit efle minor, al%as 'em'm quogue da-
Lfpr minimum  antequam x ad « ufque dmunuererur, quod
efler contra hypothefin ; hinc aequatio = = o nollam habere
soterit radicem rf_:a.lem maiorem quam « . S-l ergo ponamus
nofito & ==« fieri z =9, hoc modo tudicari poterit: fi fue-
rit 9 quantitas affirmativa , UM aequatio % == o 11ul.lam ha-
‘hebit radicem realeni « matorem ; fin auvtem % fuerit quag- -
itas ncgativa , tum 4equatio z==o unam perpetuo  habebit
dicem realem « maiorem , neque plures,

300, Ad hoc iudicium ulteriys perfequendum

fi ponarur fiat
N = g z = Y
X = '§ z o= 9%
x = z =
x = § T =
X == ¢ z = £
&c. &c.

Quia ergo N fuit minimum , erit B maximum , & quidem
1 9 fuerit affirmativum , erit quoque B affirmativum, neque
rgo inter limies « & ¢ dabitr radix realis aequationis ze=o.
Quare fi haec aequatio nullam habeat radicems realem « ma-
orem, neque ullam habebit; quae effer maior quam €. Sin

em 9f fuerit quantitas negativa, quo cafu una datur aequa.
nis radix a > e ; difpiciatur utrum valor ipfius 9 fit af.
mativgs an negativus , priori cafu dabirur radix & > € >
ofteriorl vero nulla dabitur radix intra limites « & 6 con-
tenta. Simili modo cum 9B fuerit maximum, erit § mini-
mum ; quare fi 9B habuerit valorem negativum , multo masis
{ erit negativam | nullaque hoc cafi dabitur radix intra li-
wies 6 & » contenta. Ad fi § fuerit afirmativum , radix-
dabitur realis inter limites § & 7, i § fiar negativum : f{in
frem € quogque fit affirmativem’ wm nulla dabirar radix
iter limites 6 8 3 contenta fimilique modo iudicium ulte-
Ius erit infituendum '

3oL
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jo1. Quo haec iudicia facilius intelligantur, ea j
guenti tabella complexus fum:

Aegquatio z==0 unam habe-

bir radicem realem, quae St fueric

continetur intra limites
no= d & o o= b 5}[2*--&33: |
o= b & w=3 W=+ & ¢ =
¥ = 9 & ¥ = § = — & D=
¥ = { & x ==z D=+ & E =

&e. l &e.

Harnmque propofitionum converfae & in negantes tranfmps

tatae pariter in omal rigore locum obtinent. Scilicet ‘
Aeguario z=—o nullam ;
habebit radicem realem , quae St non fuerit o
contineatur inter limites: i
N = oo & X == Y = — r
x=a & x=26 = &P = .
w= 6 & x=53 B=+ & € =
x = 9 & w =0 | g = — & D= E
¥y =4 & x=c¢ D=+ & € = i
&e, e, .
dz .yt .

e

Ope harum ergo regularum ex radicibus aequations T

®

. . e ook
fi eae fuerint cognitae , non folam mumerus radicum realium
equationis z==o colligitur, fed etiam limites innotefcunt

intra quos fingulae iftae radices contineantur . .
. . ¢ i

, EXEMPLUM.. . T

Sit propofita iffa aequatior X%— I4XX - 24%— 12720 g4 o
an habear vadices reales €9 guor guaeyirurs Ia

- 10
te:
it
m

. | . — e~ {En
Aequatio differentialis erit gw?—28%+24=0> ol
x3=— 754 6 =0, cuius radices funt 1, 2, & — 3> ‘1

fecundum ordinem magnitudinis difpofitae dabunt

o=
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529
unde erit
a4 = 2 I N=— 4
£ = 1 B = -
9 = ~— 3 l € = — Iz9

9 negativunr ergo aequatio propofita habebit  radicem
realem > 2,at ob B negativum, neque inter limites 2 & 1,
eque inter limites 1 & — 3 radicem habebit realem. Cum
em pofito # =-— 3 flar == €=—120, ac fi ftatua-
ur ¥ =—00, fat z== | co necefle ef y ur radix detur
;é;ili‘s' inter limites — 3 _&—-a@- contenta. Habebit ergo ae-
quatio propofita duas. radices reales, alteram x > 2, alteram
< ~~3; €xX quo duze radices erunt imaginariae. Simili
podo ergo ex ultimo aequationis propofitac maximo vel mj.
gimo Indicari debgt, quo- ex primo folo. Scilicet § aequa-
tio propofita fuerit ordinis paris.,, ultimum five maxinum

five minimum (" erit autem hoc cafi minimum ), fi foerir
negativum radicem realem

» fin affirmativam radicem Imagi-
nariam indicat. At pro aequationibus  imparium graduum ,
quia pofito ¥ = — oo fit Z==—o0, fi ultimum maximum

toerit affirmativam , radix realis, fin negativum, lmaginaria
indicatur ..

302. Regula ergo pro cognofcendis radicibus realibus &
imaginariis hoc modo commode exprimi poterit . Propofita
acquatione quacunque === o, confideretur ejus differentialis
Az '

S T=I=o, cuius radices reales fecundum ordinem quantitatis
A,,

difpofitee fint a, 6, ¢ d, &c. tum pofito

R4y 6, 9, 8, &, z, &
ﬁat s == 9[ ] % b @J @ 3 @ 3 b &e.
Iam fi figna fint : — + - 4 - L &

.lr'.' l -
10t aequatio- z == o habebit radices yeales, quot habentur lir-
ferac a, 8, 5y &eo & infuper nnam. Sin

antem una ex his
litteris” majnfeulis non habear fignum Infrafcriptum , tum bi-

e radices imaginariae indicabuntur. Ita fi 9 haberet fignum
- Yyy +,

R
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-, tum nulia daretur radix intra limites oo 8 6 contenea .-
Si gy habear fignum -— , nulia dabiur radix Jpter limite
x & »; & fi € habeat fignum <, nulla et radix inter
limites 6 & &, & ita porro. Generatim autem practer radi. .
ces imaginarias hoc modo indicatas , aequatio z==o- infupet

o . d
byl .. Lo =
-
.

tot habebit imaginarias, quot aequatio ;—; =o.

503. Si eveniat, ut valorum 9%, B, €, D, && alit
uis evanefcat , tum eo loco aequatio === o duas habebit
radices aequales . Scilicet §i fuerit 9 =0, tum habebit duds
radices .ipft a aequales; fin it 9§ ==o0, duae erunt radicés

' .
S £

e== 6. Hoc enim caln aequatle === O unam habebit " radicef ;
. ) . dz R 13 © N

communem cum asguatione differentiali P == o; {upra autein !
& . . £

demonftravimus , hoc efle indiciwn duarum radicam aequa- ‘

. . . dz e s
liym . Sin autem aequatio P —= o duas plurefve fadices -

o x . - . o 1L
beat aequales , tum fi earum namerus fuerit par, neque M
yimum heque minimum indicabitur : unde pro praefentl inflir
rato radices aequales numero pares negligi poterunt . Sin au-

. 7
"

tem numerus radicum aequalinm 2equationis FPlanks fuerit
: L)

- . . . L i)
impar, fum omnes pragter unam in formatione indicit reil-
ciendae funt; nifi forte hoc cafu ipfa quoque funétio” = eva-
nefcat . Si enim hoc eveniat aequatio z == O QuOque habebif

gz __ .0

= 0.

radices acquales f{ quidem una plures, quam aequatio P
Sic fi {uerit d—-::(yc-—Z) "R, ita ut haec aequatio habeat
# radices aequales ipfi 4, fi polito =15 ‘.qﬂgque.-evmaﬁ:ﬁt %y
tum aequatio = == o habebit 7z 1 radices aequales ipl &
304 Appliceraus haec praecepta ad aeqUATIOBES i}i«_{aﬁ;}?l&'
clpres , ac primo quidem 3 anadratica incipiamas . -,sut-);%imf
_ propo-
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o

ropofita haec aequatio: z==x*-—Ax-+Bszo: erit eins
' % (" —— H a1 i,
ifferentialis T AT A, qufata=o, erfit s==1 A fou

it <Al Subftituatur hic valor loco x, fictque = = -1 AA
i Bo=9(; unde colligimus, fi ifte valor iplins 9 fuerit ne-
iyus, hoc eft i it AAs 4B, acquationem ®u—— Ay
f’;. B — o habituram efle duas radices reales, alteram maiorem
quam T A alteram minorem . Sin autem valor ipfins 9 fueric
affirmativas fen A-{i <}_4B, tum ambae aequationis propo-
fitae radices erunt 1maginariae. At fi fuerit Y =—=o feu AA
== 4B, tum aequatio propofita habebit duas radices aequales,
-utramque {cilicet =27 A. Quae cum ex natara aequationum
| quadraticarum fint notiflima, veritas horum principiorum non
mediocriter illuftratur, fimulque eorum wutilitas in hoc ne-
gotio perfpicitur . . o
305. Progrediamur ergo ad acquationes cubicas™ fimili
" modo inquirendas. Sit ergo propofita aequatio
x3—Ax*+ By — C==z==o0: cuius differentialis cum &t

dz.
gax—2Ax+ B==="" {i haec ponatur == o, fier
, ' dx

2Axy —B | . . .
—————, culus aequationis yel ambae radices funt ima-

gmariae , vel aequales, vel reales inaequales. Cum igirur
- | Atv(Az—3B) : .
hine fit s == , ambae radices erunt imagi-

. 3
nariae ; fi fuerit AA < 3B: hoc ergo cafi acguatio cubica
propofita nnicam habebit radicem realem, cuius alii limites
non patent practer -+ oo & — oo. Sint iam ambae radices

) , , A : .
mter fe acquales, fen AA == 3B, ert x == -— ., Nifi ergo
>

3 - - J .
fimal fiar x==0, hae duae radices pro nullis reputari debe-
bunt, habebitque aequatio ut ante unicam radicem realem ;
- Yyy 2 {in
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) A - : |
{in autem calu x = -— fimul hat z==.0, quod evenit, fi fie.

rit —5 A3+ AB—C==o, fen Cz=={AB ~35A3; hoc cﬁ
fi fuerit B=={A*® & C= A3, aequatio habebit tres radi."
ces aequales, fingnlas filicet == ;A . Evolvamus 'nunc “feri
tinm cafum, quo ambae radices aequationis differentialis fung:-
reales & inter fe inacquales, quod evenit fi AA D> 3B, Sit
ergo AA== 3B+ ff, feu B=1AA —{ff, erunt ambae il. =
fae radices x::é—ﬂ Fiet ergo a==lA+1f & g 1A "

— 1 f. Quaerantur ergo valores ipfius = his refpondentes 9+
& B; & cum ambae radices contineantur in hac aequatio- &
ne xx ==+Ax-— B, fiet 2=m=—JAxx+:Bx—C= .-
—i:AAx+ ;AB -+ :By— C. Hinc itaque oritur: ,
—_——z IAR 2 PR -CemmiAs=IAF-2 f1.
Y=-5A% {3 AB =5 A2fSBf-C=p A2 s A -513-C
. Iy 2 = — 3 S - il —
%ﬂ—ﬁzﬁa.{_gABi,,.;.’,A.f".PBf— .—..---_;-E,A_‘1 'E:A_ﬁr'fl‘l'lfg_ C
ob B=1AA~—1f. Si igitur fuerit §f quantitas unegativa,
quod evenir, fi fuerit Cp> ZA3— L A fF —2 3, aequatio
z = o unam habebir radicem realem & &, hoc eft' majorem .
quam + A +- 1 f. Ponamus ergo effe C™ & As~IAff-5f?
2 — ! X 2 f; . 143 -
fenefle C=5A3 -5 Aff-5f7 1 gg; atque w vidimus, a¢
quatio propofita cubica habebit radicem realem > +A -1 f-
Quales antem futurae fint reliquae radices, ex valore 9 1u-
relligetur: erit autem b ==3% /% — gg; qui fi fuerit affirma-.
tivus, aequatio infuper duas habebit radices reales, priorem
intra” limites « & §, hog eft intra tA4+1f & fA—13f
contentam , alteram vero minorem quam + A — ¢ f Sin ao-
tem fuerit gg &> &4 /3, fen P negarivum, tum aequatio ha-
bebit duas radices imaginarias . At fi fuerit 9B = © fen
L fi==go tum duae radices evadent aequales, utraque ==
=37 A — ¢ /. Denique i fit valor ipfins 9 affirmativus feu
C <HZA—LAF— EF mm aequatio duas habebit ra-
. . . . . K . ] 1 -At.’
dices imaginarias, tertiaque erit realls & <« 7 A — i f AL
que {i fit valor ipfins Y ==.o, duae erynt radices acquales
= a, manente tertia < ;A — 7. ' 306.
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~ ..Qu0. igizur. aequationis cubicae x3~A x*} By~Cz=o
e " ires radices fnt reales 1equ1mmu: tres conditiones .
o at fit'B <3 LAA: {fit ergo B==1AA -~ f. Scoun-
t,ﬁtCP 3-——Aﬁ"'—- =13, Tertio ui fit C <
.-—Aff'f' ”fi Quae duae POﬁQI’IOfBb c0nd1t10nes eo m
ie, e C contmeatur intra hos limites 5 A3~ Aff-&F
_57_ s - LA L5 f? feuintra hos 111131te9—(A+f) (A-—ﬂj)
g “(A- f) (A+2f) Quod fi ergo harum conditionus:
hica, defit aequatio duas  habebit rachces imaginarias. Sic fi
fuci’lt A-——-ga ]_3-—'2) erit - sﬁ AA B'—"l &ff—_w
nde lﬁa, aequano WP gxx t 25 — Co= o omnes radices
‘ nifi C contineatur intra limites

Quare ,ﬁ fueﬁt vel C <}-—~3— {cn

T 4
> — 0, 28490, vel C > -|- V3

umnéhm CC > £, aequatic unicam habebit radicem realem.

ir1goy. Quoniam in omni aequatione fecundus terminus
tolli: poteft, ponamus effe A ==0, ira ut habeamus hanc aequa-
tionem cubicam x 3 4- B & ~— C—=o. Ut igitur hulus aequa-
fionis omnes tres radices fint reales, necefle eft ut primo fit
B <0, fen B deber effe quantitas neﬂatwa Sit ergo B=-fkk,
m_r f/= 3kt atgue infuper_ 1equ1r1tur, ut quantitas G con-
tineatur intra hos limires — =£3 & - 2 £3; hoc eft mfer hos
<ikkvghh & 42 hev 3hk. Erit ereo CC < & k*, feu
<:-vB= Utica ergo conditione natura aequarzonum cubx-
arum, qua¢ omnes tres I“ldlCEb habeant reales compu,hendl po-
etit, dum dicemus effe oportere 4. B3 27 CC quantitatem nega-
vam Sic enim iam poftulatur, ut ﬁt B quantitas negativa,
qma aloqum 4 B3+ 27 CC negativum fierl non poflet. Quo-
F!rca .generatim affirmamus aeqmtlonem &3+ Bx + C=o0com-
nes ;tres radices habituram effe reales , & fuerit 4 Bi427CC
quantitas negativa. Sin.awtem haec quantitas fuerit aff 1mat1-
V3, tum unicam fore realem , 1ehquas binas imagiwarias; at &
S ﬂﬂ.f

feu Co o, 3849 aut
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fiat 4B3 427 CC=o0, tum omnes quidemt radices .'fufﬁl.‘,‘;
effc reales, at binas inter {e aequales. ' ¢
- 308, Progrediamux ad aequationes biguadratas "
bus epam fecundum terminuni deefle ponamis. -SitVler
x4dBax?— Cx -+ D ==o. Statuamus, ¥z 5 eritque
r 4 By? — Cu3 4 Dyt 0, cmus aequatio differentialis eft
2Bu— 3 Cu* 4 4Dur?==0, quac unam habet radicem » =&, :
6Cun— 4B 5 3C-_PV(9CC—32BD')’L

EEE R B

UM vero erit mi = - %
8D 8D

—

Ut igitur omues gquatuor radices fint reales, primio’ requirl-

cur, ut fit 9CC > 328D, Ponamus ergo effe gCC=32BD -
. SGiBf . T
+off, ait v= g Hic C femper pro quantitafé. !

affigmativa fumere poterimus, nif enim talis fuerit, ponent
y o= —— o ralis evadet. Mox autemn demonftrabimus: emnes
radices reales effe non pofle, nifi fit B quantitas negativa e [z -
Sit ergo Bom—gg, eritque oCC == off — 32260, & ne=: l
KCi 3‘7[' : ) : :ﬁgc_s e PeAES
TR Atque duo cafis erunt perpendendi, Prout .
quantitas affirmativa vel negativa . o
I Sit D quantitas affirmativa, erirque > G _
ipfius # radices fecundum quantitatis ordinem difpofitae erunt

Sopmm === 27, ¥E= 0, 35 =T .

Cu? But

. I . . I g
o autem #4— —— o T T =9, his valoribus 1000}5 ,
D b D : e

fubftitutis dabit fequentes tres valores :
(@) C=3N L L . w=
409 o

T 6 D4 D) ’
_ap(Cc—f (CH3f) o L
¢ = 4096 D4 T 5
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porum anus ac tertius debet effe nes

535

atlvus uterque quldem
1

. aﬁllmanvum & C <! it minor qmm T ¢ oportet 1taque

27 (CH£)3 (sf—C) 27(F~C/3(Cy3/) o
. - < =l fey
‘ D , 40964 D 4096 D+

4,9961) <27(/10)*(3 f-C) % 496D <a( £~ ~C)2(Cyzf).
Anprios quantltas femper lonfre major _eft polteriori ; unde

"ﬁ;{ﬁcn, fi flerit 133 < 4096 (f-«C) (C+3f), exiftente
'_ F:j___ 9 CCZ_I;W? f:> C, atque D:> 0. Si igitur foeriy
3n )

'Ditiantitas’ ﬁﬁumnvq* C aﬂirmatwa » B negativa , ur fir
TN

}P C 5 atque D <'{-q—5;€- (f——-C) (C+3f), hoe eft

.,-,‘

( f C) \ (3 f —}—C;), tum acquano omnes radices habebit

B .%-I-g( 7 TJLC)\( 3__—-..1_:_2)( tum -d;zae,radioes erunt reales &

e imaginarise. Ay f aaeo ﬁlcl'ltD B (va © V(?f" s

Inm pmpes

quatuor radices ernnt 1magmariae.
I1. St D,

qQuantitas negativa puta == ~F, manente .C aﬁilmadva
CC~ = oCC .
¢ B- I:a;ecafwa @b B.__.g gfr 9}?" 9 y, E1IEC b
v 32 D ' 3? E

== 22 tres valores 1pﬁu¢
8D ' E‘:F
 # fecundum ordinem magnitndinis difpofii erunt 1° uE=o;
; AJ H :-_—:‘—--3 —ar s ?,'——f---! 80 )4{___‘.—_?-§v-—‘_ﬁ-= y- _q.!ll dabhﬂif {é“
i ' 8F ¢ 7 - BF

quen-




guentes valores Of == — —

‘Cum igitor 9 fit gquantitas ‘negativa, aequatio iam certd

feu ut F contineatur intra limites ——}—6- C+HV(C— 3 1)
. 1
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I

27 (C—f)? (C+3f)

;

B = 4096 F#4 O F
oo 7(CH €)1
4096 F4 F

unam, ac propterca quogue duas habebit radices reales.. Ut
autem omnes radices fint reales, oportet ut B fit quan
titas affirmativa , ideogque 27 (C - £)2(C+3 ) 1096 s
mum vero necefle e, ut fit § quantitas negativa ~felr

27 (CH )3 (C—=3f) <4096 F3, .Quocirca at. omnes. |

radices hant reales’, requiritur. ut F# contineatur intra
Y

hos limites 4;;6 (C+ ) C-3/) & ;_zgé(c_f) . (C+3f)

& _gg (C—f)V{C+3f); & nii F contineatur intrac o8
I } |
limites, duae radices erunt imaginariae. B

III. Ponamus iam B efle quantitatem affirmativam , & 1

20

L cC— 30

pariter affirmativam , ok B =7 -—-sﬁ- ,erit G f, & affirmati
. ” | 3
x> : T

3C+3f candi, q

fit p= —sp radices ordine magnitudinis difpoﬁtgg e

o 3(C+f) 3 (C—f) o o= ices ery
unt I, #I= gy 2 3”3‘"“-“"‘“"&3 , H=0%
8D 3D ? Dz
i b !
unde fequentes oriuntur valores : Duae ra

T 27(CHf)H€—3f) , T
= - 4096 D4 + D’ .
27(C-f_)*(c+3f)+_1_ L.
" 4096 D4 D’ D

B =
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gbi cum € fit quantitas affirmativa

certo duae radices erant
‘ﬁ;‘;ginafiacf Sin autem fuerir g BEgativum  quod evenit, fi

- duae radiceg erunt rea

66 D2 < 27 ._(C+f)’.(3f OF

*‘-*gngfu'erit. 4096 D": > 27‘(('1‘-f) * (31(",' C)

ior radices erunt lmaginariae.

IV, Manear B affirmativam » fit antem D negativum
-- 9 f - oGC . -2CF.f-

3 _ ~F, ob B= &Jj-;%;———, et £ C & ob = A

1 rads 1! . e '

o mes ipfius % radices " fecundy

les:
» UM omnpeg qua-

8F ?
] W ordinem magnitndinis difpofi.
: 3{/-~-C - 2(CL
"6 ae erunt Io,- = "'LCE-;{I}———-, 2.°, u'-:.:o; & 303 P %ﬁ)
1 ade {4 valores naftunppy . | - .
: w=mEUCr ey,
| 4096 F s - F
F31 o X
T = F
-3 s =2 (CHf) (5 9 _r
sl - B 4096 ¥4 F
e ubi ob ¥ &

€ nezativa aequario certp duas hah
at ob B negarivym > dmae radices erppr
309 Si igitar Ponanans htr§

affirmativas denotare fequentes orj
el

-. candr, qui ob fi= Vv (cc - 32

L Si aequarip i1 ¥ —Bx?+ Cr+ D=y .
dices ernnt reales, fi fherig ‘

D<: [v(cc +z BD)
uag radices erynt rea]

et radices reg-
les,

maginariae,
tas B, C, D quantitates

untur cafis diverss diind].

—Cl V[3v'(CC2

es ,
| D& [v(cC42RD)
La't' Dﬁ',%[v‘(CC-f-’;’

BD) + 7,

duaeque Imaginariae | "f; fuerit
3

-Clv [3V“(CC"+?,?BD) + C]

BD)+Cl v [3v(ce +2 cpy—cy

2.zz Omunes




- dices femper funt reales, rehquae binae quoque erung 1eaié‘§‘,'

fint iea]es, funt

338 CAPUT X
Omnes autem radices erunt 1mabmgrlae. A1 fuerie

D & [v(CCH+F BD)+C]V[3V(CC+"BD)-C]«

II. Si aeguatio fit x4__...sz+ Cx—D==o. Duae }g.

fi quanuras D commeatur mtra hos limites. ‘
Dei{v(CC— 3-‘,BD)-{- C] ‘\/‘ [C— v (CC -—-——~BD)]

D[ C-—-V‘(CC—-— BD)] \/‘ [CH4 3V (CC»——-E—’BD)]
nifi autem DD contineatwr intra hos hmltes, duae reliquae
radices erunt Imaginariae.

IIL. Si 1equatio fit x"r-}- Bx? 4+ Cx-+D ==o. Duaec ij;i
dices femper erunt lmacmarlae. Rehquae vero .duae erunt
reales, i fuerjr

D <« i[v (CC—EBD)+4 C] V[gV‘ (cc—— BD)—C
Reliquae vero duae gquoque elunt imaginariae ,. {i fuerit

D > 4 [v(CC—ZBD) +C] % [3V (CC—%BD)~— G}

IV, Si aequatio. fit x44+Bx> £ Cy— D =p. Huis
aequationis duae radices femper erunt reales, duge reliquae VE '
ro femper imaginariae, :

EXEMPLUM L

Si propomatur haec acguario x4~ 2xxX 4 3X +4==0 qmcmtm* B
natira ma’zcum, utrum [t veales an mmgmarme. 1
Quia hoc exemplum ad cafum pumum pertmet eﬂ B"'—+2:

=3 & D=4; unde CC+ 3> BD=0 328 33778

V337 . 7 -
v (CC+ 32 BD)== Y337 unde conditiones ut ‘911{1_115.?3-;,1'3.‘311}?55 ‘o
e ' . 2 Y15H

4 < ( +-~-)\/‘(w/337 3)“.;-(9+V337)\/(V337?%) o Sir

3

vV _
5 33 )»’(V337+3)’——(V337-9)V(V33§’1J_f3) 5=
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4 hi‘bifisa aPProxﬂjTatZDnlbus examinarl debet erso, utrum

o habear, aequatio habebit duas radices rcales, & duas
- jmaginarias.

| EXEMPLUM 1L _
Piopofita [ bacc acguario: %¥— 9¥xX + 12X — 4==0.

Quac cum pertineat ad cafum fecundum , duas habe-
it radices reales. Ad' reliquarnm naturam inveltigandam ,

ob Be=9,C==12 & D=4, erit M-(CC-—-—EBD')

: 9

.:V”(I44""32-4)=4-- Ideoque videndum eft:, utrum fir
3 : o

4 @ % 16V o hocelt 4 > ¢

R U ‘ 3
&_4 q‘—"—. &8 Vv 24 hoceft 4 <5V 3
"uorum niromque: cum  eveniat, aequatio propolita guatuer
abeth radices . reales . '
‘ ETAEMPLUI\’ I
" Propofira fir haec acquario © X4 XX — 2% - 6 == 0.

'Quae cum pertineat ad cafum tertiom, duae radices- certo e-
rant imaginarias. Tom vero et B =1; C=2 & D= 6,

1d;30que v (CC_ BD) = y’ ( 4 — 4) quae quantitas

conm fir nnacmarm & duae rehquae radices certo erunt
; }rnaﬂmr.rjae. '

EXEMPLUM IV
S:t pmpof;m nequatio haec: X4 =— 4%X3 -+ 8% — 16X+ 20 == 0.

Eliminetur primo fecundus terminus , fubftituendo
# =y 1 fier

Zzz 2 L e

i 4 4___ & 4 < g‘, quare cum prior tantum conditio: lo
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st ==yttt by 4 gt s
—4 x3 = 4pde—ryt—gay—— g
4+ 8§ wnr == + 8y2d-16y+ 8
—f0 N = — I8y — 16 S
-+~ 20 == -+ 20 v

Erge  yé¢tayy— 8 + 9 =o
quae cum pertineat ad cafum tertium , duas radices habebmf

1magmariae, Tuam vero ob Ba=2, =3 y D=9, erit.

v (CC— ;— BD) = v (64— 64)=o. Comparetur crc,o;*;jj..“ K g

“him

— 2 - - — - il
D=9 cm = .8\ B==~3. Cum ergo fit D=o> 3¢ ‘ ‘

etiam dnae rehquae radices ernnt imaginariae.

XEMPLUM V.

Sir propofita /Sm:c aequario.: X 4 —=4x sm—ryx | 34:{——24“‘@
cuins vadices confant effe 1,2, 4 & — 3. -

Quod {i autem regulas applicemus, fublato fecundo termmo

ponendo x =y + 1 fiet: y*— 139y 129 + 0 = o0~ qua‘c‘
cum cafu fecundo comparata dat B=13, C== 12 D =0}

Debet ergo effe D> 5.24. V 24;feno s - 9\/‘9 &D o,
cum igitur D non {it maius quam o, aequatio quatuor radi-
ces reales habere 1indicatur. Si emm fit D—o altera acs

16 BD

quatio abit in D < (“—C—) V" 4C ideoque 1 <! — V4 C ‘. | %
2 3G

feu 27 CC <t 4B13: eft vero 2 27 144 < 4.13% fen 36.27 413’

310. Opus forer maxime difficile, fi fmile indicium
ad aequationes altiorum graduum fransferre vellemus , pro-
pterea quod aequationum d1F&cntmhum radices plerumque €X-
hiber1 non poﬂuut* quoties autem has radices aflignare licet.,’
ex traditis principiis facile colligitur, quot aequatio Propo- N
fita habeat radices reales & nmbmams . Hinc ommnss aequa- m
tionis, quae tantum ex tribus terminis conflat, radices,. U& &

. trum
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trum fint reales an imaginariae, definiri poterunt. $ir enirn
”Propoﬁta haec aequatio generalis:
. #HN St Axt - Br—o =g

7
' IR (% .
«ggmatur eius differentialis de (mtm)um tims 4 pp s
‘:-. T x -

dua nihilo aequali pofita, erit primo wo~1 =
{uerit Impar numerus, nulla radix maximom minlmumve ex-
hibens oritur : fin autem fit # numerus par, una radix in
. gomputum ducenda erit ¥==o. Tum vero erit (m+n)x™
$A#A=0; quie aequatio, fi m fir numerus par, & A af-
firmativa quantitas, nullam  haber radicem realem . Hinc {e-
«quentes cafus erunt expendendi .
1. Sit m oumerns par & 7z numerys Impar , & radix a==o¢

non valebit. Si igitur fuerir A quantitas affirmativa, mulla

prorfus habebitur radix maximum minimumve exhibens ; un-
e ob m+n numerum

3 imparem aequatio propofita unicam
habebit radicem realem . Sin autem fuerit A quantitas nega-

. , . » 5 m |
twa; puta A=—E erity =4V tunde as== g Vv
D

m L m.]_fz
K= —\

o; unde fi »

» Ex quibus valoribus fit:
mln

¢

Qi::(x’”hE)x”-l-B::u mE ( ﬂE) ‘ + B argue

mn \m-tn
. 1 nE #E yuim . .
:"\q:‘) == T T ( ";— .B ° S

Sioigitur fuerit $ quan-
Mtz g = O

mE fuE

TMas negativa | foy ——— —-—»—) > B, aequatio umam

mtn \ardn
habebir radicen; realem S o,

.o . mE f nE e
Sioinfuper flerir B e (/-—-——-) , hoc eft
wkn \ prfm

ambag cornditiones  in  unam compleftendo

, f1i fuerit
\ . [
{m%-@ S ed o o e "

thny aequatlo tres habe-
hit
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it radices reales: &, nifi haec conditio locum habzat ) aequ,
r1oals uiica radix erit realls, Valent haz do equatione ™+
[ R S S & R, - v . .
Ex" +B=o, fi fafzzu 71 numerns impar: ubl fi E fueriy py,
mierus negarivus, 2equatio femper unican: radicem habebit realeni
IN, Sint ambo numeri »2 & » inmpares, ut fit m 4 p i

. r A
merus par, nullague radix » == o in computum veniat. Quia 4
) P!
LN, . - — w ?I"A__ i .
elt (m—-mu" +aA=c » BT ® =~V —  quae'unica ¢ |
mn - -
" - AL m A i A Bmim &
dix §i {is == g, fet Y= AN P o b
mta mtn “mtn

Qui valor -fi fueric negarivus, aequatio propofita duas habé!
bit radices reales, contra nulam’. Aequatio ergo propofita
g Axvd B =0 dues babebir radices reales, fi fuerjt
mat APTM s (Gn o a) " E By o fin fueric m e A B HE
< (m4a)"T" B», mlla prorfus radix erit realis. K 1

IT1. Sint ambo numeri m. & » pares, erit m + n pariter
aumerus par r unague radix & ==o maximum minimumve
praebebit : quae erit unica, i A fuerit quantitas affirmativa
unde fafto a==o, erit Y= B. Quare fi fuerit B quogue quantitas
affirmativa, acquatio pullam hakebir radicem realem; fin autem,
B fit quantitas negativa, duae habebuntur radices reales, nequé'

Jures, fi quidem A fuerit quantiras affirmativa. At ponamus
p 5

efle A quantitatem negativam feu A == — E , eng Q

1 B . : w . B
=+ ; habebimulque tria maxima vel minima : nems -E-z
: T o : B :

+ " ??E ¢ m 'b . f‘[js
LI Y =0; sm =V . nibus 1phus. :
P i ) PETVoE s e R 5
=&’ —Es"+ B=o0 refpondent valores | ba
m E 7nE niw a w2
ﬁ{:”’- - ) B: Lol
m—4nSmtnl TR ¢
—T- : lic
DB =2B; | . e
] mE nE ’“'”+B , .
D g SR T S—— — ——— - . v
wmt i m-i-rz.)
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soitur B it quantitas negativa, ob 9% & § negativas, ac-
o duas tantum habebit radices reales, propterea quod quo-
o g5 B fit negativumi. At fi B fuerit quastitas affirma-
a, aequatio quaruor h&bebli? iaﬁhces {eaies, i fix .
Jn)n + B <Lm" #* E7+ . Nuollam autem habebit
m r(;‘alﬁn'i, fi {uﬁrl‘t (ﬂf ...{,.OH)J;J-}-MB:H <m # ?zuE‘m-—I-r;.
1V, Sit » pumerus impar & # numerus par: atque ra-
. —o dabit maximum vel minimum . Praeterea vero

m anlA

YV ~—— . Si ergo A {it numerus afhirma-
m g
P & ¢ -{" nA . (== B
sons . fiet a=—o0 & fz= —V——; hincque Y=
e mtn’ E ’
m A 1A AT )
= ""’*‘) + B, Quage {i it B quantitas
mn Smn
péeativa, puta B=—7F, atque inﬁzger fuerit m ™ i AT S
()" T E”, aequario tres ha ebit radices reales; contra

fica -tantum erif- realis, Sin autem fir A quentitas negativa

¢ ok ‘ it E " E
puta A=—E, fet s = -}-‘g/-f——- & o= Vo & 6=o,
iR m+n
e m F E LR
quibus refpondent Y == - ;;—?-}777 (..f._..._) + B & % — B.

m 7
Quare aequatio tres habebit radices reales; fi fuerit B quan-
“titas affirmativa, & v g E#t # > (mb )™ B, quae
“proprietas - nifi locum ‘iveniat, aequatio unicam habebit ra.
Mdicerm -realem. |

. 311, Sint ommes coeficientes == ¥, atque denotantibus
4 & v numeros integros, aequationes fequentes ita difudica-
- Bunrur _ : )

w2 F2ar=1 L g ov~1 4 1 = o unicam  habebit radicem realem:
8T =1 — 261 L [ zx o, tres habebit radices reales, fi
{HCrlt (2{L+ - 1) 2pFar—1 (2#") zy‘(zp,__. I) w1, quod
cwm punquam fieri poffir, aequatio femper unicam vodicem
tealems habebit ' --
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gt w=r — r=mo duas habet radices reales,

sib eyt e p ==y pullam haber radicem realem:
2Pyt gy bipxmo nollam habet radicem realem, -
N2 Farp g2 — I ==0  duas habet radices reales,. 4
B e tr Ly 4 1 =m0 unicam habet radicem realem LS
MU b2 obr e ¥3 b 1o unicam haber radicem realem, - ¥

o

Cereruny quia in cafu tertio ambo exponentes funt pares : ig"
ponendo #x ==y ad f01:m:1m' fimpliciorsm reduci poteft, ideo- .
que -hic cafus praeternitti poffer., (Quo faéto affirmari poterit,
nullam aequationem  tribus terminis canftantem plures eribug
habere pofle radices reales. . ‘
EXEMPLU M,
Duacrantur cafus, guibus aeguatio bhaze x5+ Ax* 4B ==o0
tres bhabeas radices veales. S
Quia haec aequatio pertinet ad cafum quartum, patet quag-
utatess A & B, efle debere fignis contrariis affeftas. Quare
nifi huinfimodi habeat formam, unicam habebit radicem rea-
lem : fin autem aequatio propofita fuzriz huinfmodi #5 + Ax* B
== 0, quo ca habeat tres radices reales , necefle eff utr fit -

332*A5> 5B fen As > SHSSB*- Quod fi ergo fuerit
10
12 .
B==1, oportet efle, ASp 3—85, fen A > 1,960132. 81
10

ergo fit A==2 ifta aequatio xS—2x%*41=o0 tres habet
radices reales, quarum cum una fir x==1; fequitur hang
aequationem biquadratam x4 %34 %% —x — 1 =o duas ha-
bere radices reales. Quod quidem tum ex his datis praeceptis
mtelligl poteft, tum ex iis, quac in libro fuperiori funt de-
monftrata, manifeftum eft , ubi oftendimus, quamvis aequa:
tlonem paris gradus, cwius terminus abfolutns fit numerus
megativus , habere {femper duas radices reales. |
312.  Ex his principiis quogue aequationes, quae cOn-
ftant quatgor terminis, diindicari poterunt, du.n:u.nodfii 2;%“3?
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ionis differentialis radices commade exhiber’ queant, quod
Cevenit, fi exponentes iplius » vel in tribus anterioribus, vel
s tribus pofterioribus terminis fint in arithmetica progrefiio.
‘ne. Cum autem haec diiudicatio o geoere fulcepra ad plures
Pé;dﬁcﬁtur cafs ,, eam In nonnullis exemplis ablolvamus,
EXEMPLUM 1.

i propefita bacc aequario X7 — x5 x 3 g g
Fafto =7~ 255 P53 —a erit - = rxl— 1oyt b g8,
‘quo valore nihilo aequali pofito fier primo #¢ = o, qui du-
‘plex valor pro nullo reputandus. Tum vero erit 74 % ==
£ .-5 i_ 2

ox*—3, unde fit x2= == & quatnor valores pro

emergent , qui fecundum magnitudinem ordinari fequentes
pro- praebebnat valores:

a= 1 N = — 4
_ 8 .
=4v: | s=2y:i_,
; 343.
3 =-vi | g=22% Vi,
343
d=-1 D =—4.

I ergo fit 2 numerns affirmativus, eriz vel 2 > uad W
343

vel 72 Py V'3, priori cafn ob 9, B, €, D, omnes

YT

ESAtlvas, aequatlo propofita unicam habebit radicem realem

, 48

. .d' ) 343 . _

fdices reales, primam 5 1, fecundam contentam. inter I

ites 1 & v 2, & tertiam intra limites -& v 7 & —vi,

& SIn 4 fit quantitas negativa ponendo x = -y, aequa-

Ho perducetur ad formam priorem | Quo ergo aequatio pro-

b

I. Pofteriori cafa. fi # « V'3 aequatio tres habebi;

e R e S S B, S
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polita tres habeat radices reales, necefle eﬁ ut fite < o. 0916134 & - obre
vel 2 <. el
EXEMPLUM IL ‘-L--;'; | g

[

Sit  propofira kacc aequario: ax®-—3x 64 ToxX 3 — I2= —

3

Quifa hic exponentes trium pof’rerlorum terminorum funt in
arithmetica progreflione, ponatur # =T atque aequatio t1'a11£,-~

mutabitur i hanc:
7 — 3y*+ 10ys— 12y¥==c, ponatur ergo
z==12y%— 10y5 -+ 3p*—a o0, eritque differentiando

2%_95},7.__ 5094 + 6y = o0, ex qua aequatione prinfo i

. 3—6
yT=O0; tum vero -erit y5=50y — & =,
‘ 96 ' 96

2 1
ideoque vel y=V — vel y=V -% . His ergo tribus radi-
I

cibus fecundum magnitudinem difpofitis, refpondentes ipfius %
valores ita fe habebunt :

101 1 I
4=V — U=V ——a
3 9 _
3 093 9 09 3 9
gzv— Ry == — --———‘———c,m_:.—\/‘.m——-lﬂ
16 L 64“ 256 25 4
¢ = o € =—a.

i
Quodlt ergo fuerit 2> V j—, aequatio propofita duas habe-
9 -

. . ‘ 3 I ) g
bit radices reales, alteram [>y"—, alteram < o: at practet
has infuper hakebit duas radices reales, fi fimul fuerit B
. . . 39 -
quantltas affirmativa 3 hoc Eﬁ, f1 ]CL]EI'l-t a < ’2'2" v Quarn 7

256 4
P .
W ghrem
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cquatio propofita quatuor I1ab'=bit radices reales, fi
brem 8¢9 990 3 9 )
.s;_"mtas » contineatur intra limites \/‘ —;—- & — 256 V=5 qu

proxime funt: o, 48075 &. o, 30674, Pofito ergo
, haec aequatio x9m6.~c6+zoxa—-ﬂ4::o quatuor ha-

: 16 3
t radlces reales intra limites oo \/.._ V'3;0;—c0; ergo
2

m;tes

7
a2 & una veﬂatwa . )

Agaa 2 CA.



