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CAPUT XL

‘DE MAXIMIS ET MINIMIS
‘" FUNCTIONUM MIULTIFOR MIUM
‘],1,. LURESQUE VARIABILES COMPLECTENTIULM.

253
\ I g fuerit fun&io multiformis ipﬁus X
uoque valore ipfius x ea plures obt_:lnea‘r valores reales; tum
arfato & plures il ipfius ¢ valores ita inter fo connedtentur
it plures i‘éries_valm'um' fucceflivorum repraefentent . Sli enlm
tanguam applicatam lineae curvae confideremus , a exiftente
biciffa , quot y habuerit valores reales diverfos , totidem di-
erfi ciufdem curvae rami eidem abftifie 4 refpondebunt , arque
sinc i iplivs y wvalores fu'cceﬂlvi, qul eundem ramum cop-
imunt , cohaerere cenfendi funt ; valores antem ad diverfos
amos relati ernnt inter fo disiundi. Tor igitur feries valo.
yum cohaerentinm ipfius » habebimus quot diverfos valores
reales pro quovis iphius x valpre receperit ; atque in qualibet
derie valores ipfius v, dum w crefoens aflumitur, vel crefeent
el decrefcent’, vel poftquany creverint irerum decrefcent ,
vel vice verfa . Ex quo perfpicunm eft, in unaquaque vale-
Tum cohaerentium ferie aeque dari maxima minimave, atque
in funionibus uniformibns
274, Ad haec maxima minimave determinanda eadem
qhogue methodus valebit , quam capite praccedente pro funio-
pibus uniformibus tradidimus . Cum enim, fi variabilis

meremento @ augeatur , funéio Y perpetuo  recipiat hanc
; ody  ©o'ddy | @3 ds ' '
formam ¥4 el -+ a4 L &e. necefle eft ut cafu
T ax 2 4 a2 & das

ita ut pro uno-

fiatque 2= Os i
X

) Rﬂdl*’

_ e . . wdy
maXImI muimive terminus "“;;_“" Evanef_cat,
-
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.o d .
Radices ergo hnius aequationis [ﬁ:o eos 1pfius w valores

indicabunt , quibus in fingulis valorum ipfius y cohaerentinm.
{eriebus , maxima minimave refpondeant. Neque vero ambi:
guum erit, in quasam valorum cohaerentium ferie detyr

i "-‘i'

maximoam minimomve, Cum enmim in asquatione 27

—— O !

X
ambae infint variabiles » & y, valores ipfing & definiri na

queunt, nift ope aequationis, qua relatio funHonis yabs
continetur , variabilis y eliminetur ; antequam antem hoc fir,
pervenitur ad aequationem, qua valor ipfius y per fun&ioneml;._h.
rationalem feu uniformem ipfius » exprimitur. Hinc inventis'
valoribus ipfius #, cuique refpondens valor ipfius ¢ reperies
tr, qui erit maximuos vel minimus in ferie valorim fuccels:
fivorum cohaerentium, ad gquam pertinet , : o
273 ludiciom autem, utrum ifti valores ipfius y fint:
maximi an minimi inftituetur eodem modo , quem ante’
ddy
xz
minis expreflus, in eoque loco # fubftituatur unufquifque ip-
fins » valor inventus fucceflive, fimul autem pro y ponatui
valor, qui ipfi pro quolibet iphus # valore convenit; quo-

¥
\

finitis ter=

indicavimus. Scilicet quaeratur valor ipfins

fafto difpiciatur, utrum expreflio adeptura fir * valorem -
i . N
‘affirmativam an  negativum, priorique cafu minimum, pofte-

ddy
riorl vero maximum indicabitur. Quodfi vero & s evang-
> £,

. . ds3 '
feat, tum procedendum erit ad formulam ;—{ , quae i eodc}ll
X .

cafu non evanefcat, neque maxinmm habebitur neque mini-
ds .. ]

mum: fin autem quoque 7{-—4: evanefcar, iudicium - formar
i -

opot-
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; ¢odem modo, quo ratione for
£

Aseebit ex formula
| d4y ‘, .
quoque —— quopiam caly
_ 1 dx4 quop

var;cfcat, ad diflerentiale quintom lpfl.us y e{jt prqgrec‘ﬁeq-
dum: perpetuo autem quoulque progredi peceffs fueric, judi.
saex  differentialibus ordinum umparium  fimilia funt illi

d3p s .
wod de formula d:ﬁ dedimus, His feilicer cafibus in formulis

day . N
mulae e pragcipimus. ,Atque fi

e 0I5 &e. eonfque erit pergendum , quoad perve-

iatur ad talem, quae propofito cafiy nop evanefcat ; quae fi

it differentialis ~ordinis imparis neque maximum neque

iinimum  indicabitur , fin aurem fuerit ordinis paris, eius

alor affirmativus minimum, negativus vero maxinum inuet.
276. Ponamus funfione

: m y determinari ex x per ae-
iquationen quamceunque: quae aequatio i differentietur y 1l

-uet hwinfmodi formam Py +Qdy == o. Fado ergo —(]-?Z =o,
2 ) %
a= o, ideogue vel Pa=o vel Qe

gquidem aequatio , f

oo . Pofterior

: ' relatio inter » & y eXprimatur per ae-
guatlonem - rationalem integram » locom habere nequit ; quia
vel s vel y vel utramque fieri oporterer infinitam . Quare
~dudigium relinquerur aequationi P== O, cuius radices, fey
valores ipfius 4, quos adipifeitur, poftquam ope aequationis
propofitae  variahilis ¥ penitus fuerit elimipata, indicabunt

‘ _caﬁgs s> quibus valores iplivs y funt maximi vel minimi. Ad
rdicium verg i

> UUm prodeat maximum an minimum  ab.

: . dd

de&ndum, examinetur formula (T-j-’ Acquatio vero diffe-
NZ

fentialis Py + Qdyz=o depuo differentiata, fi- ponamus

ap
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AP =Rdy + Sdy & Q= Tdu 4- Vdy, dabit ( pofiry’
dx conftante ) : EREE
Rd.ﬁ:z—:—-ded}i—}-Tf!xa’y - Vdyz Qda,’}x

P

Com astem iam fit — == o, acquatione  per dye
%

t?'?r (Z’t‘rjl’ R
fier R 4 Qedy

=0 1denque —— s e
dx? ? l dx Q
I acquatione differentiali Pd e + Qdy=o, differentiet
tamum quantitas P, ponendo y conflans prodibitque Ry

L

tum indagetur , valor fraionis 6:, qui fi fuerir affirmativiis;

maximum , fin negativus minimum indicabit .
zy7. Sit p fun&io bifermis ipfius », quae determi

) gl e L . sy ot
e perrhanf: aequationem yy -+ p y g==0, denomunbg
P & g funtliones quaftunque ipfius 4 uniformes. Erit ergh’
differentiando 294y - pdy 4 ydp 4 dg == o, ideoqué
Pa’x:::ydp-{—dg. Pofito igitur P == o erit ydp+dg=o

prodibitque y::-——---’(i, ficque y per fun&ionem ipfius i

uniformem exprimitur , ira ut, quicanque valor pro & fue-
rit inventus, ex ¢o & y valorem determinarum Gnicam ac-
quirat . Eliminatio vero nunc ipfius ¥ erit facilis; nam fi
: 5 : - aq
1 agquatione propofia yy +-py - g =0 loco y valor ""‘;r;
fubltiruatur , habebitur dg? pdpdg + gdp*==0, qua
acquatio divify per du® & refoluta pracbebir valores ipfius ¥
omnes, quibus maxima vel mining refpondent : quod clarius |
fier fequentibus exemplis . .
EXEMPLUM I
Fropofiza acquatione vy -+ mxy -+ aa + bx -+ BXX =0,
definire maxima wvel minimag Fuattionis y.
Differentiata aequatione habebipmus ;

29dy



iy Fmadytmyde +bde - 2nxdx =0
ﬁ-ztyPy:m}"F'!’:}“zf"-"'a& Q=2y 4 mux. Polito er-

P R . —b— z2nx  valor in in
i et y == —————>=— . qui valor in ipla aequa-
X o o fiet y= e » v P 1 _
{ubfirurus dat :
4mnn 4.?25 (537
A wx x F —
mm mim min
e 2nxx — bx 4 ga =0
: C ok nxx b b
qanbet bbb mmaan .
. - feu x0T ——— — ; unde fit
ativig . mmn—4nn
2nbx V' {mmnbbt+mma(mm—41)an]
¥ =
- : _ M —— AR
Dt y = 2nbtmV [ nbb+tn(mme4n)aa]
' n(mm— 4n)
leo —mbF 2V nbb+ n(mm=4n)ad]
) y = .
F= I — 47
s i pofito folo # variabili fit dP==2usdwx, ideoque
V' [#bb | w(mm-42)ua
At eft Q::zy-}—mx::}:—"[ * (mm=47) ],
1 v + 2um . 7
¢ — == culus  nomerator z zm

- Q — Vo [#0b L n{mm—4n) an]’
n {it perperuo affirmativis, i fignum {uperius  valeat,
prodibit pro y valor maximus, fin inferius prodibit mini-
0 mws. Ubi fequentia amnotari debent .
I S1 fuerit #w==0, ex aequatione Pz=o flatim fequi-

B3

e e ==——  ut nulla eliminatione opus fit, Huicque va.
1 272

i geminus ipfins y refpondet ob y==+ _z_I;_z V' (nbb= g4nnaz)

“quoram - alter affirmativus eft maximus, alter Negativus mi-

Sss II.
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by

: b C -
IL Sifit m==o, fit y=-— & ~ in infinitum excré.

i b
iy
i DAt infni . -
s_f'mt , atque y per.fpatmm 1111’11}1tun? ‘eundem valorem retiner;
jra ut neque maximus fit neque minimus., @y
WM A A — — 2 - :
fen w == ————."= +  fierque = e Tx
~ b ’ q 7 " B
—a b ?.r’JJ_ bbb mman M aa— bh
— P — 1 - —_— ___._-'.'-I:
m m =y R

——mmad — b h ) Tz
- — alter ipfius

fie

Huic ergo valori ipfius o =

> 4 mm b

.~ mman—bb . . C

valor, qui refpondet , erit maximos vel mini.
mb :

mus. Quia autem, ut ifte ipfius y valor prodeat, in expref
—mbFav [nbbFn{mm— 4n)aal

ﬁOl’lC y _— ﬁguu[;]

MR —— a5
inferius valere debet, erit valor ipfins y minimus.
EXEMPLUM IL
. Y oy
Propofira acquaione yy — XXy ==X = x3=0 definire !
velores ipfius Yy inaximos wel mininies .
Differentiata aequatione prodit: n
2ydy — xxdy — z2xydx + dx — 3xxdax = o. ity
Qe P=1—3xx~2xy & Q==2y—wx. Qua
: I—gxx a
re pofito P =o, erit y o —— 22— . idecque hoc V_%IO-{
re {ubftituto :
T - oM ar
e 3 ¥ H 3 s —ade=o0
4% 2 2 2 i
fen 1 —6xn 4 2a8 x4+ 2x45=o0. Cuins una radx
GAEIT S ftante
eft w=-1, cui refpondet y==1. At pofito y con

i 2 6 x 3 eafl
fit R 6x—ay, ergo 20 e 22 FI% o cnod cft

7 —

dac® 2y — xx’

S . : =1
x=~1 & y==1 abit in — 4, ita ut valor ipfius yﬁt
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cpagimus . Ipfi ¥ ==-1 autem gen mus valor ipfius y

Fexler ex aequatione yy-—y =o: alter ergo eft y==o,
i peque’ MAaxinus eft neque minimus. Quodfi aequatio illa

gyl 1 . ey 1 . A .

binti, gradus per ¥ + 1 dividatur, prodit aequartio, cuins 12

‘fimpliciter exhiberi nequeuut.

EXEMPLUM IIL

it prapoﬁfﬂ' /?ae_a agquario: Yy + 2 XXy + ax —3T=0 e

Lvoma mikimi mrninave valores ipfius ¥ orequivuntur

Per differentiationem ergo prodibit haec asquatio :

2y‘dy + 2xxdy 4+ 4uaypde + ads =o

b O3

: d . . I
,a&bque—z-—-—‘ o erit xy + r==o0, idcoque ym== — —
A _ x
no-"valore fubflituto in ipfa aequatione propofita oritur ,

A
2K 4x— 3T O==2x% — 344 F L

(L]

radices funt x=1; x=1; & x=-—

. Quiz
dy —4xy—4 —2xy-—2
eft == y—2 , erit differen-

r—
By

. ds T 2yt2aa y 4 5 a
L ddy 2y . .
tiando = — ———, pofite y conflanti ob dy=0 &
3 dx? Lyt ax ,
faflo »y+ 1 = o. Quare 11 valores ita {¢ habebunt
I ddy
% L e
4 l dn’
-— X | S0
— I l o%e
— 16 .
2 —  pro maximo.
, |9
o
S . . ddy
honiam pro radicibus aequalibus ﬁtd—; == oo, utrum hoc
%

311 maximum an minimum  prodeat non determinatur .
Quify autem fimul At y 4 w2 ==o; nequidem hoc cafu erit
S Sss 2 giy
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ﬂxcr ob Pe=o & Q=<0 in ﬂ'a&iomeﬁ:-—_}—)-‘-”--
dx ’ : dx ' Q’:?'nu
re cum primaria proprie‘gas defit, negque maximum NEC™ miay
nimum habet locum . Indicatur autem hoc cafyy x — T, am:
bos ipflius y valores inter fe fieri acquales. Quam indolen; ...
mfra fufius fumos expofituri, cum ad wfim caleul; differen
tialls in doflrina de lineis curvis pervenmemus. Etiamfi enjp
baec marteria & lwc pertinear; tamen pe eam bis attingere,
opus fir, cam totam fequenti tra@ationi refervamus . :
278. Datur vero infuper in fun&ionibus multiformibug:
alia fpecies maximorum ac minimorum ; quae methodo haQe.:
nus tradita non invenitur, cuins natura ex fanSionibus bifor
mibus facillime explicari poteft. Sit enim y funftio quaecup
que biformis ipfius #, ita nt, quicunque  valor 1pl % triw
buatur, pro y oriantur bini valores vel ambo reales vel am-
bo Imagwarii. Povanms hos ipfius p valores fieri imagina-
rios, fi ponatur x > £, reales autem effe, i ftawatur « <f;
arque poite » = F ambo Ipfies y valores in wmum coale:
feent, qui fit y = ¢. Cum igitar i fumarur & & £ fn-
&tio p nullom habear valorem realem: fi cveniat, ot pofi-
to & < f ambo ipfius y valores flant vel maiores quam g,
vel mingres quam g : priori cafu valor y = g erit minimus,
pofterior: maximus; quoniam illo cafir minor eft, quam ant-
bo praecedentes, hoc vero maior. Neque hoc maximum mi-
nimumve methodo haétenss tradita reperietur, proprerea qued

hic non fit j—i == 0. Sunt autem quoque haec maxima vel
minima generis diverfi, cum valia non fint ratione valorum
antecedentium & confequentium in ferie cohaerentium;” fed
ratione binorum valorum disiun@orum vel antecederitium vel
{equentinm tantum , _ oy

279. Evenit hoc fi acquatio propofita fuerit bumﬁjﬂo-
i y=pk (Ff—=u) v (f—=x)g, exiflentibus p&q fllll
Glonibus ipfius & per F-— non .divifibilibus ; obnnear?;wgq

valo-
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¢ affrmativum , fi ponatur vel we=j vel aliquanto

minnfve . Fiar p=g pofito xm;’" & manifeftum eft,

x = f ambos ipfius y valores in unum y ==z coalefce-

fto antet » > f ambo valores ipfius ¥ fient imagi-

1§j igitur pomamus & aliquanto minus quam f, puta
' wdp , w*ddp

+ = — &

5 2dx2

i, funQio p abibit in g-

wdg | ©'ddg

i — & unde hoc cafu  erit
g =73 2dx*

wdp | o =ddp & wdg , 0 ddg

b b ——e— &t OV R g~ 5L 4 ——F~&e ).
.gf dx+zdx= - A A + 2dm?
Popamus @ Minimumt, ut prae o altiores eius poteflates eva-
R o ’

SEEP wdp ' )
nefcant , eritrque y == g — —»—d-;gi— +ov wg; qui valores ambo

| . d . . .
fins ¢ minores erunt quam g, {i [}ﬁ fuerir affirmativom
. %

b
majores autem , fi negativum. Unde valor duplex ipfinsy=g
illo cafu erit maximus, hoc vero minimus.
ﬂ 8o, Haec igitur maxima atque minima inde ortum
funm” habent, quod primo pofito » == fambo ipfius ¥ valo
tes flant aequales : pofito autem & > f imaginarii, at pofite
% < f reales. Deinde quod pofito #==f-w alterum mem-
Brifn irrationale pracbeat altiores poteftates ipfins @, quam
nembrum rationale . Hoc ergo  evenit quoque fi fuerit
=pE(f~a)"Vv'(f~x} g, dummodo fit z numerus inte-
» 0. Cum autem non folum radix quadrata fed etiam
Gquaccungue alia radix poteftatis paris eandem ambiguitatem figno-
‘ e - - z2H ~h1
' introducar; . idem eveniet, fi fueritpm=pd (feu)2? 4,
by ) A AT o =
: e f )t Q. Quoties ergo tunétio o pes
:_a]imHﬁFLOdl' aequationem exprimgitur, ita ut fit 2 #4-1> 2,
oues pofito » == f, valor ipfius y. fier maximns vel mini
i mus!




-1
(9]
)

-

A< PUT X/

: L (oL dp . ,
mus prias quiaein fi merie [-i- gquantitas af‘ﬁrzmtam
X

ol
) ‘PQ&%
o

_ q
rus vero fi ﬁt(f qu !

antitas negativa polite » = Fo Sin

d . 02 dd
tem fiat hoc cafy —10-::.:0, tum erit y:::g-{—-—-—-—f-i
A5 2d 50
. 212 1 . TR
Nifi ergo fir 2271 P 2, neque maxinmum feque minimyny-
2 m

, . 2243
locum habebit ; ar

—————— 2

Py y UM y == & eri; maxi,

mum, fi oy habuerit valarem negativum , minin
v ?

num vero
fi affirmativom -

. d o, 5
ficque ulrerius quogue 2or evanefcat , iud)-
di?

clum erit infitpendum

281, i ioimy » fuerit huinfmodi
i poteft, praeter maxima &
thedus exhiber, eriam maxima minimave huius alterits {pe-
ciei adfint, quac modo hic expofito explorari poterant. Iq
guod fequertibyg exemplis declarabimuys |

EXEMPL UM L R

Determinare manimg ac mnima funiionis Yy gquae definituy

bac nequatione - | odt
yy——zxy—'-~zxx—~1+3x+x3::o. N
Ad maxima minimaye primae  fpeciei inveftiganda differentie-
T aequatio, erirque

e (.-1-.!(4
fanctio ipfius 4, fie.
minima, quae prior iig-

oLk
3

Wy — 2xdy = 2ydx — qudy +

ff."f

pofitogue T =0, 2wt R ‘,:.kl..qﬁ;:,
qui valor in prima aequatione f{ubftrras dat :

RTIRE-
9%% = 3253 f oy 24% + 5 =0, quae refolvitiir A
P¥E—I4a+ s =0 & 4%~ 25+ 1==0.:

Pofte-

3dx+ 3unds = o >
erit  y =
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dor ‘his dat x=1, fitque y=1, unde hoc cafu ‘i
dy 2p=—3t4n-—3%x
afone’ 7. 2y — 24
evaneleit , ficque maximum minimumve primi generis
atur: prior VEro &eqUAtlo 9wk ~— I4w 4 5 == o dabit

denominator quo-

& x»_:—;,—s— uorum valornm ille eodem incomimodo
iz I 9 2 . ’

t 3
bogat , QUO praececentes. Polito autem w== —;)- , fit

10, 23 23 dy 2y~ 3. 4~ 3%
—_— == J.Etcumﬁtﬁ:y 34 Sy

2}"—'—' i ’

o — 8% =3
ﬂ :ti——-—f:: ___3i‘f‘__{ ob dy==o & nume-
: 29 — 2.8 g —
ddy
dx®

~— -> dat minimum primi generis . Deinde cum {it

, . o .
Yatoketih = o. Erit ergo == s unde hic valor

9

(y!,__a) P (1—w)3, erit p==wck (1—x)v (1 —x); idco

que pofito #== 1 prodit maximum fecundae fpeciei: fafto

tnim x=—=1-~—®, erit yr=I—otoV o, quorum uterque

“minor eft quam unitas, fiquidem © fumatur MIinImun .
EXEMPLUM I

Invenire maxima ac minima funtlionts :

. —2x—xx 2 (1—x)'v (1—x)

Pro primi generis maximis & minimis differentietur aequa-

Ho erirque:

DY s T S () (1 s
5= 2"¥?(1 x) v (1— %)

qno valore pofito = o prodit primo s==1 & cum fit

rahdy 15 : -

a2 + 2 o (1 —a), erit y hoc eafu maximum

(I . . d /

prmi generis, fitque y==— 1. Aeguatione vero -d—ﬁ o per
‘ x

I— ¥
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Ie—w divifa erit 4F 5V (1 -~x)=o0 feu 18 == 25 ~= 28y

d
unde fit x=2 ) & Z—:-—z—!—?.

25 s a3 Quarc. fi ﬁguu?
. . 2869 ., - .
fuperivs valet , erit p = minimum; fin autem fignijp
3125 ol
821

mferius valeat | erit == s quod maximum videatyr. 4

3125 ;
vero tantum fignum  fuperius locum habere potett, . quoniam
AT SV (f—w») nequit efle==o, nifi fit VI{I— )=+ 4

Primi ergo generis invenimus maximum cafy x=r1 & y=r

. _ 28489
atque minimum cafu x =2 & y=—"

23 3123 -
alrero  maximum quoque prodit; fi w==1, quo - cafu-{fif
y==1. Nam pofito w==1—@, erit y= 1 — Ow oy o
rrogue cafu <« 1. Hic imaque, fi == 1 maximz duoo- pri
mae & alterius fpeciel coalefcunt , maximumque quafi mixs -
tum conftiruunt. - ”?‘ff’

282. Ex his exemplis non folum natura huias alterfﬁ?
fpeciel maximorum & minimorum clucet; fed eriam pro L
biru iftufmodi fun@iones fornari poffunt, auae maxima vel
miaima {ecundae fpeciei admittant. Quemadmodum autem , fi
propofita fuerit fun&io quaccunque, explorari poflit, utrum
ein{modi maximis minimifve fir praedita nec ne,-id in fe-
quenti {eétione oftendemus: propterea quod natura linearum cur-.
varum hac invefligatione maxime illuftratur. Ceterum vero
facile iurelligitur, i fueric y ewflimodi funtio ipfius &, quae
maximum minimumve fecundae fpeciel recipiat, tum quoque
vicilim » ejulmodi fore funionem iplis y. Nam quia €X
hac  aequatione (=)= (1 — )3, fafto w=1, obtinet
y valorem maximum fecundae fpeciei; fi wvariabiles y SEEM
permmtentur , haec aequatio (¥ — == (1—y)3 CXhé z;
Pro y quoque ciuflmodi funfionem ipfius %, quacmf};-e

-l
. Ex genere verg
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um fecundae fpeciei. Fafto enim #=- 1, fier {1 w;;__)_ 2
‘ s hincque erit bis y==1 & femel y=o. Sin
«-_;:I"‘"f)’ q _j/ A — a
omamr #= 10, et (1+e—y)=(1—73)7;
§ fraznamusy = I -+ QJ‘erlt(CO-—T-Q))"::(—-q)ﬁ:-(p_}
fisoque @ debet effe negativam. Sit ergo y == 1 — @ erit
’ a — (3, atque cum fumto o ml.mmo, q;.a praz
evanelcat , debebit neceffario ® effe negativum : hinc va-
5 o— 1 4o nulli valores reales ipfus relpondent.,
At POﬁtO! x==1-—0, (%(‘. y = 5—Q, ab (q_)__.&})'.'::@a ,
Fit @_—:mig‘o\/co, deoque y &==1— O 1-50\/03? unde
uterque valor 1pfius ¥ refpondens ipfi # ==1—@ mivor eft
valore y=1, qui refpondet valorl »=1; eritque confequen-
er ifte 1pfins ¥ valor maximus.. . 7
283. Haflenus tantum functiones biformes fumus con-
templati, quarum mMAxima vel minima, quia ambo valores

o)
=

cile per sefolutionem aequationis quadraticae exprimi pol-
finr, ad examew revocari poffunt. Sin autem funétio y per
aequationem  altiorem  exprimatur, methodus  ante tradita ,
qua maxima minimague primae {pecici indagavimus, codemn
fucceffiz adhiberi poterit. Inventionem vere maximorum ac
minimornm {ecundae {peciei fequenti {eftioni refervamus. Fun-
fiones ergo triformes ac multiformes, quemadmodum tradlari
“eporteat , aliquot exemplis oftendamus.
EXEMPLUM L

Definiatur funttio y , cuius maxima wel minima

“aequatione propofita fubftitutus. dat.
6

- quacruntur , per banc aequitionem

0 vid+xi==3axy.

: Differentiata hac aequatione fit 33* dy 4 gaadw == 37xdy -+
c . d ay—=xx .

¢ 3aydx, ideoque -~ == —~—- . Maximum ergo vel mini-
: dx  yy-——ax % %

v mum dabitur, fi fuerit & p==ax, feu y = — qui valer in
t

x .
— 4 x3z=gx?d feu xfm= 20343
al ) ?

Ttt Erit
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Erit ergo ter » == o, quo calu quoque fit denominatgy -
K '

e~ ans=0, 0b ye=-—m==o. Utrum ergo hoc cafy"
P :

maximum minimumve prodeat , patebir fi ipfi & valorem
tribuamus minime ab o diferepantem . Sit ergo ==, &
y=¢, ob pitwd==zs0p, fer vel Cp--fx\/co th
op—é’m’ Priori cafu erit 220y 0 = 3ea0v @, ideoque

o =" 3. Hinc pohto x== erit y== %—*./"3”;. Unde
eriamil @ npegative accipl nequeat, tamen binorum ipfius y
valorum alter maior erit quam o, alter minor; hincgie
J==0 neque maximum erit neque minimum. Sin autem"

; I
flatuatur @ =6 »* erit ©? == 348w?, ideoque 6= — & CP_ ‘
w* . 3 4 ‘
== —: Ergo hoc calu five capiatur = - © five =—0,
2 7
o3
valor Jpﬁus y =@ nihilo erit maier, meoquc hoc cafluy==o

erit mininum . Reflat 180 tClLlUS’ Caﬁ.la €X aequatlone xa

== 207 examinandus, qui dat x==uz V2 , & y===u V' 4

. dy
Qui vtrum fit maximus an minimus ex aequatione p =
M ."I_

Y — ww

yy — ay

entiale fecundum, quod ob dy=o

. dd — 2% . .
& ay~—xx==o erit J = ——, cuins valor praefﬁﬂﬂ
dz® 9y ~ax
22V 2 2 N ’
cafu eft — ; = — —, qui indicat valorem

222V 2~ qa '\J/‘z
ipfius 9 effe maximum.
' EXEMPILUM IL
8t funtlio y definiatur pev hanc acquarionems:
y4+x4+3y3+ax3'—-b3x+ba)f’

mvcmre— eins J??(INI?’HOS m:mmqfvc‘ walores. C
um




Lt differentiationem oriatur :
lb’yP'-f- s — 0 dy == 6345 — gauxds ~ 4x3dx ; erit
J -

B 2 NN —— 4N D . - T |

,z._b 58 Ty » Poigue oporter: b3 = 3 s+ g3,
4“}}3 + gﬂyy e & i L] L] . +*

fio ergo huc reducitar , wr fun@ionis  uniformis

S g% 3 — x4 mMaxima ac minima mdagentur , quae fumul

maxima fen minima funétionis y, Sit v==, & b=z

" r?oponatur haec aequatio y St L2y ) 20 e b=

27— 6#»"{.' — 4"” 3

Q: 7..___._.____._-—-—. & 4%3 b Sxx e 2y ==a,

dx 4y®+ &y — 2y ‘ |

me divifa per 28— 3==0 dat 2mx -+ 6 +9=o, cuins

. . . Z
offerioris radices cum fint imaginariac, erit h:m:_ &
: 4 2

dy 27— Gux —4x3 . ddy o~ Tax g
== et ——, erit = ——
'y 4y°+6yy-- 27 ? du? 4}'3+6y]-—37)

ul pofito w= - fi fuerjt affirmativus, iadicabit minimim,
. 2
ntra vers maximnim,

EXEMPLUM IIL
Si fuerit y™ 4 axn o= by*x % definive maninia
G minima ipfius V.

) N, S 17—
Per differentiationem fr inéy_fnx" R quo pe-

. 5 My phy i ) :
0 =0, erit primo x==o, f; quidem # & 4 fuerint yni-
At¢ Imatores; atque fimul y==o, Quo cafu an detur ma-
Imum vel minimum, valores proximi funt mveftigandi, quo-
M quoque denominator fir == o ; quae inveftigatio ab expo-

entibus poriffimung pendebit. Praeterea vero aejuatio ___y = 0
: i

Tttt 2 dabir
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" a8 ; . . R . ",:"r‘ ]
dabit yP::—bx"""E, qui valor in propofita fubflitutus po:

1 Imn— _
74 e 74 m v g -y

nendo — == g dabit gfx * N A — L {eug;, T
q9 q
(n—qg)a (5 = g)arp: o mg-ng)  mn:lome - mg-up
==L unde fit gz i g S
fumunlque valor ipfius y innotefcit. Deinde difpiciendum eft,
urrum differentio - differennale :
dd}! c](q-——il)bj"x‘f"'z-—-—-—n(?z-—-l)nx""‘

———
prr—

dx? my Pt - phy P g
obtineat valorem affirmativam an negativum, ut ex priort’
minimum, ex pofteriori vero maximum pro.nuncietur.. o

EXEMPLUDM 1V,
Si fuerit Y4 x4e=4xY 2, maxima €0 minime
funitionis y affignare . '
Differentiatione inftituta fit Q :Lﬂ , hinque oritut}
T gex v
y=u3, erit ergo x = 3xt—2 feu x 7 — x4+ 2720,
quae aequatio refolvitur in has x4-1==o0 & x¥}w4-2==0,
pofieriorque in x¢—17z0 & w442 ==o. Hinc erit bis
vel == 1 vel ¥ ==—1; utroque vero calu & depominator

EA

frattionis _——-yevanefmt. Ad inveftigandum ergo utrui his cafi-
o

bus maximum minimumnve locum habeat, ponarhus Py Rl Sl

& y=1—0@; erit: '
I— 40 +1—40=4—40—40—%

+ 6p° 4 6@z + 4 0
_—*_4@;”- 408
LA & ob

ideoque 400 = 624607 — 493 — 403 Qe+ @ K
o & @ minima 460¢ = 6p* + 6w *. Valor ergo ipfius ¢ erit ma-,

ginarius, five @ capiatur affirmative five negarive - Seélc Ly -
#
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defignent coord‘inatas curvae , ea cafu XES I & y==1 _ha-
mipndtum conlugatum. Neque ergo hic valor pro maximeo
‘pre Mminino haberi poteft, propterea quod-a_ntechezm_as
4! ‘ﬁ{cquﬁﬂtesa cum _quz.bus compararl deberer , flunt imaginari:.
284. Si aequativ, qua 1'%3‘1’&1:1(-') inter x & y exprimitur,
fuerit comparata , ut fun&tio lgﬁus y aeguetur fun@;mm
. jplins 5 uta Y =X, ad maxima minimave 111‘{eq'1enda
eft, - opi, debebit X =0 fiet ergo y maximum vel minimum
iflem cafibus, quibus X fit maximum vel minimum . SI-
“opili modo fi & rtanquam. fun&io ipfius y confideretur , flet
. maximum vel minimum fi d¥=o hoc et i ¥ tuerit
caximum vel munimum. Neque tamen hine fequitar y & &
Gl fieri maxima vel minima. Nam § fuerit 24y — gy ==
Sha— &%, €rit y maximum vel minimum , {i tuerit x=b3
eritque y=ax ¥ (aa~bb). Contra vero x fit maximum vel
mipmum, § fuerit y==a, fitque x == + v (bb~aa), neque
ergo fiet p maximum vel minimum, i x==b+ V (bb=an),
o tamen cafi x eft maximum minimumve. Ceterum hoc
calu, fi y habeat valores maximos vel minimos, & hac in-
dole prorfus carebit: namque y maxinum minimumve fiert
néquit, nifi fit «> b, quo cafu maximum mininmmve 1p-
“fins o it imaginarium.

#7285, Tum vero etiam evenire poteft, ut mon omnes
dices aequationis 4 X — o praebeant maximos minimefve
“yalores pro y; i enimn illa acquatio duas habuerit radices
“gequales , exinde neque maximum neque Mmininunl confequi-
‘tur ; hocque idem evenit, fi quotcunque radices numero pa-
‘tes fuerint inter fe aequales . Sic fi proponatur Aequario
b(y—a)>=(x~—b)3+c?; qua fumtis differentialibus fit
::?.‘ba_'y (y -"—-tt)"—: adx (. — b)2, funftio y neque maxima fiet
reque minima pofito a ==/, propterea quod hic occurrunt
dnae radices aequales. Sin autem x tanquam funftio iphus g
pelerur, ea fier maxima vel minima, fi flatnartur y==a;
-gritque % ==b—¢ minimum. Quia denique in hulufmedi e
qua-




-
i - CarUT _
quationibus Ya=X variabiles & y inter fo non permifces.
try 1 dpfi g tribaitor valor, qui fir radix AeqUALioNis AX mmg |
amnes valores ipfius 5 quetcungue fuerint reales erunt .mygz
xumi vel minimi 3 quod non evenir, £ in acquatione ambgs
variabiles fierint permixtae

286. Quae “practeres fuperfunt de
ac minimoram cxponenda ; ea
VaIs,  quoniam  commodiag ope figurarum menti repraefan.
tarl atqua explicari poffime ., Pergamuas ergo ad funétiones ¢
quae ex pluribus variabilibus funt compolitae, atque invefhis
semus  valores, quos fingulis variabilibus  tribu; oportet 5 ufs
pla’ funflio vel mazimum vel minimum valorem obtiieat
Ac primo  quidem patet, fi variabiles non fuerint inter .fo
permixtae, ira ur fun&io propofita fit hoiufinodi X+Yy
exiffente X fun&ione pfins w, & Y ipfins y tantum, tums
fon&tionem propofitam X 4 Y fore maximum, fi Gmul X & ¥

maximum evadat - nu'nimuqu.m, i fimal X &Y far mini«

munm . Ad maximum ergo  inveniendum 1nquirantur valore§.
ipfius %, quibus X fat

maximam , fimilique modo valores
ipfius y, quibus ¥ £t maxinum: hique valores pro x & #

mventt efficient fun&ionem X+ Y maximam , quod fimili
ter de minimo egit tenendum . Cavendum ergo eft, ne duo
valores ipfarum » & ¥ diverfae naturae combinentur , quo-
rem ifle reddac X maximum , hic vero Y misimum , ant
contra. Hoc enim fi tieret, fun&io X4+Y neque maximuni
foret neque: minimum . At hoiufinodi funétic X — Y ﬁef
maxima, i X fueric maximum fimulque Y minimum ; cos-
tra vero X Y fiet minimum » I X fuerit minimum & Yi
maximum. Sin antem utraque funQio X & Y flatueretur ve
maxima vel minima, earum differentia X — Y neque “fore:t:
maxima, neque minima; quae ommnia funt e natura max1~'
moram ac minimorum apte expofita clara & perfpicua. i

287, Si ergo quacrantur maximi minimive valores .HII.;
Sionls duarum variabilinm 5 Quaettio multo magis Ca%tgon-

L

natura maximorus; - -
n fequentem feftionen refers
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noxia eft, quam fi unica fuerie variabilis. Non folom enim

ro-utraque variabili cafus, quibus maximum minimumve pro-

| dllicil‘%ﬂf , diligentez: funt gliﬁmgueual_; fed etiam ex hls: bini

“einfinodl funt coniungendi, ut funétio propofita fiar maximum

yel minimum; id quod ex exemplis clarius patebit,

EXEMPLUM I

Sit prepofira batc duarum waricbilium x ¢ y funétio :
y4—8y3 4 18y=-——8y+x3-—- XX — 3%

o guacrantuy :valm*c’s proy (‘J" p'e fmbj.i’zmwzdz , #r baec
fmzﬁio maxtinum vel minimum obtinear valorem .

uoniam haec expreflio in duas huinfmodi partes Y+ X re.

{folvitur, quarum 1lla eft fun&io ipfius y, haec vero ipfius g

ntum 5 cafus clm:bus utragque fir maxima vel minima, inve-
jgentur . 'Cum igitur fit

. : . dY
v 'y4—-8y3+18y2—--8y, er1t;——-:4y3~—-24y2+36y-—8

a ‘expreflione nihilo aequali pofita, fet per 4 divifa
3—6y*+ 9y ~— z2z==0: cuins radices font p = 2

3
; . ddY
&y=24YV 3. Cum ergo fir - o— W-12p+49; ca

] 4dy>
#==2, prodibit maxinmum. Pro reliquis binis radicibus

=22V 3, quae oriuntur ex aequatione yy — 4y + 1==0
ddy

B =)V — 47+ 3=2, unde utraque dat mini-
I2dp*

mum. Erit autem his cafibus yt fequitur .
oy==a Y= 8 maximum
y=2—V3 Y==-—1 minimum
=2+4+VvV3 | Y=—1 ninmm
mili modo cum fit X == 2% = 3xxp —— 35, erit e

~ 2

¥ —6x 3, unde oritur haec aequatio wxy == 24 L 1 &

=1ZVv2. Eft vero o E=ae—1=% V2, Ergo ra-
6dx > dix
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dix wz= 1 L Vo2 dat minimum, nempe X mme— 55— gy
& x=1— V2 dat maximum, nempe X ==-—35L4V 2,
Quocirca formula propofita X ¥ == p*— 83 + 18y —
874 a3 — 3xw— 3za fier maxima, [ ponatur y==2 & aw==r.
— " 2 prodibitque X + ¥ ==3 4 4+ 2. Eadem autem for.
mula X 4 Y fiert minima, i fumatur vel p==2— V"3 vel
v==24y 3 & x =1+ 2, utroque caly erit XY=~ 6 ~4v2.

EXEMPLUM IL L

Si proponarur haec funilio duarum vaviabilim :
ys—8y) 4 18y =By —xitgucdgx -

guac quibus cafibus fiat maxima vel srinima inveftigerars

Pofito ut in praccedente exemplo habuimus, ¥ = ye—Bpr
418y — 8y & X o=’ — zux — 34; formula propofim.
erit ¥ ——X; idcoque fet maxima, fi ¥ fuerit maximum.
& X minimum. Com igitur hos cafis jam ante eruerimusi,
patet ¥ — X obtinere valorem maximum, fi ponatur y = 2.,
% w==14+v2; fietque Y — X =134 4v2. Minimus Ve -
ro valor ipfius Y-X evader, i Y fit minimum, & X ma:
ximum, quod evenit ponendo p==24v'3 & a=1—V 25
fiet autem Y =X — 4-4V 2. Ceterum in utroque. exemplo
patet hos valores, quos invenimus, meque  omuium effe yoa- -
ximos peque minimos: nam A utrinque poneretur verbl gra<i:
tia y==100 & x=o, fine dublo malor prodiret valor €0y .
giem invenimus : fimilique modo ponendo y == © & ve o
2=z — 100 vel x»==-+ 100 minor prodiret valor, quam funt.f__.“

illi, quos pro cafi minimi invenimus. Probe ergo tenenda. .
eft idea fupra expofita, quam de natura maximorum & mi-
nimorum dedimus. Scilicet eum valorem vocari maximuni,
qui maior fit valoribus tam antecedentibus quam c011fcqu.eﬂj.t.}‘_;
bus contiguis proximis; minimum autem efle eum, qui D8
valoribus tam ~antecedeatibus quam confequentibus fuerit m;
nor. Sic in hoc exemplo eft valor ipfius ¥ —X, 9o P!

. : i reid
dit ponendo y =2 & x =14V 2 malor eft co, 9¥ iat "
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Cponatar =216 & w1240 fimis Do @
- quantiratibus fatis exiguis. |

288.. His exemplis expeditis facilior erit via ad {folutic-

generalem indagandam . Denoter V fan@ionem quamecun-

aﬁﬁgeﬁ”iendi y- qui funétioni V'induca‘n.r maximz.m_ vel .mi‘niz}]gm
ilorem . Cum igitur ad hoe eficiendum utrique variabili «
”‘&,j},,dererminatus valor tribui de‘geflt; ponamus glrcram ¥ lam
(fxéb.eJ'e eum valorem ;. qui requiritur. ad. fun@ionem V. vel
maximam vel.mini{nam; reddendam : hocque p‘oﬁt_o- tantum opus
Bt it pro altera x. 1'doneus.quoque valor inveftigetar , quod
ﬁef,dum fu_nﬁlg v dlﬂﬂeiﬁe‘ntxaturlponenda_ fgl.a-. %. variabili

iferentialeque nihilo. aequale facuitur . Simili modo i fin.
wymns varlabilem & iam- eom: habere: valorem, qui aprus fit
id:fon@onem V' vel maximam vel minimam’ eficiendan ,
{lé- ipfins. y reverictur differentiando. V pofita. fola 9 varia-
‘];ﬂi:_:s hocque differentiale nihilo aequali poneado. Hine fi
differéntinle funtionis V faerit = Py & Qdy, oporrebit
efe:& Pe=o & Q=o, ex quibus duzbus asquationibus. va-.
res utrivique variabilis # & y erui pOterint .

280, Quoniam vero hoc paéto fine diferimine: reperiun..
turtvalores pro & & ¥ quibus fundio V° vel maxima vel
aina redditar ; cafis quibus vel maximum vel mimimum.
itur’; probe a fe invicem funt diffinguendi. Ut enim fun-
0V fiat maxima, necefle eft ur ambae variabiles ad hoc
ofifpirent ; namque i altera maximum exhiberet | altera mi-
dmimiyipfa fun@tio neque maxima neque minima evaderet .
Qubcirca inventis ex acquatienibus P == 0 & Q == ¢ valoribus
Bawmm & & » Inguirendum elt, utrum ambo fimuyl funétioni
Vovel maximum vel ‘minimum valorem Inducant ; atque tum
graiil y cam compertum fueric utriufque variabilis valorem

J“C frutum pro maxiso valere, affrmare poterimus fun-

&1?}1E?n_ hoc cafu maximum valorem induere . Quod idem de

1;1;13‘1}1_10 erit tenendum , ita ut funflo V minimam valorem
o Vvv adi-

e duarum variabiliomr x & y fintque pro x & y valores
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“ddu

adipifci nequeat, nifi fmul ambae variabiles » &
producant. Hinc ergo omnes illi cafus reiici debebunt \
altera variabilis maximum , altera vero minimum indicare dé
prehenderur. Interdum vero etiam evenit, ut alterius vel eliim
utriufque variabilis valores ex aequationibus P==o & () &y
oriundi neque maximum neque minimum exhibeant | qui cafus”
proinde pariter tanquam prorlus inepti erunt reiiciendi, v

290. Utrum autem valores pro & & y repertl valeaf
pro maximo an minimo, de utroque feorfim fmili mod
inveltigabitur , quo fupra, cum unica adeffer variabilis 5 T
mus ufi. Ad ludicium filicer de variabili » infituendum égi
fideretur altera y tanquam conftans, & cum fir J Ve="Piy

feu,d— =P, differentictur P denuo pofito 5 canftante;, .

Fi i
ddV  dP d.

== —, ac.difpiciarur. uwtrum valor 3 fiug —=
- dx 3 P '5

prodeat :
dx= . i i
poftlguam loce x & y valores ante inventi fuerint Jubftirut
fat affirmativus an negativus ; priori enim cafi indicabifur

minimum pefteriorl vero maximum. Simili modo cum poft

av )
to x conftante fit 4 V=Qdy feu - == Q, differentieryr,

denuo pofita fola y variabili, & examinetur valor —, Tib
b . dy RS

ftiratis loco wx & y valoribus, qui ex aequationibus P .
& Qwo funt inventi; qui fi fuerir affirmativus, -f%ﬁﬁ_i
bit minimum, contra vero maximum. Hinc ergo -CQH:}%IHI'
| 4P aQ

fi ex valoribus pro x & y inventis fornlulacr& 27’
X i i

‘ ‘ . - Frmiatis
duant valores diverfis fignis affefos altera fcilicet aﬁ{ﬁ;{am
vum, altera negativum, rum funétionem V neque MaxIias

dp -
neque minimam effici ; fin autem utraque formula — &

d#, f‘t{{%

. . . . aqu
far affirmativa, minimom refultabit . contraque, fi utrIq
fiat negativa , maximun . 2%
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., - ar . dQ ,
Z9I Quodfi. vero. altera fornmla y & ;}—Vn, vel etiam
'a""uéjrﬂﬁ pro x & p valores luventi fubflitvantur et}ra;n;-
| : gt Nfarantialia (oot © &
' rum- progrediendum erit ad differentialia fequentia ey
__9:’ quae nift pariter evanefltant, neque maximum neque
. minitolm. habebit lecumw ; fin autem evaneftant , iudicium ex

(o ]' d‘fF 1 J.L’ i ]“‘I T b ) / 1
S 'S- 51 CrCHfiﬂ. 1 L]S e i 1 . L

.‘ig elt fallum. Quo autem, quibus cefibus hoc ufi veniar ,
‘]iar{ius exponamus , prodierit valor x;:a:,.'qui fi formulam
E reddat evaneleentem , necefle eft ut % faltorem  habeat
;Ix-: «; qui faflor i fuerit folitarius, neque fimul alium fibi
eat acqualem {ocium, neque  maximuam neque minimum

— . . apP ) . .
indicabitur, quod idemr evenis fi i faftorem habuerit (x=)3
x*

vel (x~a)¢, &c Sin anern faftor fuerit (x=a)2; vel (hma)s,
&c. tum quidem maximum vel minimam indicabitur ; at in-
uper videnduma erit, werum cum caly per ¥ 1ndicato confentiat.
- 292, Labor autem his cafibus ad differentialia ulteriora
rogrediendi mirifice fublevari poterit: fi enim ponamuos, ut
em generalius compleétamur , inventum efle ax + 6 = o , at-

-- 4P .
e formulam T fatorem  habere (ax - €)=, ita ur fir
dp . d3P
j;.:(w-}-g)zT, quia eft ax-6==0, fiet ;
" M

hincque ob 242 affirmativam, ex ipfa quantitate T iudicium
9'-]3_{0_1Vi poterit; quae fi induet valorem affirmativum, pro
- MImmo, contra vero pro maximo pronunciabit. Hocque idem
‘- ' ‘VVV 2 fub.

= 24T,



fublidium In maximorum ‘minimorumgue invcﬁigat'ione, &
unica infit variabilis adhiberi poterit, Ita ut nuncuam oppe -
\ ; ¢ : y [ Hb hung pus

fit ad altiora differentialia afcendere., Quin efiam nequidefy
ad difierentialia  fecunda procedere ‘opus erit: fi enim ey ag
quatione P =—o, fiat ax +6=o0, neceflc eff uyr p faftorem
[l

habeat ax - g ; fit P— ({m’ + 6’) T ; & cum fe dP -

—_—m
ds
aT . dP
o' + (an 4 6) Tiob ax - 8==o0, erir s =L, hincqu
e — A

am ipfe alter falor T, prout valor ipfivs &T fuesit vel’
affirmativus vel negativus, flatim  vel mmimum vel maxi
mum mdicabit, ‘ s
293.  His igitur tradiris pracceptis ‘haud difficile erit)
B funétio quaccunque duas variabiles invelvens fuerit propos*
G, calus invefligare, quibus haec funétio far vel maxima '
vel minima. Si quae infuper notanda fuerint, ea ipfa exems
plorum evolutio {uggerer , quamobrem aliquor -exemplis rega-it
las datas illufirari expediet. | i
EXEMPLUM L

Sit propofire ifta funflio dumrum waviebiliom
==XX Xy F Yy — ax — by y guae quibys cafibus
Jrat wel mavima wvel minimg IRGRIT ALY |
Com it dVe=2xds Frix fowdy y aydy - adx - bdy 1
comparetur cum formula generali dV = Py -+ Qdy et P=
T y—a & Q= 2y -F x——b: unde formabuntur- iftae ae-
quationes 2x+ y-s—o & 2y + x~—b==o0, quibus con-
uclis eliminando y fiet s~ b==4x— 24, ideoque x==:

L _..b zén_qd . dl) _____'(N
e & Y g 2.:@:::~—-g—~—-. Cum igitur ﬁxa =

3
& -}g‘—‘-z, uiraque oftendit minimum ; ex quo concludk

. s ; {
mus formulam xx 4 Xy - yy ~— qxp— by flerl minimam , fi }‘
ponatut
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i o
&ye== woe , prodibitque hoc mode

¥ = 2

- 3/”;_1__3&5._..35& —-—dﬁ‘}“ﬂb’?'—bb

= 9 . ,
' gmnium  erit minimus. Unico ergo modo fierl potelt

~—ga - ab~bb

, qui cum fit uni-

gyt yy—ax—by= , & quia minor
; erit haec aequatio wa 4 xy -+ yy — an— by ==

—bb ) -
b_.-.—-- ~cc 1mpoflibilis .

) EXEMPLUM IL

8i “proponarur formula NV ==x3 4 yd——gzaxy, quaerantur
'gq/‘mo' guibus 'V m’ipéfratm«valowm maximum vel minimum
2% Ob dV=3xxdet3yydy— 3aydx— 3axdy erit
Pmgww— 30y & Q=3yy—3ax, mnde fitgy—=ux &
=—yy. Cum ergo fit yy=—=w%: se—uax erit x*-aix= 0;
deoque vel ¥ == o vel x==a. Priori cafu fit y ==o0, pofle-

: ap dalP

lori vero y==a. Quoniam ergo eft il 6x,

Q ddQ

&—d--: 6y atqu = 6; priort erge calu , quo & ==o

=6,

dw

Ay '

& y==o0, neque- maximum neque minimum refultar. Pofle-
dorl vero cafi quo & x==a & y=z minimum prodit
1 guidem # fuerit quantitas affirmativa, fietque V== — r3,
qi autem valor tantum micor eft proXimis anteced:iit o
. confequentibus : nam fine dublo V multo nunorsm iidis-
¢ potelt valorem, fi urrique variabili & & y valores nega-
vl tribuantur .

3

, EXEMPLUM UL
ropofira fir baec funttio V== x3 - ayy ——bxy +cx, cuins
_ valores manimi fes minimr inguivansur .
Ruia eft IV == 3uwdn | zapdy ~bydux-budy pcdx eri

A
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= 3ex— byt & Q==20p—lx, guibus valoribug

ni:

. - . bx . « bbyy

hilo aequalibus pofitis erit J=-—, ideogue gapm — 27 AR
2 2q

?..Z’[’. - Jet éb"{" &4'_"" rt
= o feu wx o=t A unde fit xm-—-—-.";g_(__ , 4?-::’
120

12 4
Nifi ergo fit bi=48aac > o, negue maximum neque. mipi
mum haber locum. Pounamus erge efle 44— 48400 = 45

y ut
bb(bl— : bb . bf bbb+
fit c:——%——-@; eritx-’:’-‘z—ﬁ-——'—f&y: ( '_—Q - Quo
4054 124 24aa -
, dP d 4P +
niam porro eft — == 6y & ~g:=: 24, flet — == %-(-——L—Q .
dx 3 % 24

.

: ' ACES . . .o

Nifi ergo 22 & — ) fint quantitates eiufdem figni, ne-
24

que maximum neque minimmum habet lIocum . At fi fint am-
hae vel affirmativae vel ambae negativae , quod evenir, fi
carum produttum 4(6+F) fuerit affirmativum ; tum funfto
V evadet minimum, i« fit quantitas affirmativa | contra ve-

0 maximum, fi 4 fit quantitas negativa. Hinc fi fuerit f==o
. b+ '

ieq ¢ —

g~> ©b 44 quantitatem affirmativam, fiunfto V
4874 :

evadet minima fi « fit quantitas pofitiva, ponaturque x =
bb b3

— &y =
iz24 24aa
ftitutiones producent maximum . Si ft f < b, duobus cafibus

oritur vel maximum vel minimum: ar F> b, tum cafus

3 contra vero fi # fit negativum, iftae fub-

' ; b-- .
fantum » =— L(éI‘Q & y _— éb_(__-i_‘.f.l Praebebit maxmunl
I2a 24aa C

minimumve prout « fuerit vel negativim vel affirmativom .
Sit v=1, b=3 & f= 1, ut habeatur haec formula v
= x3Fyy — 3xpy 4+ & x haec fiet minima ob « aﬂirmanvuf‘_ﬂ;
fi ponatur vel w= 1 y=mivel y=1 & y==12. I;im"
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et oritor V=14, pofleriori vero Ve=7%. Interim ta.
men patet loco s numieris negatlvis ponendis multo minores
vilores pro V oriri poffe. It ergo inrelligi debet valor_Ip-
fus V=2 minor efle, quam fi ponatur ¥ =2+ w&ky=3 4 g;
jmmodo fint @ & © numer: parvi, {"we affirmativi five ne-
sativi; limes autem quen @ tranigredi nen debet eft - i
‘oam 1 © < — 3 fleri poterit ut V fiat minor quam .

: EXEMPLUM IV

Invenive masima vel minima buius Juntlionis :

, V:x.f*ﬂ_y"-‘-—a:cxy-axyy_j_ccxx_i_ccyy.

“sumto, differentiali erit P == 43— 2410y — ayy + 2cen &

O-m== 4y 3 — 25X — 2axy + 20c uibus valoribus nihilo ae.
4y 4 Vs 9

iqualibus pofitis, i a fe invicem fubtrahantur erir: 43—

y 3 axor — apy + 2008 — 2ccy =0, quae cum fir divifi-

bilis per # =y, €t primo p==x,atque 443~ 3a4x.] 20cx== 0,

: 392V (9az~320c

-Tuc,o*

sgquae dar #==0 & quw = 345~ 20cc feu x==

g .
o : L dar
51 fumamus == o, erit quoque y=o0; & 0b — == 124

—2ay F 2¢cc , atque 5 T 1y - 2 + 2¢c, fiet fun&io V
‘ 32 + V' {9aa— 320c)

- . . 4P 4O
quidem fuerit 9aa > 32¢c, 0b goew = gax ~ 200, €Tt wm £== =

- dx dy
2104~ 3200 74V (9aa=320c)
qui valor cum fir femper affirmativus ob 32¢c < g9na,
valor 'V hoc quoque cafti fit minimus , eritque V ==
3

I ped B .

?3:? at- fg ance—— ¢+ T oy (9aa-—32cc) ",  Dividamus
“4Len aequarionem  4x 3w 4 3 awx — ayy -+ 2008 — 200y = 0
Per ®—y fietque 4xw + 4xy 4 4yy 4 ax 4 ay 4 2cc== 0. At

) . 200%
8x atquatlone P — o 3 CNL yy=m — 25y 4 d 82
F-4

minima = o. Sin fatuamus x == y=

s

WS I28X - 2883 200 ST 70K ~ 4ec T2

)

-_—
a
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quo valore in illa fubfituto f¢
___ I6x3  4axx 4~ sz + Scea + 240c

—

4% 3 axn = 2cen '
——~—, unds efficityp

Versm illa dat yom - w3 v

* a

16%3 1 Sanx L 4eex ] 2mce = (4% ~ 2) v (4283 L zaxs + 2acex)
quae ad rationalitatem perduGta dac ' A

235686 4 192am5 4 8042 54 423323 n 44 ¥ —2a3ccntgatc4 ’“-—:o
+128cc A96acc  + 48amcc & 16404 ‘ ' —

+ 1604 _ _ i

cuins radices, fi quas habet, reales indicabunt maxima vel mi. qu
; ,

. . ., dP 4 ] pr
nima fun&tionis V, i quidem P & == fiant quantitates eon

dem figno affeltae. i’
EXEMPLUM V.
Invenive maxima & minima buius expreffronis »
x4+ mxxyy +y ¢4aaxy + naaxy +aayy ==V, )
Falta differentiatione erit: qu
= 443 - 2mayy + 2nax nagy == o ‘
Q =4yt + 2mxxy + 248y + naax == o ‘ ¢ XL
quae aequationes invicem vel fubfraftae vel additze dant:
(4sm 4 gy F 4yp — 2mny + 2aa—uga )(x~—y)=0
(4%#“4&)/-{‘-4.)‘/}!‘{—2?]?&;?'}“2{34 + naa) (x-f—y):o ‘
quac divifae per x—y & wty, & denuo vel additae vel "
fubtraftae dant;
4t 4yy F 200 =0 & 45y e 2iMKY — nAs == O.
RAd
2(2-m)x
valores non admittit. Tres igitur habemus cafus: .
L Sit y==w, eritque 44% + 2mu3 + 200y - nams == 0,
unde fir vel x==o vel 2(2 - m) wx 4 (z+n)ae=o0., Sit
P

ve

pri

Ex quaram pofteriori fir y == , prior autem reales

Cy
" er

. it _
N:O: erit quoque ye= 0, atque ob ;i—;: szx_[_zm_})y%_ 270 23




CAPUT Xi 321

5{_,Q,_..___ 129y - 2mxs + 2424, Dhoc calt fiet V == o mi-

dy . . .
imum, fi quidem coefficiens «s fuerit affrmativus. Alrer

(n42)aa s of T
‘ dat  wx == — = uae realis effe nequit nifi
i afas . (m T2)’ q X q
' . 2 . . 72 2
#) fit .?.2_'_}—.—-— numerus Negativis . Sit ——— == —. /b 5
9 m 2 - m -2
4 oy = — 2kkm — 4kk—2, eritx—t ks & ym=tha. At
& | J
4 — 12kkan . 2mkkaa L 200 & .;lg: 12kkaa ] 2mkkan L2aa
dx . 4 . .
i - guae’ cutt fint aequales, erit V vel minimum vel maximuom,

prout iftae quantitates fuerint vel affirmativae vel negativae,

3 IL Sit y == — w, eritque 2(m - 2)a? == (2~ 2) aan ergo

n—2) aa ) . L
~=~—. Prior radix x=—o recidit i

: . 2(m+2. . (n~—2) a4a .

p_raccedentem. Tofterior vero erit realis fi——-—2""  {fueris

2(m 4 2}
X ar - ‘
quantitas affirmativa: & cum fiat ———=--g prodibic vel ma-
, dx dy
ximum vel minimuom.

- , naa \ st pd oo

IIL Sity == ———, erit 443 —e—— 2008+
¥ - 2(2— m)x . 2(2 —m)>x -
" wnad nnat .
- =o fen 4#++ 240m5 F ——=—1=0, cuius ae-
2(2 —m)x (2~ m)>

quationis nulla radix eft realis, nifi fit 44 guantitas negativa,

EXEMPLUM VL
Propofira fir bacc funtiio dererminara:
V = x4 y4—xk 4 xy —yy,
cuins valores manimi wel minimi invsftigentur .
Cum hine fiar P== 43 -284+y==0 & Q=ypi~z2y-+s=0o
ST ex priori y == 24— 4«3, qui in altera fubftitutus dat
256 %% = 38457+ 192 85— 4o + 3x =0, Cuius una ra-
L Xxx dix

0=

yel x=o0 vel xs=
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dix et #—o, unde fit quoque y==o. Ergo foc caf ok

4P d . , ;
— o yaam 2 &K Q = r2yy~—2 prodit maximum V=0,
dw ay .
Divifa autem aequatione inventa per » erit:
2968 == 38456 4 19204 — gown + 30, :
quac faltorem habet 4w — 1, unde fit gex =1 & x==F L~
dP  dQ
atque y=-t <, tum vere erit ~— == —= == I, Utrogue ergo :
e s ) de  dp ’ 1 S
. . ] ‘ I ',
cafu oritur minimum V == = 5 Sl

Dividatur illa aequatio per 4wsx— 7, atque obtinebitur
645 ¢ — Box+ + 28xx — 3= o0 :

quae denuo bis continet 4ax— I == o0 ; ita ut prascedens ca-
{fus oriatur. Praeterca vero inde ft gax— 3=o0, & ¥ ==

vy — r _ 4
! 3 ; cui refponder yzfﬁw Erit igitur quoque —:—g

i 2 2 dx dy
4. — id . | 9 i o
==7, 1deoque fiet V mmnnum::-—g— ; qui eft valor om-
, nium minimus, quos quidem fun&tio V reeipere poteft: &
hanc ob rem ifta aequatio V =~ %-—cc femper eft impoffi-

bilis. Hinc autem patet via determinandi makima & mink
ma funltionum , quae tres plurefve variabiles invelvuat.
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