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DE DIFFERZNTIIS FINITIS.

X 1is, quae in Libro faperiori de quan-
titatibus variabilibus atque funétionibus
funt expofita, perfpicuum eft, prout quantitas variabilis aftu

variatur , 1ta omnes ews funétiones variationem pati. Sic, fi

‘quantitas variabilis # capiat incrementum o , ita Ut pro #

: - feribatur v 44 @ , omnes funftiones ipfins «, cniufmodi funt
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Huiufmodi ergo alteratio femper orietir , nifi funétio fpe-

ciem tantum quantitatis variabills mentiatur , revera autem.
fit quantitas conftans , velnti »°: quo cafu talis fun&io 1n-

variata manet, uicunque quantitas x lmnutetur.

2. Quae cum fint fatis expofita, propius accedamus ad
ezs funftionum affe€tiones , quibus umiverfa analyfis infinito-

rum innititur . Sit igitar y * fanfto quaecunque quantitatis
varjabilis # : pro qua fucceflive wvalores In arithmetica pro-
greflione procedentes fubflitantur, feilicet: »; 5+ ;a2 @]
w30 x4-40; & ac denoter yT valorem quem funchio
y induit , fi in ea loco » fubflimatur x4 o ; fimili mode
fit yrr is ipfins y valor, fi loco » feribatur »4 2 & ; parique

ratione denotent 11T ; v v . &c. valores ipfius y, qui

emergunt dum loco » ponuntur 43 @; 4 40; 5 +350; &
ita ut ifti diverfi valores ipfarum x & y fequenti modo fibi
refpondeant .
%y n 0y w4205 8 o300y & f o400, w0 L 505 &
P E A L DL L A A
3. Quemadmodum feries.arithmetica % 5 » - @ ;# -} 203
&c. in infinitum continuari poteft; ita feries ex' functione p
orta y 3 y* ; y*%; &c quogue in ifinitum progredietur ,
eiusque natura pendebit ab indole funétionis y. Sic, i fuerit
y=wn; vel y—ax by feries y; 5 y11; &e. quoque erit

arithmetica : {1 fuerit y = Tie feries prodibit harmont-

ca: fi antem fit y == »*, habebitur feries geometrica. Ne-
que ulla excogitari -poteft feries , quae pon hoc modo ex
certa fun&ione ipfius » orirl queat ; vocari autem folet hu-
jufmodi fun@io ipfius », ratione feriel , quae ex illa eritur;
eins TERMINUS GENERALIS ; quare cum ommis feries
certa lege formata habeat ferminum generalem, ea viciflim
ex certa ipfins » fonftione oritur , uti in dofirina de ferie-
bus fufius explicari folet.
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4. Hic antem potiffimum ad dii:’ferentias,.qui'bus termi-.
ai feriel y , pr , g7,y &oonter fe dlfcrepané: at-
rendimus ; quas ut ad differentialium nataram accemodemus,
fquentibus fignis indicemus , ut fit A g
yl—y=Ay; pi—yt =Dyt Pttt By c
Exprimet ergo A y incrementum , qued funétio p capit , &
in ea loco » ponatnr x+o , denotante @ numerum quem-~
cunque pro lubimn affumtum . In doltrina quidem ferlerum
fumi folet @ =1 ; verum hic ad noftrum inflitutum expe-
dit, valore generali uti , qui pro arbitrio augeri diminuive
queat. Vocarl quoque folet hoc incrementum Ay ﬁm&mm&‘
y eius DIFFERENTIA , qua fequens valor »7 primum p
fuperat, atque perperuo tanquam incrementum confideratur ;
etiamfi’ faepius re vera decrementum exhibeat, id quod ex
eius valore negativo agnofcitur. ' ‘

5. Quoniam »7r oritur ex y , fi loco x foribatur
% +20 ; manifeftum eft eandem quantitatem efle orituram
fi primym pro » ponatur ¥+ @, tumque denuo x4+ @ loco
» ftatwatur . Hinc 7 orietor ex T, fi in hoc loco
x feribatur & 4-© ;- eritque ideo A yrincrementum ipfius %

quod capit pofito s +wo loco x; ficque A gt vocatur fi-

- mili modo Differemria ipfius pt. Pari ratione porro erit

A prv differentia ipfins p1t, feu eius incrementum , quod
accipit, {1 loco » ponatur » 4@ ; atque A yTI1 erit differen-
tia, feu Incrementum ipfius y111, & ita porro. Hoc pacto
ex- ferie valorum ipfus y, qui funt y; g1 ; yr1; gaur &,
obtinebitur feries differentiarum A y; A p1 5 A p11; &, quae
inveniuntur, fi quilibet terminus illius feriei 2 fequente fub.
trahatur .

- 6. Inventa feric differentiarum, fi ex ea denuo differen-
e caplantur, quamlibet 2 fequente fibtrahendo, orientur
differentiae differentiarum , quae vocantur Differentine Secun-
dae ; hocque modo per charaleres convenientifiime repraefen- -
tantur , ut fignificet : - - o

ALy
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LAy =Oy — Ay

JAWARS ::A;:: AT

A Ayt :A},I};;___Aylf

AA-};III:A};IV‘_AJ)III‘:'
&e

Vocatur itaque A Ay differentia fecunda ipfius y; A Ay df-
forentia {fecunda ipfics y* , & 12 poiTO. Simili autem modo
ex differentiis fecundis , fi denuo carum differentiae  Ca-
plantur , prodibumt differentiae _tertiae hoc mode fcribendae
Asy; Alyr; & hincque porro differentiae quartae £9;
A¥ gt &e. ficque ultra quoufgue libuerit.

7. Repraefentemus {ingulas has differentiarnm feries ita

in fchemate, quo earum NEXus facilins in oculos Incidat :

PROGRESSIO ARITHMETICA.
w3 who; st20; w30 ; at a0y #t59; &ce..
VALORES FUNCTIONIS . .

y; y‘l ;yll‘ ;yIII ;};IV’ ;yv . ; &C‘.j
DIFFERENTIAE PRIMAE.
A}) ; Ay.'l. ; AyII ; A};:HI' ; Ayzv, ; &ﬂ-

DIFE. IL  Ady; Adyr; AAyir 5 DAyt &

DIFF. [IL = Ay ; Oyt Ay &
OIFF. IV, © Aty 5 Ay &
DIFF. V. Asy 5 &

&ec.

quarum_guaelibet €x praecedente oritur , quofque 'terminos a
fequentibus fubtrahendo . Quacungue ergo funttione ipfius
loco » fobftituta , guoniam valores y5 , 911, yitt, &c. per
- no- -

et
[
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notas compofitiones facile ‘form@ntur , ex iis fine iabore fin-
oulae differentiarum. {eries ipvenientur . w
®" 8. Ponamus efle y = « ; eritque pI = & == ¥ - ®;
prr=wtl = a 20 & ita porro. Unde differentiis {umen-
dis erit Ax:m; Ayl =, AWIIZGJ; &c. 1deoq'ueé 0]3'.&1&?9
differentiae primae ipfius » erunt conftantes , ac..grom-_e 1 e.:-
rentiae fecundac omnes evanefcent ; pariterque dlfferelzaaifcl-
tiae, & fequentium ordinum omnes. Cum igitor fi xd__cz,
ob analogiam loco litterae o ifte gl?ara&er Ax commode ad-
hibebitur . Quantitatis ergo variabilis «, cuius valores fuccel-
fivi x, x7 , a1t x101, &c. arithmeticam progreflionem -con-
ftitnere affumuntur , differentiae Awx, AxT, A 17, &c.erunt
conftantes atque inter fe aequales;ac propterea erit Alx=o,
Alx=—o , D=0, ﬁcql}e porro o '

- 9. Pro valoribus ipfius #, qui ipfi fucceflive tribuun-
tur, progreflionem arithmeticam hic affamfimng , ita ut ho-
rum valorum differentiae primae fint conftantes, {ecundae ac
reliquae omues evanefcant. Quod etfi ab arbitrio noftro pen-
det, cum aliam quamcunque. progreffionem , aeque adhibere
potuiffernus ; tamen progreflio arithmetica prae reliquis omni-
bus commodifiime ufarpari folet, cum quod fit fimpliciflima
atque intellettu facillima, tam vero maxime, quod ad om-
nes omuino valores, quos quidem x induere poteft, pateat.
Tribuendo enim ipft @ valores tam negativos quam affirmati-
vos, in hac ferie valorum ipfius » omnes omnine continen-
tur quantitates reales, quae In locum ipfins & fubftitui pof-
funt : contra- autem fi feriem geometricam elegiffemus, ad
valores negativos nullus aditus patniffer. Hanc ob canfam va-
tiabilitas funftionum p ex valoribus ipfius & progreflionem
arithmeticam’ conftituentibus aptifiime dimdicatur,

1o, Utl eft Ap=—yt —y. ira differentiae ulteriores

quoque ex terminls primae feriel p, 1, prr, gir 5 &c., de-
finiri poflunt.

Cum
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Cum enim fit A pt == YT e P
L erit

ADy==yit—aytty
&
AAJ}I o gL — 2 Y1t 4 g2

ideoque
&ngAAyI—AA}/:yIIIn—ayII +3y1’..m.y-
: fimili modo erit -

At y-:_yxv_4_y1:;c+5y-1z__4yr +}’
As y:yvmsyrv+roy111mloyll+sy1 e

quarnm formularum coefficientes numerici eandem legem te-
nent, quae in poteftatibus Binomil obfervatyr . Quemadmo-
dum ergo differentia prima ex duobus terminis {eriel y; 97 ;
g1z 5 yii3 g &c. determinatur, ita differentia {ecunda determi-
patur ex tribus, tertia ex quatuor, & ita de ceterls. Cogni-
sis antem differentiis cuiufgue ordinis ipfius y, fimili modo
differentize omnium- ordinum ipfins y7; y3f; &c. definientur.

- 11. DPropofita ergo quacunque Funélione y fingulae eius
differentiae , tam prima, quam fequentes, quae quidem diffe-
rentiae © , qua valores ipfius » progrediuntur , refpondent ,
poterunt inveniri, Neque vero ad hoc opus eft, ut feries va-
fornm ipfius y ulterius continuetur ; quemadmodum enim dis-
ferentia prima Ay reperitur , fi in y loco & feribatur » 4- @,
atque’ a valore orro y* ipfa fanftio y fubtrahatur ; 1ita
differentia fecanda AA y- obfinebitur fi in differentia prima
Ay loco » ponatar x-+ o, ut oriatur Ay, atque &X'y a
A'yt fubtrahatur. Simili modo G differentiae fecundae Ady ca-
piatur differentia, eam fubtrahendo a valore,, quem induit,

fi~loco # ponatur #+ @, proveniet differentia tertla &% y;

hincque porro eodem modo differentia quarta Aty &

Dummodo ergo quis noverit differentiam primam cuinique fun-
Sionis invefligare , fimul poterit differentiam fecundam, ter-
tiam,

N
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iiam, omnelqu: fequentes invenire , Pf?ﬁﬂtﬂ'ea‘ quoé ?ﬁ;erﬁix_
tia fecunda ipfius y nil a_huil eft, nifi differentia 11(111[1ﬁ‘ ipfin
Ay; & differenta tertia: ipfius p nil aliud, nifi differentia
prima ipfius A Ay ; ficque porro de reliquis, o "

12. Si funftio y fumrit ex  duabus pluribufve partibus
compofita , ut fit y = r+.q j“”'_l'" &e. ; "tim t]_‘ilaé;ﬁ
yr = pt. gt J 1+ 8{(: y erit differenthA y___.AA_p
+ A g+ Ar + &, fimilique modo porro ~B8§ = F
+AA g+ AAr+ &y und: inveatio diffarellttarum, i
funftio propofita ex partibus fuerit compoitd, nOn parum
[icilior redditur. Quod fi vero funétio y fuerit produdtum ex
duabus funétionibus p & ¢, nempe y =p g, qua erit y* —
P: qr N & p1 :P-}-AP, arqueqr :g—;'—-[.\-g, ﬁ*&t plql'ﬁ;'_:
pqg + phg + gAp+ApAg, hincque Ay—pAg
+gAp+ApAg. Unde, fi fit p quantitas conftans = 2,
ob A s=o0;erit funionis y = # ¢, differentia prima Ay =
s A g, fimilique. modo differentia fecunda” AA y =2 AA g,
tertia A3 j{__-: 2 Ad g, & ita potro. ,

13-/ Quoniam ~omnis fun@io rationalis integra eft ag-
oregatum ex aliquot poteftatibus ipfius »; omnes differentias
funftionum rationalium integrarum invenire poterimus , i
differentias poteftatum tantum exhibere noverimus. Hancobrem
{ingularum poteftatum quantitatis variabilis « differentias m-
veftigemus in {equentibus exemplis .

Cum autem fit »° =1, erit A x° — o ; propterea quod
%2 non varlator, etiamft x abeat In x 4 ®.

Tum vero vidimus efle Ax=a; & AAx=o, {i-
mulque differentiac fequentium ordinum evanefcunt . Quae cum
fint manifefta a Poteftate fecunda incipiamus :

EXEMPLUM I

Invenive differénsias omnium ordinum poreflatis x2 .
Cum hic fit y==a2 , erit yr= (x4 )2, ideoque
Ay=awxiton; que eft differentia prima. Jam ob ®
quan-
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quantitatem confiantem erit Ady=a0p, & Alpm=o g
Diye=o; &

EXEMPLUM IL

Inoenive difforentias omminm ordinre poreftaris x*
Ponatur y == «3; &, cum fit yr=(» + w)

, o erit

Ay=jgouxt 3w ol

quae eft differentia srima . Deinde ob
L ANE=2 08T Ow

erit

A, goxx=600xT 36

A, gerg=gal; & A, osE=0:
- quibus colle@is .erit
. AAy=gwst Ol atque Mgz 6ol
Differentiae vero fequentes evanefcent. o

. EXEMPLUM HL

Fnvenive diffeventias omniwm ovdinkm poreftaris %%
Pofito y==u*; ©ob yI == (a4 @)
| erit
o AJ’: 4 6 43 +5 o &t +'4.'CO""9G + ol ,
quae ft differentia prima. ‘Tum €x praecedentibus eft :
AL 40 ud= 12 @ ar b 12 03w 4ot

A Bt wtem - o+ - 120xfSat
A, 4odx == . « '+ .. Faet
.A w4 ﬂ ' » L] - l-’ - ] O - i

tis colligendis erit differentia fecunda:
C AAy== 1z @'at 24 6% & - 14 W :
Quia deinde porro eft: .
A, 12 @ % e 24 03% 1 12 @
A 24l ss . o 240%
AN PR L

\

, © o pro-
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czpurlm n

prodlblt differentia tertia:
A y"“zx.].oﬁac—}-:vé&)’f
atque sandem differentra . quartas
. L. A 4 y = 4
qu?e cum fit conftans ,. differentiac. fequentmm- ordinum €vas
hefcent.

EXEMPLUM Iv..

- Invenive - d:jferenrms cuinfvis - ordinis - pore atis X" .
Ponatur _y_-x &, cum fit y"""“(w-{-co)”;;
yil = (e420)" '“..-'—-'-*‘(x—l—gco)" ;. & Poteftdtes:.
evolutae -dabunt:. ’ ‘
y =#"

g _-xrr_{__ mxu__l_l_nr’ﬂ-—-z) ?2(4-—-1)(72-—-—2)_“

- 1 - : T+ I.e.2.+-3.
. | . ‘ o5 x”“3+&c.2
yre=u" —]w—?f— 20811 < ﬂ(n_ 28 — 4% xn-—z n(n_“ I)(ﬂ—' 2)

I I..2. R S TN 5

Qi dxr—3 4 &ee,
| Hr— D{n— 2)
I 02 ’ I . 2. 1 i
_ 2703 %73 4 &ee..
: )’wzx"‘}‘ial.cox"—l_}._”(ﬂ—-_ﬁ 6&’;\:"“"'-[-”(”—-1)(”_‘2)'

I I‘..Z I‘- 2.-.3‘
64,,0)3 P I &c;.

- Hinc, differentiis fumendis, prodibit:
By =Lyt = Doe n--=+”(”“1) (=)

I..2 Cee 2w 3
63 w3 - &,
Ay '—"}_G«JN"""I-}-”(n-—'z)amﬁxn—z_}.n(n-_l) (72:—-2)
I.2 I, « 2.4 3 -
B2 7 003 w13 4 &eo

- 4




Iz cC4&4pPUT 7
‘A}/“'.mﬁ"mx”“‘!-}« P(ﬂmﬁsm: m-—-z_iq”(”'—' 1) (”“—2)
I . 2 I+2.3
" 19003#”"—3—]—&(:‘
'A}’f“‘r:‘f-mm”’“‘w-%-?-z(n _"-—Q 7 e m N (n—1)(n—2)
' 5y ‘ I. .2 T I3 3

37 00'5-3”‘“! -+ &e.
‘fumantur denuo .differentiae , atgue obtinebitur: ‘

7. (n»—-—I) (ﬂ-— )

-,AA}' '-n(rzwl)m x"““"—{— ~ 550 u--‘g_g_
' e 2w 3
?z('ﬂ—‘i) (7’;‘-—-—2)(72_— ) '

e 240 4%’*"“‘*—}- &e.

.I 3
&AyI’“ﬁ(ﬁ'——.I)ﬁJz Rl ”(?2—.1) (n—z)xz caﬁxf‘*‘s-g-
B 2 . 3 .
() (12 2) (2
_i_.,f.__.l.ﬁ-;(.n_._j.);.(j?_ 3) So a6 ¢ ;;ﬂ—-q. -T- &C:
- 'Mﬁ’llm”(”“"l)wz ”‘“"'ﬁ“ (ﬁ;l) (ﬂ 2) 180 %% ,-—3-!—

” (n-—- I) (-~ 2)(7«z--3)

: I.2.3. 4
Ex hls pcr fubtra@ionem -ulterius ernitur

ﬂ(ﬂ- I)(*z-—z)(?z- 3)

110&)%*‘“4-{-8@

ASyr—plp- -2 ) 2a Y #—
Dy n(ﬁ 1)(?2 2)co - 2 a4 9603%: 4-}-— _
&e,
_&By ?2(72*1)(?2——2)0338:“ 3+7i(-ﬁI—Q(ﬂ—:-Q@ 3) co4a¢""4+
. . « 24 3. 4 .
&c. . S '

atque potro -
Atyz=rn(p—1) (7—2) (p—3)ees "+ &

14: Quo lex, fecundim quam’ iftae differentiae poteflatis
. R




"2 ' i fpic namus primo brevie
—"*) : #* progrediuntir , facilius perfpiciatur, po P o
&.c' tatis ergo: .
-2 . o
(—1)
o n
gc. - :rz(n-—I
- . | . B —_— ,__;. . B
n(n-—1)(n=—2)
C = T
: r 23
D — ” (n-- I) (n—2) (7:-—-3)
8({': - f . 2 3 - 4
.. E nin—1i)(n—2z)(n—3) (n~~4)
B : T I 2.3 4.5
" -.‘ &C.

S Deinde fequens formetur Tabula, quae pro ﬁpguhs. differen-
tiis lnferviet. : :
yii;05050505 05 o3 o ;. o ;§<Cc.
, Ay(o; 1515115 15 1 ; 1 ; i 3 &G,

: Afplo; 0525 65145 30; 62 ; 126 ; 234 ;&

ke 1 I ? b] b ‘ &
“ . Adylojo; 0565365 150; s40; 1806.; s706 ;&C
A'yio; 0; 0; 0, 4; 240; 1560; 84co ; 40824 ;&c
Bbyio; 0505 0; 0 1207 18co; 168co; 12600C0 ; &
o Aby 0305050505 o ; 720 ;5 15120 161520 ; &cCe
: A?ylo; 6; 05 0; ©5; O ; 0 . sc40; 141120 ;&C

] b)
in. qua Tabula numerns cuinfyis ferie; invenitur , i eiufdem
ok ferier praccedens  ad numerum  fupra pofitum addatur , atque
- fumma per indicem chara@eri A infixum  multiplicetor. Sic,
in ferie differentize A5y refpondente, terminus 16860 jnve
nitur, fi praecedens 1800 ad fupra foriptum 1560 addatur
atque fumma 3360 per s multiplicetur, |

15. Tabula ergo hac confineq ,. Bingulae differentiae
tis Poteftatis »"=y fequenti modo- fe habebunt :

‘ 'A_y' .
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Ay o= A owr T Bo? gt e Catar~t D aia?4 +
Bec.
Aty = 2Beramrt 6 Cas 53+ I4Dco4x”-'++'
&CJ ‘
6 Coixt 3+ 36 Dwta?"d 4 150 E@s4™ % +-
&, '
bty = 24.D034m""4—}-24ohm5x” 5-}-136015“0) x"6
&Cl - .
Geperatlm  autem poteﬁaus %" dlfferentla. ordmls
D7y, fequenti modo exprimetut . |
- Sit- _
__n(n—1) (B=2) . o o (e B )
I . PRV -"g e s ."". o"" #s : >
. . ] » vooe Lo
K= —— I
o mt ‘
p—m 1
— e K 3

—  mta
g o 2

i

u./}aa;z

" few

M =S L
2 _
S;s:v '
Demde Vero ﬁt* o : )( ;
" ) =1y (m= 2
— m______, -—% i v—""—""' m_-.z
= 1 (rm ) + R ( ) 1.2+ 3

(—3)" F e

g-_—;mm -f«;_..i?.(m_l)m—}—;+__(_. )(T‘ﬂ 2)””"‘}' “m(m—l)(m-z)
— i ‘ : B

.2 I 2 e 3
(m—=3)" T+ &

(1), rm=2)

S w7 oy
== ™ a7 (e g Y ..;.]..1_!_, Wi m-{-z
g=mm ~Hae— (m=1)? T ( )T
, . (m*'-" 3) » —1-2 + &Cl
quibus valoribus inventis erit
Lw™ -2 N” —1i=2 &C-

A”‘y_ﬂa Immwn—-m_i_g Ko™ I gy _]_?
o
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i s rati 1 ifferentiae ex
cuius expreflionis ratio €x modo, quo fingulae differentiae ex

. valoribus y, ¥, 9", ", &e eliciuntur, fpontg fequitur .
: 16. Ex his perfpicuum eft , fi elponens 7 fuerit name-
- rus integer affirmativus , tandem, ad differentias pervenird con-
-y ftantes , hisque ulteriores omnes effe == 0. S}c erit
[-4 A, = _ ®
AL X = 2 w°
" ' D3, 23— 6wl
‘ AS I U W T
| & tandem

A7, X7 I 2 30 o o o+ 7m @7

I

Omais ergo funflio ratiopalis integra tandem ad differentias
conftantes deducetur . Scilicet , funftio ipfius » primi gradus, -
o x4 & differentiam  primam iam habet conftantem == # @ .
Funétio fecundi gradus « xx + &x ¢ differentiam fecundam
habebit conftantem = 2 2@ o; funltionis antem tertii gra-
dus differentia tertia erit conflans ; quarti quarta , & ita
porro.
17. Modus autem , quo invenimus differentias poteftatis
~ #", quoque latius patet , atque ad eas poteftates , quarnm
2} exponens # eft numerus negativus , vel fraltus , vel adeo ir-
s rationalis, extenditur. Quod quo clarins appareat , differen-
tias tantum primas praecipuarum huoiufinodi poteftatum  exhi-

3Ce bebimus , quoniam lex differentiarum fecundarum ac fequens
ﬁ tum non tam facile cernitur: erit ergo,

83;091 , A, x = o

-2) A x* — 20 » 4 o

— : A&y = 30 2 4 3 w'x 4+ o .
S, A xt == 4@ x3 + 6 oy + 403 2 ot &,

. Simili medo wvero erit
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® @* @ .
A. ] e ——— S + . - @ - e &;‘3,_‘
* a0t + 3] . 204
o* 603 ’
A' x“—z: Wan—— ?—:—C;‘)" + 3_— b i— . * '] L} . &C&
X3 x x5

E* 106

w5 A

fe¥)
Anxd:‘)’:"—i’: +
2t

: @ 106" 2003 .
A gzt p L
) 208 X o &7 . .

Et inde pro reliquis.  Pariter erit

. 2 1
-A. x'lz -::- mI ——— GJ 2 + ﬁ)"s L . - . . &C:;n
2x* 8x=  16x7
I 2 v
NP L AL ST LA 28
>
%3 oK’ S1x:
¥ & 36° Sog%
Ax=azse— — - — e e &
25* Sx* 16%*
: @ 26 1403
S.x [t 1+ 7 — 33+' .‘_ PR &C-
- ' T ox? GBIt :

18. Apparet itaque has differentias , i exponens ipfius
# non fuerit numerus integer affirmativus , in infinitum pro-
gredi , fen ex terminorum numero infinito -conftare. Inte-
rim tamen eaedem differentiae quoque per expreflionem fini-
tam exhiberi poffint. Cum enim , pofito




# I :!:

a
KN

. unde , fi fratio in feriem convertatur, prodit exprel-
X0
fio fuperior. Simili modo erit
‘ ‘ I
" : Axpr=06L=_T — '_

xx  (wto) x>

atque pro irrationalibus erit _
el s . . I . I‘ . m )
. AV x=v(xto)—Vvx, &A'\fx = e e
2 ‘ quac formulae fi more folito in feries explicentur , fuperiores
expreffivnes praebent . _ :

19. Hoc vero modo quoque differentize fun&ionum’,
five fraftarum five irrationalium , inveniri poffunt : fic i

. ' uacratur differentia prima fra@ionis —_t ona = g
c q P aw - xx ponatur y T
L ' I &, quia eft y1 = - erit
o a7 aa txx 4 20x 4+ o
Ce ' -
E o
‘ Ay=b 1 — ——F
an + xx aatxxt205ton aa - xx’
‘ quac expreflio quoque in feriem infinitam' converti poteft.
o Ponatur 4« = =Q; -
+ x % P,_& 2mx+co.me,
erit
L1 Q. QO
o PFQ T B Ty Tk
- & i
. 2 X
ns Ay:—-—-l% +- %'—m91+ &c.
‘0= .. i P+
o Reftitatis ergo loco P & Q valoribus erit -
) . Ape= At 202ten | gooxrdqedicdo
_ an - xx (a4 +.a.;x)= . (ea+ 2 x)
- P___?m?x?-{—xzco*w-f-émix—!-ms -
.y . ! O 3
¢ ET T T &
| | (@

- qui
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qui termini fi fecundum poteftates ipfius ® ordinentut exit:.
A X 20X 0* (3x5—aa) 403 (o3 —daix)

aatxx — (aatxm)® (em-{zxx)T‘__' (aatun)t
&c.

20. Similibus feriebus infinitis Jdifferentiae funétionum
{rrationalivm quoque exprimi poffunt . ‘ ‘
Sit prog:oﬁta ifta fundtio ye==v (satwnu);
& , cum fit gt m\f(dﬂ+xéc+2mm+ww),
pornatur antuge==P & zmx-]—mcomq
S A g e QR Q.
et By=V(P+Q)—VP= U5 8py T T6PEVE
Bc. |
unde fiet

2 0 400° %% 4003 004
Ayz=A, = —
y = v (ﬂﬂ+xx ) 2/ ( aat xi%.) 8(g4-}—xx)\/ (m-l—xx)
ve ' - &e

L I

Wx 248wt ' - 2403 %

= &T;Z+xx)+ z(ﬂ¢+xx,)\/(a§+xx)'*”- 2(aatsioe ) V (antee)
: Ce -

Hincque adeo colligimus fon&ionis cuiufeunque ipfius », quae
fit ¢, differentiam hac forma exprimi pofle, ut fit. |
Ayz=—Po+Qu2+Rw3 1St + &e.

exiftentibus P, Q, R, S, &¢ certis ipfius # fun€tionibus,
quae quovis cafti ex funétone y definiri poflunt «

21. Neque etiam ex hac forma differentiae functionum
tranfcendentium  excluduntur , id quod ex fequentibus exem- .
plis clarivs apparebit- ‘

"EXEMPLUM L
Invenive differentiam primam logarithmi éypeﬂmlicé
L | ipfins X _
Popmatur y=lx; & cum fit 3 ==l(xto),
' erit



XC

nag

US4

am
ent-

it

c APUT L o ‘ Iy
erit .
' I
1__yzl(x+m)---lw*::l(1+-;).. :

m logarithmum fupra docnimus pex {eriem in-~
qua adhibita, erit

Ay=)
J(—Iuiuﬁnodi aute

' rimere ;
finitam €Xp > ) - o
_o 9% e S e
x 20X 33 4%

EXEMPLUM IL

mive differentiam primanm guantitaris €xponcy

Invy pr?
rialis a*% .

Pofito  y=a* erit y7 e—grito == p¥, 2% 0
at fupra oftendimus efle

l w*(la)2 o’ (la)3
av =1 07 —( ) + ¢ +  &o
I. 2 I. 2. 3
quo valore introduéto erit ( )
wole | aw(lz)? ¥ lant '
= 1 sy Dy oz ‘ :
Ao .;f y=5 I. + I. 2 I.2.3 +
&c.

EXEMPLUM IIL

In circulo y cuius vadius =1 , invenire differentiam
[finus arcus X,

Sit finy=y, eit pt=fin(x+an),
. unde Ay==yt —y=fn(x+o)—fnx.
At eft  fin (x4 o) =rcofw.fin x4 fin o.colx,
atque per feries infinitas oftendimus efle,

w2 ot wo
cof = 1 — -4~ e -+ &e.
I 2 14234 1.2.3.4:5:6
& :
‘ €03 639 b w7
fin == @ ~- ——t - &,

123 123045 1203040567
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quibus feriebus fubflitutis erit:

(% 03 , ot ca¥ :
A finw=o.coln = — finy~ —cola+— finx 4 ——.cof & =
2 6 24 120
H&Cu'

EXEMPLUM IV.

In civeulo cuius vadins = 1 invenive differentiam
cofinus arcus . X

Pofito y=—cofw, ob y! =col(w+)
- erit  yt = cof@.cofw —fine.fin e
- & Agy==colw.colx —fine. finx—colsw
Seriebus ergo ante expofitis adhibendis prodibit :
7

@ [r)] w4
A colx=—owfing—— cofe+ — finx+ — col—
2 5 24

&c. ‘
~ 22. Cum igitur propofita quaconque fun&ione ipfius x,
#ve algebraica five tranfcendente, quae fir y , eius differentia
prima emfmodi habeat formam ur fir:
Ay=Po-4+Qo:+4 Ra? +So+ + & ‘
fi huins differentia denuo capiatur, patebit differentiam fecun- 7
dam ipfius y huiufmodi formam effe habituram :
- AAy=TPoo* + Qo +Reut+ &c
fimilique modo differentia tertia ipfius y, erit hufufmodi -
Asy:;:sz +Qaut 4R+ &
ficque porso. -

»

s
ﬁn e

I20

Ubl notandum eft litteras P, Q, R, &c. hic non
pro valoribus determinatis adhiberi , neque eadem littera in
diverfis differentiis eandem functionem ipfius « denoteri : ideo
enim taptum iifdem litter]s utor , ne fufficiens diverfarnm
litterarum numerus deficiat. . . ,
Ceterum iffae diffeventiarum formae probe funt moram-
dae, cum in Analyfi infinitorum maximum wfim offerant.

) 23
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23. Cum igitur modum expofierim -,d%lnzqe Cl.l.llg‘v}s é‘gn_
ionis di ia prima o differentiae fequen-
. &ionis differentia prima , €x eaque poIr ! valoribugqﬁm_
tium ordinum inveniri queant; quippe quae &x )
ioni Qivis g1, yif, yuir, yiv, &c. reperiuntur :
Gionis y fucceflivis g, yit, yiit, St ST
vicifim_ex differentiis ipfius y cuinfque ordinis datls , nti
ipfi variati valores ipfius y elicy poterunt. Erit enim

=ty

y! :y—-l—q_‘ﬁy +Aly

yi=y+ 3_Ay+3AAy+A!y

yv =y+'4Ay+6AAy+4A3y+A4y
' &e.

ubl coefficientes numerici iternm ex- evolntione binomii na-
feuntur . Quemadmodum ergo y* , ¥, yri , &c. funt Vi~
_ . lores ipfius y , qui oriuntur i loco » fucceflive ponantur hi
a- valores x4+ o, x4+ 20, x.-{— 30, &c. ftatim _ya.lorem ipfius
9 aflignare poterimus, qui prodit fi loco & {cribatur x4 %o,
erit {cilicet ifte valor: AL

)

3

I, 2 I. 2.3

Hincque adeo etiam valores ipfius y praeberi poffunt fi »
fuerit numerus negativus. Sic ; fi loco « ponatur & — o,
funétio y abibit in hanc formam :

y— Oyt Ary— Ay + Asy — &,

. fin autem loco x ponatur » — 26 , fan&io y tanfibit in:

o y—2Ayt3lry— g M3yt 5Aly — &

n 24. DPauca quaedam addamus de methodo inverfa, qua,
fi detur differentia , ex ea ipfa illa fimcto ,  coins eft diffe-

- rentia, inveftigari debeat., Cum antem hoc fit' difficillimum

atque faepe numero ipfam analyfin infinitorum requirat , ca~- -
. : {us
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fus tantum guoflam faciliores evolvamus: ‘Primum igitur,
regrediendo , fi funtionis cuinfpiam. differentian: invenerinus ,
vicifim hac differentia propofita , ipfa illa funétio , . unde eft
pata , exhiberi poterit. Sic , cum fanSionis « x4 diffe-
rentia fit #® , fi quaeratur cuiufnam fanStionis differentia fit
oo refponfio erit in promtu, eam funtionem effe ax+ 5.
In hac 1gitur reperitur quantitas conftans &, quae in differen-
tia non inerat, & 'fqua.e propterea. ab arbitrio noftro’ pendet .
Perpetuo autem fi " n&ionis culnfris P differentia- foerit Qs
quoque fun&ionis P 4- A , ( denotante A quantiratem quan-
cunque conftantem., ) differentia erit Q. Hinc, fi ifta diffe-
rentia Q proponatur , funfiio , ex. qua “ea, eft orta, erit
P+ A, atgue idcirco determinatum valorenl non habet, cuin
conftans A ab arbitrie pendeat.

23, Vocemus cam fanGtionem quaefitam cuius differen- -
tia. proponitur , SUMMAM quod nomen commode adhibetur ,
cnm quod famma differentiae oppont folet, tum etiam, guod
fan&io quaefita revera fit fumma omninm valorum pracce-
dentium. differentiae . Quemadmodum enim eft y1 = y+ Ay,
& yri=y 4 Ay + Ayt {ivalores ipfins y retro continuen-
;) ita, ut is, qui valori.x -— & refpondet , fcribatar y1
huncque p:apc@dens y11, & quiultra praecedunt yz1r, y1v, §v &e.
hincque feries formetur retrograda , cum fois differentiis ©

yo3 g g oy g Y
Byy ; Ayv 5 By Ayis 5 Bys

o erit
ymAyx + y1
&
. ob y1==Ayn Fyi, porrogue yu e= Ayris 3 yraz

] erit uthue
yE=Ay: S aAYIT +&A}’11: + Ayt Ayv
B '

oo
30
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cuius differentia eft &y, fomma omniun:

fizque erit funétio ¥, ' 2%
um differentiae Ay, qul orlunfur, fi loco %

valorum antecedentium
feribantur valores antecedentes & =0 ; ¥ == 2 % — 30; &

26. Quemadmodum ad differentiam denotandam ufi fu-
mus figno A, ita fummam indicabimus figno = : filicer, ft
fun&tionis y differentia fuerit = , erit z==Ay; nade, fi y
detur , differentiam = invenire ante docuimus. Quod fi autem
data it differentia z , elufque fumma y reperiri debeat , fiet
y== S =z; atque adeo , X aequatione z={Ay regrediendo,
formabitur hacc aequatio y==Zz ; ubl conltans quantitas
quaecunque adiici poterit ob rationes fupra datas; ex quO,
aequatio z==A4y, fi invertatur , dabit- quogue y+==2z + Ci
Deinde , cum quautitatis ay differentia fit aDy=az, erit
S gz—ay , 11 quidem 2 fit quantitas ‘conftans. Quia ergo
eft Ax—w 5 ert Z‘wzx-}— C & 2{103:-1‘4@;—]—(: H atque
ob @ quantitaten conftantem , €rit S or=wnxs +C ;.
S @ =w?x-4 C; & ita porro. | '

2y. Si igitur differentias poteftatum ipfins & fapra in-
yentas invertamus, erlt .

p— . : ®
Sw == & ; hincque 21 = =

Deinde habemus

2 (ZG)M'I"‘&)Z):A';Z;

unde fit
ne W X2 %
Hom e g Smm T e
= R o
Porro eft
s (goxxdgezs o)==
feu oSt 3er Syt o} 1=
ergo Exz":..‘__-s-mzx___igl
feu Ex:”_“ o o

Sy o
36 2 8 {imi-
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fimili modo erit’

' " x4 30 . ¥ ,
: S ormm — —-——gaa-—--co?gm-—--—gz
. 4D z L . |
whi, fi loco g, S« & 1 valores ante inventi {ubfti- y |
tuantur , reperietur : ‘ | , |
at PER
gaﬁm————_-{—__ﬂ-n 3 X
4606 2 4 ) :
Deinde , cum fit
&5 . ‘ o oY
= gt = —d S # —20 S0 F a2
50 _ |
erit,’ adhibendis fubftitutionibus :
A I . |
Ex"ﬂ-—-—-.—-_x%»}—“mxa.@ — 7Y
| 9 2 3 30
fimili modo wlterins progrediendo reperietur
. e
®

7 C
u I
7@ 2 2 . 6

quas exprefliones infra facilins invenire docebimus .

28. Si ergo differentia propofita fuerit fan&io rationma-
lis integra ipfius », eius fomma , (feu ea fan&io , cuins ea
oft differentia ) ex.-his formulis facile invenitur. Quia enim
differentia ex aliquot poteftatibns ipfius conftabit , quaera-

fur uniufuinfque termini fumma , ompefque ~ iftae fummag
colligantur .

EXEM.

#,
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EXEMPLUM L
sur funtio , cuins differentia fir == an - b e

!
i
!

Duaera
- : terminorum fummae ope formm-
Quaerantur {ingnlorum. term LML
‘ ' larum ante inventaram , €rit .
ax’ axx a4
LK K T e e
= 30 2 6
5 EE: bu.
cohbly —. . ——
& = 2@ 2
[
R
atque = ~

Hinc colligendo has fummas erit

w~b 40 ——3 506
s (axxt-bute)= —3%—3&:3 -———a—--)- x* - ( 3 ) x4 C

20 6w
quae cft funtio quaefita , cuius differentia. eft awxtbs+ec.

EXEMPLUM If.

Quacraruy Junttio y cuius diffeventin eft x* r—2.0" & of et

- Operationem fimili modo inftituendo habebitur. ,
I I I o 1
S gt == K5 = K S 04D e 3
56 2 3 30
d &
. 20 w?
i —_S20t =, e — RN — K
3
) .
n | atque
E« ! . + 2 G34 f— . . . L) . . * » "!"' CO'; g
e unde fun&tio quaefita erit:
I I I I
e S g —— gy @3 e 2 +2 g --
34 2 3 30 :
i D Si

* .
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Si emm hic loco » ponatur gt
fultante {ubtrahatur ifta inventa, remane

tia #t — 2% & 0 .

29. Si fumumas, quas {pro- pote

smus , attentius infpiciamus., 1 terminis primis, fecundis
rertiis mox quidem legem obfervabimus , qua illi- fecundum

fingulas poteftates progrediuntur
sum lex non ira eft perfpicua ,
genere inde colligere liceat.
‘docebitar efle:

sl
I W

L7 . —

i S - —y .

2 2.3 6

r m(ﬁ-—ﬂ)(?z-—z_)f:fg

Ze 3- A C;

L3 [

6 2. 3= A

5. 0. 7

. . (r—6)e7

S e g

10 2. 3
§ a(n=—1) « « =

E » e,

- L pu—

6 2. 3 e s

L 691 n(m—I) « .+ o

. I0. KX

2E0 2 e 3 ° . .

+33 Ez(?z—*,l) R

. (n— m)cb"S

AT me———ti ———

2z 3 .« s e W I4. I5
3617 n(n—1) - . - (n— 14)0°F
T T 2. 3 . e e 16. 17
43867 n{n—x) . .« .« .+ . (n — 16)0'7
R T N R 18‘.‘_I9
1222277 A(E—1) « . . . .+ (2T 18) 69
° | . . 20. 2I

110 20 3 e e e s

atque 2 --qumti;fzate T
hir propofita differen-

flatibus ipfius & mveni-

5 @t

reliquorum autem termino-
ut fommam poteftatis 47 10
Interim tamen in dequentibus

-3

r n(n-—1) (p—2)(n— 3)(m— )t
= . _ : T

37 ]
T

3 e
xl iz

v N”"‘— E.s

xn'"'"ls’
e 7

=19

wfr
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. . (w—20)e

854513 7 (2 — 1 . . 2
+ 2 - 3 e e e e e 22, 27
£ — T -
1181820455 7 (7 — D) .. e e (m—22)E% 1
— 546 ) 20 03 0 . e ww 240 24
76977927 7 (—1) » « « . (7 ~—24) G‘?af LE
T TS 3« o« e .o« 260 27
23749461029 n(n—1) . . . . (p=—26)0¥
30 2. 03 . e e 28. 29
8615841276005 n{(n— 1) . ______L’f.:__ﬂf?_?f J—
462 N 3 + o . 30. 3%
&c.. +C

cuius progreflionis praccipuum momentum in coefficientibus
mere numericis eft fitum, qui quemadmodum formentur, hic
locus nondum eft, ubi exponi queat . _

30. Apparet antem nifi # fit numerns integer affirma-
tivus, hanc fummae expreflionem in infinicum progredi , ne-
que hoc modo fummam in forma finita exhiberi pofle. Ce-
terum hic notandum eft , non omnes poteftates iplius s
propofita «? inferiores occorrere ; defunt enim termini
=2y xn 4, w6 48 &c, quippe quorum coeflicientes
funt — o, etiamfi termini fecundi x7 coefficiens hanc legem
non fequarur, fed fit =—-—3%. Poterunt ergo huivs efpreflio-
nis ope fummae poteftatum , quarum exponentes funt vel ne-
gatvi vel fra@ti m forma infinita exhiberi folo excepto cafis

. . st I
Quo 7 —-— 1, quia tum fit terminus @:{_—I)—E) obwt+1==o0

infinitus . Sic, pofito 7 == ~— 2 ; erit

"Dz

M



69]: ’ I

ot | Clow | °Taiwtt 210 I3a
g 33 .,_m.l_g_._‘ 4 "..-_—----3 617 0315 St "'&C‘
Trgats . 3o 17a?

1. Si ergo differentia propofita fuerit poteftas ipfius
# quaecumaque , elus fumma hinc perpetuo aflignari, fen fun-
ftio, cuius ea fit differentia, exhiberi poterit. Sin autem
differentia propofita aliam habeat formam, ut in poteftates
ipfius #, tanquam partes, diftriboi nequear, tum fumma dif-
ficillime ac faepenumero prorfis mon inveniri poteft: nifi for-
te pateat, eam ex quapiam funétione efle ortam. Hanc ob
caufam conveniet plurium fun@ionum differentias inveftigare
eafque probe notare, ut fi quandp huinfmodi differentia pra-
ponatur, eius famma, fen fan&tio unde eft orta, ftarim exhi-
beri queat . Interim tamen methodus infinitorum plures re-
gulas “fuppeditabit, quarum ope inventio fummarum mirifice
{ublevabitur . ‘

32. Facilins autem faepe ex differentia propofita reperitur
fumma quaefita, fi haec ex faQloribus fimplicibus conflet, qui
progreffionem arithmeticam conftituant , cuivs differentia fic.
ipfa quantitas . Sic, fi propofita fuerit funftio (- ® )
(w420 ), eins differentia quaeratur : quia, pofito » - @
loco » , haec fun@io abit in (w420 ) (x- 30 ), eius dif
ferentia erit 2@ (#-+20). Quare wiciflim , fi proponatur

differentia 2@ (w2 ), cius fama erit (w+e) (wt20),
hinc ergo erlt -

S(at20)=L (xto) (vt20).
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Hkn) o)
li modo, fi propopatur fintio (x+nw)(x
Cs‘llnmu 111? eius dlf}izezcnua 20 (xt (nt1)e) ert

p> (x—]—(n—{-I)C‘J)::;a(x—}-nw)(x-}-(n+1)m)
&
3 (xtno)= —I—(x+(n~—~'1)m)(x+nm).

2. Si funélio ex pluribus fattoribus conftet , ut

LS8 )

ity 2 (at(r—1)e) (n4n0) GH(nt1)0);
: cum fit ‘
g (om0 (o (rF 1)@) o (nF2) @),
erit
Ay=se(stna) (st(rt1)e)

ac propterea
= (oot ) (oo (b1 Yoo )= — (x—i—(n-uI)GJ)(x+7zco)(x+(n+ I)co\

Pari modo reperietur eﬁé

Z (#4n0) (st(nt1)e) (x+(f»+2) ®) =
S GHO—0@) @ +00) (ke ¥DS) (4 (+2)9).

unde lex inveniendi fummas, {1 differentia ex plunbug hotuf-
modi faétoribus confter, fponte patet . Quamvis autem hae
differentiae fint funéhones ratiopales integrae , tamen earum
fummae hoc modo facilivs reperiuntur | quam per memodum
praccedentem.

34.  Hinc quoque via patet ad differentiaram fra&arum
{uimmas inveniendas. Sit emm propofita fraftio

1 . ] I
—; quia erit yI =

Ji—

'x+-nco (7t 1)o

erit
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erit

\

I v 3

1 . o
Ay= gt (nt1)e _- AT (N"I"?Z&))(sd'{’(ﬂ"i“’-{)ﬁ;)

ac PfO-PtEI‘ ea

I I o
= (stno) (e (ntr1)o =T w 55 ®
| Sit porro
Y= ¥ ne) (wt(nt1)e)
' I
o= L rF)e) (s (aT2)8)
erit

, —2 W .
Ay = Tme) (s (r P Do) (s (7 F2)0)

Hinc ideo fiet

2 (atno) wt(ntri)e) (F(it2)o)
m‘zca (wt+nw) (¢+(zt1)a)

Simili modo erit porro

I
2 (o) G r Gt Do) @+ F2)e) @r(Es)e)
—1 I
= 2o (atne) (xr(rri)e) (#+(2ta)e)’
Modus ifte fummandi prbbe eft tenendus, quia -

huinfmodi  differentiaram fummae per praecedentem metho-

dum inveniri non poffunt. Quodfi antem differentia infuper .
ha-
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vel fafores denominatoris non in
: arithmetica Progreﬁ]one procedggt, tnm tutlﬂ?nus' 11;?dus fm
) veftigandi fummas eft, ut differentia propolita in fuas ira-
' &iones fimplices refolvatur, quarum fingulae et fummari
nequeunt , tamen binis coniungendis toties fumma mveniri
poteft, quoties id quidem fiers licet , tantum enim erit dif-
piciendym’, utrum fumma ope huius formulae inveniri queat :

I I

C1
= w4 (nt1)0 = x+nrno xt+ro
etfi enim npeutra harum fummarum per fe exhiberi poteft,
tamen earum differentia cognofcitur . .

36. His igitur cafibus negotium redit ad refolutionem
cuinfque fra&tionis in fraétiones fuas fimplices , quae in fupe-
riori libro fufius eft oftenfa. Quemadmodum ergo eius bene-
ficio fummae inveniri queant, aliquot exemplis docebimus .

r

!
;
4
H
,1
h

habeat numeratorem ,

. EXEMPLUM L
Quacrarur fumma , cwins differenria fiz
ga+20
w(xto) (vt20) .

~ Refolvatur haec differentia propofita in fias fraSiones
fimplices, quae erunt

I

—_—

I I I 2 I
w0 x 0 xte ® xyteom
+ Cum 1am fir ex {uperiori formula :

a} I

e ——

5‘ - atro st(nt1)e stan
.‘ ’)l- I

4 , erit = —_=Z —

i Iy x @ x

o Hine erit famma quacfita




cedat, fignum hoc eft, fammam inveniri non pofle.
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uae eft famma quacfita. Quoties ergo hoc modo figna fum- |
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