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PROBLEMATIS GEOMETRICI.
~ AVCTORE
L. EULERO,
~ Problema.

m,_w'Datis Diametris coniugatis E e, F f cllipfis tam magni-
Fig. 1. tudine quam pofitione , inuenire axes coniugatos
tam magpitudine quam longitudine. :

Conftruétio.

| Tungatur EF, et ex centro ellipfis C ducatur recta
CGia vt ang: FCG—uag: ECF; tum ducatur
FGita vt ang: CFG=ang:CEF ; ficque triangu- -
fum CF G fimile fiat triangulo CEF. Deinde inncta
¢ G angulus Ce G bifecetnr reéta ¢ H buicque ex centro
C parallela educatur C1I, huicque conflitnatur perpendi-
calaris C K, quibus recta per E alteri diametro ¥ f pa-
rallela a&a IEK occurrat in punctis 1 et K. ExE
porro tam in CI quam € K demittantur  perpendicula
EL et EM, atque in CI capiatur CA media pro-
portionalis inter C L et CI, itemque in CK capiatur
C B media proportionalis inter CM et CK, et CA
et CB femiaxes principales ,tam pofitione quam magni-
tudine , determinati,
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Alia- Conftruétio.

Sinpt CE et CF femidiametri coniugatac, {tatnatut
ED=EC,vw CED fit triangulum . ifofceles , et ca-
piantur E G = EH — CF, inngatur C H ipfique paral
lela ducatur G 1 redtam ED fecans in I. Per I aga-
tur C1 K —=CE, iunétaqgue E K bifecetur in M , erit
recta C M pofitio alterius axis, eique, perplendicularis CR

Fig. 2

pofitio alterius axis coningati.  Ex F demittatur - quoque

in C M perpendiculum E'N, ‘quo. produdto.in L vt fit
NL —FN emnt EK e FL ordinatae ad axem
CM, et cum infaper. dentur tangentes in E et F et
in L, eft enim tangens E P, parallela CF et tangens
L Q parallela CK , hinc virinsque femiaxis quantitas fa-
cile determinatut. = Erit. nemnpe alter femniaxis C A me-
dia 'proporgionalis inter CM e CP, et alter CB me:
dia proportionalis inter CR et CQ dutta LR ad €CQ
perpendiculari. : L _

~ Alia Confiruétio. . B
Cum dismetsi coningatae’in centro fe ad angulos obliquo:
intufecent , quorum alter acutvs , alter obtufiis, eligantur
binse femidiametri coniugatae CE, CF angulum dcntum
ECF conftituentr, flataturque- vt anote ED—E C,ac
fat EG—=EBEH=CF¥F, tum .da@se, CH per G:pa-
ralela agator G 1: junéaque C I angulus E C1 bifecetur
recta C U, quae aequalis capiator mediae proporticnali
inter C Eet CI, eritque U alter focus : vnde fimul alter
e regiope fitus habebitur : Datis antem focis et puncéto in
ellipfi axes principales - facile’ aflignantur. EDREE
Tom. IIL. Nov. Comment. ~ Ff °~  Demon-

Fig. 3-




826 SOLVTIO

~ Demontftratio
. harum Conftructionum.

Fig 4 it ECF quadrans ellipticus , in quo datie funt fe-

midiametri coniugatie CE ==¢, CF =/, vm cum an:
gulo intercepto ECF =10. * Sit C A alter femiaxium
IPrincip:iliﬂf‘n cuius tam pofitio quam quantitas quaeritur ;
Ponatur ergo primum pro cius pofitione inuenienda an-
gulus B C A= @, huic angulo aequalis fatuatur angulus
ACM, vt fit-angalus E € Me—2 P, et quia punda
E et M ab axe C A acquidifiant, -a centro quogue ¢
acquidiftabunt-, eritque propterea CM—=CE=—¢. Do
catur MP dpfi CF parallela, eritque angulus EP M
—ECF=0.- - S
Nunc in triangilo CPM practer latus CM=—¢ habentur
omines angili nempe : EPM=§ ; PCM—2 O et CMP
—¢-2() ; vnde ex Trigonometria erit :

fn. EPM : CM—= fin. PCM: PM={fin. CMP: CP

@n fn. b: £ —fm 2 @: PM=fin(0-20):CP"
- Hinc itaque obtinetur : | '

PM:f—%—-ﬂ\etﬂCP:: %ﬂ)

~Tam ex natura cllipfis eft
PM= 5 (CE*—-CP’) fie
CE’,PM’-‘-;—CF’-,CP’::‘CE’-, Cr*

vbi i valores pro PM et CP fubftituantur , orietur
s 0y el M l=sd) — g ff |

quae dinifa per ee et multiplicata per fin p*, abit in
ee fin. 2O 4 fin. (8—2P) =4 n. 6~

At et fin. (§—2)= fin. dcof. 2-cof. § fin. 2D, i,-deo?‘m

in.
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fin. (8-2Q" —ha. pcof.a (-2 fin.¢ cof. #fin. e(Qeof. 2 (-cof.0*fin.2 P’

Vade cum Gt ee fin. 2P =ff(fin. o> fin.( 0-2P)) erit
ob 1— cofi 2 '= fin. 2 :
fin §*-fin.(§-2)"=fin. 6°fin.2 D"+ 260, bcof 8fin.2 Peof. oh-cofiffin, 2
At eft 2 fin.8coll 0= fin. 20 et cof. §*—fin. 0>—=col.20 , ergo |
fin, §*—fin. (9—2@) ==fin. 20 fin. 2P cof. 2P-cof. 20fin. 2"
ficque erit ' '
¢ e G, 201 n. 28 fin. 2P col. s —fFeof. 2 fin. 2’
quae divifa per fin. 2@ dabit |
¢ o fin. 2=f fin. 28 cof. 2P-ff col. 2ffin. 2 P

ex qua tandem elicitur :

Jinea® _ FHfin-=0
cof. 2P tang. 2 CD——- ee—a—ﬁzﬁ.ﬁ

Inuento ergo angulo ECM—2® cuius tangens eft =
.29 3 1

z@jﬂ}}ﬁf’ﬂ ; fi hic angulus bifecerur reda CA, haec jam

erit pofitio alterius axis principalis, cuius quantitas ita

definitur.
Demiffo ex E in CA perpendiculo ER , ducaque ad

E tangente ET, quae ipfi CF erit parallela , donec ipfi
CA productae occurrat in T, ex natura tangentis con-
ffar fore CA mediam proportionalem  inter CR et CT.
Iam ob CE=e et ECA—] erit ER=e¢ fin. { et
CR—c¢ cof. ®. Tum ob ang: CTE—{—® o

— eJin@_ — Efind
ET= e CT= mwor a
Hinc itaque erit :
Jin. b cofs @

femiaxis CA—eV o -
Alter femiaxis ad CA erit normalis, qui fi intelligatur

linea CB repraefentari , cum fit . _
- Efoe RE=
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CB?

RE == &5 (CA CR ), ex natura ellipfis
cl‘lt CB_—- _'/CA BE

(Che~CRE)" '
Tam et CA.RE=¢¢ fin. @V }r:: eecf_i)
V(CA*—CR*)==V/( ?fnﬁngtog)? —ee cof. P°) feu

V(CA*—CR*)=eV i (fin.0-fin.(0-P)cof.P)
Com autém fit 0 == 0 — @, -  erit
fin, 0 —fin.(§ - )cof. CI)+co( (6-P)in @ ; ex quo habebitur

cof, (§—) fin. P eafs P
V(CA*—~CR*)=eV ==y
Ergo prodibit alter femiaxis. '
. Jin. g Jind [in. D
CB=cfin. OV giimma =¢V -0

Idem hic calculus locum habebit , fi fignra ad ' alteram
femidiametrum  datam CF—=f accommodetm , tum ap-

tem quantitates e et f atque anguli D et § — O inter &
permutari debent ; vnde denuo -orietur. « '

) e (8 e
CA._fVﬁnif:fg )etCB fvﬁnei}:g ).

fi ergo axes coniugatos quaefitos ponamus
“alterum CA—a, alterom CB=—4 erit
fina g eof. @ Jin el {_0_-.(1))
a=eV oo (G—gn——'fvf b i ”te:D o
e fin. 8 fin. in. 8 fis )
b—-—echf (e_ _..._.__fV Cﬂj;p
Hinc erit primo- ab—ef fin. ¢, qua aequatione contine-

tur aequalitas p1rxilelogmmmomm Circa diametros  cdniu--

gatas defcriptorum
Dzinde hinc etiam denuo 'msrulum (I) determinare  pot-
erimus ; erit enim :

eefinfcof O _  fffim g eofe (6~ (6—D)
T (—3) — . fim T

fen ¢efin. 2(]3_.__ﬁﬁn 2(0-Q)—fftin, 29coszD ~fFeof.20fin. ch

vadc
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vnde fit vt ante :

20 . . fffin 24

fcﬂ_;-zsp = t:mg. 2 q) —— ee =SS el : - '

Ex quatuor fiperioribus formulis quoque obtinemus :
ite (0—="D ___feﬁn.ﬂ _ . _btb

jmco}'fb 2 = S Fh — A

cofu(8—P) . 2% — eefin.d

'{rin.qa““ —fme — bé  — B

ynde fit

' . 0 fin. .4 oof.
| i, — L2 — A et EEFL 4 fin § =B

eroo 2 — fin, § — A et FifEE = B — fin. 0

quag aequationes innicem multiplicatae praebent :

cof. 0*=(A-+B) fin. 9-AB- fin. " feu T-4+AB=(A+4DB)fin.0.
Cum iam A et B geminos habeant valores, erit
AB—jret (A——}—B)ﬁuv.ae :}3+%¢5 |
vnde fit 1 5= ‘i"};“*l- , ideoque hinc ifta nota ellipfeos
proprictas refultat ; aa—-bb—e¢e—-ff. '

Porro § alterum focum ponamus in U, erit vti conflat
CU=Y (aa—bb)=V (aa-bbY

at (aa-bbY =(aa—-bb)-4aabb.

Cum igitur fit 2a —+-bb=—ee-+-ffecab—ef fin. § erit

! CU=V (4" 4-2eeff(x~2 fin. §*)

verum eft 1 --2 fin. ¢ —=col 29, hincque obtinetur :

CU =V (e ~f —zeeff. cof. 20)
His inuentis ratio conftrntionum  dataram fiet perfpicua :

Pro 1. Conitrustione. Ob ECF —=¥FCG =0 erit ECGFe. *
20; et cam {it BEC(eg): CF(f)==CF (f): CG erit

— It — . o
CG="-; Porro ducta ¢G erit tang. CeG= eok eco




Fig, =.

Fig. 3.
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At Ce=e; fin.eCG=fin.20 et cof. eCG_.—-cosz

0
vode fit tang. CeG= e;ﬂ’}};j ~+ quac eft expreflio ante

pro tang. 2@ impenta. Erit ergo CeG=2Q, angu-
loque CeG bifecto per eH erit angulus CeH eique aequa-
lis ECl=®. Vnde recta CI erit pofitio alterius axis ,
eigue normalis CK dabit pofitiohem alterius, Deinde re@a
IEK per E ipfi CF parallela du@a eft tangens eliipfis in
E, quare § ex E in viumque axem perpendicula EL,
EM demittantur , ferniaxis C A etit media proportionalis in-
ter CL et CI,itemque femiaxis C B media proportionalis
inter CM et CK, plane vti conftruéio habet.

Fro I1. Confiructione. Ob triangnlum CED- ifosce-
les et angulum ECD=—EDC=—¢ erit ang : CED— 180°- 28.
Deinde ob EC=e¢, EG=EH=CF=f, quia Gl ipfi
CH eft paraliela, erit EI="L Poro cft tangens ECl—="

ciIﬁEFjDCED ergo ob fin. CED= fn. 20 et cof.
_fffin 0 6

CED =~ cof. 2§ habebitur tangens ECI== 75 55,
eritque ergo ECI=2 ; vnde fumta CK=CE=¢,
bifectaque EK in M, re&a' CM angilum EC K:':z(b
bifecabit , ita vt fit ECM =@, ideoque CMAP pofi-
tio alterivs axis, cuins ftmiflis quantitas CA vt ante defi-
pitur , et determinatio alterius femiaxis CB ex ipfa con-
fru@tione. efl manifefta. -

Pro III. Confiruiione. EX ratione praecedentis con-
ftructionts intelligitur re@am CU angulum ECT bifecan-

-tem dare pofitionem axis transuerfi. Cum igitur it CE=—¢,

El=Y et CEI=180"~20 et erit CI—V(CE —+=

e

E'-2CE.BEIcof. CE)=V (e L 0 o ffeofl 20)

=iV (&' - 2eeff cof. 28),
Hinc
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Hinc cum fit CU media proportionalis inter CE et CI
erit CU:Ve.iV(e‘—kf‘—i—MefCOE 20)
feu CU=V (e* + f *—+2eeff ol 2 0). .
Ex qua exprefhone manifeftum eft f'o:re U a‘iterum elfi-
pleos focum , vnde fimul alter focus innotefcit. )
Hic tantum certum effe oportet , rectam CU. efle pofitio-
nem axis transuerfi non vero conjugati ; fed in hoc er-
ror facile enitatar, fi perpendamus , axem ‘transusrﬁ]m_
femper intra angulum acutum, quem diametti coningatae
conflituunt , cadere. ' . ' .
Veram vt hae conftrudtiones faciles videntur , tamen fateri
cogor , conftru@tionem , quam Pappus Alexandrinus {ine de-
monftratione quidem exhibuir , his palmarm longe praeripe-
] re. Quoniam vero demonfirationem non addidit , eam-
que Commentator eins Commendinys non fatis  fliciter
fupplere  conatus  eft, hic non folum confruétionemy..
Pappi , fed etiam eius rationem coronidis loco fub-
iungam. : : S
Sint igitr CE et CF femidiametri ellipfis datae ,Fig. .
ac per F agatur ipi C E parallela indefinita, quae elli-
pfin in F tanget. Cadant axes principales in rectas C G
’ et CH, atque perfpiconm eft, fi puncta G et H effent
cognita , pofitionem axium principalium inde determina-
ri. Totum negotinm ergo huc redit, vt punéta GetH
definiantur.  Concipiamus per haec pinéta quaefita G et
| H , atque elliplis centrum C tranfire, et quoniam angulus
G CH re@us eft iam nouimus huius circuli centrum ali-
cubi in re@a G H exiftere, Practerea vero ex natra
tangentium’ ellipfis nouimus, quoniam C E et femidiame--
‘ ' ter




a3z . SOLVTIO -

ter coningata ad CF, tangensque in F ab axibus prin-
cipalibus in G et H fecatur, effe- rectanguhum F.G,

FH aequale quadrato ipfiss CE.  Duas. ergo ‘habemus

conditiones , quibus circulus gnaefitus per C et ambo de-
fiderata tangentis punéa G et H tuanfitorus determinatur:
gltera vt quod eius centrum in ipfa hac re¢a GH fi-
tum effe debet., altera vero quod re&anguum F G,

F H quadrato ipfivs C'E acquale effe debet.  Tranieat

ifte circulus etiam nunc incogpitus per rectae CF pro-
dudtae pun@um K. et quia erit CF. FK = FG.FH,
erit quoque CF.FK—=CE’®, ideogue ¥ K tertia pro-
portionalis ad CF et CE quarum cnm vtrague fit data,
innotefcet puuctum K et circulus quaefitus tranfire  debet
per punda C et K, ita vt eius centrum in reétam GH

cadat, Bife@a ergo CK in L, eique in L im@a nor~

mali L1 re¢tam G H in I fecante erit 1 centrum . cir-
culi quaefiti, ex quo circulus radio I C vel 1K deferi-
ptus re@tam G H in pundis quaefins fecabit ; quae eft

Pappi conftructio.

¥ig, 6.

~ Sequens autem conftructio fimplicior. videtur quam
‘ha&enus allatae , quoniam non folum axium principaliom
pofitionem fed etiam qnantitatem fponte exhibet, atque
omnes opetationes , quibus opus eft, jam in fe com-
pledtitur , ita vt ne medise quidem proportionalis fom-
tione indigeamus. :

Noua Conftruétio.

_ Problematis propofiti.
Sint CE, CF femidiametri ‘coniugatae propofitae
ad angulim acutum E CF inclinatae , ad quas compleatur
paralle-
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paraliefogrammum CEDF. Tum producatur ECin e,
vt fit Ce=—CE, et ad CF normaliter iungatur CG=
CF. Imn&is EG et ¢ G producatur E G in" H , vt'fit
G H — G ¢, ot dnéta ¢ H bifecetur in 1; atque in recta CL
capiatur KL==KI Deinde ex centro C circini -apertura
C I defcribatur arcus M N rectas FD et ED fecans in
Moet N, atque ad has: redtas ex punctis iftis perpendi-
colares conflituantur - MO et NO fe mumoin O fecantes,
per quod pundtum O excentro C vsque:ad arcum M N
ducatur re@a COA , erit haec . femiaxis. transverfis ; ‘in
eoque pundum. O aiter ellipfeos focus. - Denique ad CA
normaliter flatuatur C B—CL , -eritque: CB {emiaxis
comivgatns. . . -+ oLcEbe o b e
Demonftratio: |
Ponantur Emidiamerr conivgatae CE = ¢ et CF—f
angulus vero ECF—==6; erit ex confliuttione Ce—e¢,
CG=f, et apgulus GCe=90°—0, ideoque cof. GCe
f =fin.. Porro vocetur femiaxis transuerfus C A —a,
et femiaxis coniugatns C B= 4 erit per fupra inuenta
aa—-bb=rce~-ff et abeffn. 6.  Hinc fiet: B
aa-+ 2abt-bb—ee-fi+-2effin.d etag-2ab-+-bb—ee-+-ff-zef fin. &
€rgo a—+-b—V(ee--ff+ 2¢flin.0}eta—-b=—V (ee~}-ff—2¢ffin §)
At ex triangulo ECG ab CE—¢, CG=f ct cof. GCe=
fin. § reperitur EG=Viee-+f-t+2effiz. §), ex triangu-
lo vero eCG, vbieft Ce—e, CG—f et cof. GCr=1fin.?,
fit Ge=V(ee—{-ff—2¢f fin. §). Hanc ob rém habebitur:
a-+-6—BG et g—b—eG
ideoque 24—=EG—-¢G et 25—EG—¢G.

. Tom. IIL. Nov. Comment. Gg Com
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Com jam fit GH = ¢G, erit 24—EH,ac bieda
eH in I, ob C re®ae BEe pmnctum medium, erit CI
parallela ipfi I H “ejusque femiflis, vnde ¢ = C1I; et
quia TIK—iG H—={Ge , et KL=I K, erit C L=CI—2[K -

—CI—GH=4-Ge, ideoque CL—5. Aequatr ergo CI

femiaxi transuerfo et CL fémiaxi coniugato. His inuen-
tis praeterea ex hatura ellipfis conffat, quia ED et F D
fone ellipfis tangentes, fi ex altero foco O in has tangen-
tes perpendicala demittantur O N et O M, puncorum
Met N a ceatro C diftantias femiaxi transuerfo acquari.
Vicifim -eigo fi punta M et N ita accipiantur , Wt
eornm -diftaitia a centro C aequalis ‘fit .femiaxi transueg-
fo CI, quemadmodum ea quoque in conftrudtione fiut
fumta , atque ex his punétis ad tangentes perpendicula du-
cantur MO et NO, haec perpendicula feinuicem -in fo-
co O cffe ‘interfetira. ‘Reperitur ergo hoc modo alter
focus O , i com in a%e transuerfo fit fits, erit rea
CA “pér-O'ducta ad arcum MN non folim  axi trans.
verfo aequalis, “fed etiam “verim ejus pofitionem tenet.
Cumn igitir fic' CA *fémiakis transuerfis, i ad eum. nor-

- maliter flatiatir CB=CL, 'erit quoque C B ferniaxis

coniugatus.
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