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II.

)

Découverie d'une loi tout extraordinaire des mombres, par rapport
a la somme de leurs diviseurs.

(Exhib. Berol. 1747 Junii 22. Conf. Comment. arithmn. Prooem. pag. XVIIL N, 57 et Suppl. Prooem. N. 1.)

§ 1. Les mathématiciens ont tiché jusqu'ici en vain 4 découvrir un ordre quelcongue dans la pro-
gression des nombres premiers, et on a lien de croire, que c'est un mystére auquel T'esprit humain
ne saurait jamais pénétrer. Pour s’en convaincre, on n'a qu'a jeter les yeux sur les tables des nombres
premiers, que quelques personnes se sont donné la peine de continuer au-deld de cent-mille: et on s'a-
percevra d'abord quil n'y régme aucun ordre ni ragle. Cette circonstance est d’autant plus surprenante,
que larithmétique nous fournit des régles siires, par le moyen desquelles on est en état de continuer.
la progression de ces nombres aussi loin que I'on souhaite, sans pourtant nous y laisser apercevoir
la moindre marque d'un ordre quelconque. Je me vois aussi bien éloigné de ce but,. mais Je viens
de découvrir une loi fort bizarre parmi les sommes des diviseurs des nombres naturels, sommes qui,
au premier coup d'oeil, paraissent aussi irrégulitres que la progression des nombres premiers, et qui

3

semblent méme enveIOpper celle-ci Cette régle, que ie vais_expliquer, est 4 mon avis dantan

en donner une démonstration parfalte. Neanmoms, _]en a]ngueral des preuVes I;elles, qu'on pourra
presque les envisager comme équivalentes 4 une démonstration rigoureuse, _

§ 2. Les nombres premiers se distinguent des autres nombres, en ce qu’ils- n'admettent d’autres
diviseurs que ['unité et eux-mémes. Ainsi 7 est un nombre premier, parce quil n’est divisible que
par l'unité et soi~méme. Les autres nombres qui ont, outre l'unité et eux-mémes, encore d'autres
diviseurs, soni nommés composés: comme par exemple le nombre 15, qui, outre I'unité et soi-méme,
est divisible per 3 et par 5. Donc en général, si le nombre p est premier, il ne sera divisible que -
par 1 et par p: mais si p est un nombre composé, il aura, outre 1 et p, encore dautres diviseurs;
et partant, dans le premier cas, la somme des diviseurs sera — 1 —- p; dans l'autre cas, elle
sera plus grande que 1 -+ p. Comme les réflexions suivantes rouleront sur Ia somme des diviseurs
de chaque nombre, je me servirai d'un certain caractire pour la marquer. La lettre /" qu'on emploic
dans l'analyse des infinis pour indiquer les intégrales, ¢tant mise devant un nombre, srgmﬁera Ia
somme de tous ses diviseurs: ainsi /12 signifie Ia somme de tous les diviseurs du nombre 12 qui |
sont { -2+ 34446 +12=28, de sorte que /12=28. Cela pos¢, on verra que

J60 =168 ot [i00—2{T.
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{,;unité w'ayant d'autre diviseur que soi-méme, on aura /f =—1. Le chifre 0, au confraire, étant
divisible par tout nombre, la valeur de /0 sera infinje. Cependant, dans la suite, je lui assignerai,

pour chaque cas proposé, une valeur déterminée, convenable & mon dessein.

§ 3. Ayant donc établi ce signe / pour marquer la somme des diviseurs du nombre devant
.Icql'lel il est posé, il est clair que, si p marque un nombre premier, la valeur de /p sera =1 —+p:

et non pas /1 =1--1; d'ou I'on voit

excepté le cas o0 p==1, car alors nous avons /1 =1,
‘qull faut exclure l'unité de la suvite des nombres premiers; étant le commencement des nombres
entiers, elle nest ni premier ni composé. Or, si le nombre p n'est pas premier, la valeur de /p
:;éra plﬁs grande que 1 -+p. Dans ce cas, on trouvera aisément la valeur de _/‘ p par les facteurs
du pombre p. Car soient a, b, ¢, d, etc. des nombres premiers différents enireux, on verra
aisément que: ‘ \
Jab =1va-brab=(1+a){{+b = fa. /b
Jabe =1 4+a)(1-+b)(14¢)= fa.[/b.fec
Sobed=(1-4-a) (1 4-b)(1+¢) 1 +d)= fa. /b. f¢c. /d

¢

Cete.

Pour Ies puissances des nomhres premiers, on a besoin_de reeles particuliéres, comme:

as—1
fa”—_—i——i-a-q—a“: ’

a—1
S=1+a+a*+a* = aa n

Co , . a__ at+1_4
ef gfanéralement JSa"= —
Et par le moyen de celles-ci, on pourra assigner la somme des diviseurs de chaque nombre, tout

composé quil puisse élre; ce qui sera clair par les formules suivantes:

JSa*b #faz S,
SEV = [d [
Jaebe = fab. [bt. fc

et généralement S E = fat, [V [ [ [

Aihs_i pour trouver la valeur de /360, pmsque 360 se résout dans ces facteurs 2°.3%. 5, Jaurm
| /360 = /25,3 5= /95, /3%, /5 —15.13.6 = 1170.

§ 4. Pour mettre devant les yeus la progression des sommes des diviseurs, j'ajouterai la table
.Suivante, qui contient les sommes des diviseurs des nombres naturels depuis 'unité jusqu'a 100

S 1= S13=14  f19=20  /25=31 - /31 =32 /37—38
S8=15  [th=2% 20=142  [26=h2 [32==03 /38==60

LS 9=13  [15=2F /2=32 [ 2T=1i0 /33=148  /39=156

7 [10=18  [16=31  /22=36  /28=1356 /3w =15k /H0=090
SM=12  [7=18  /23=2k  /29=230 /[35=18 [hi=142
S12=28  [18=39  /24=60 /30="72 /36=91 /42=196



Je ne doute pas que, pour peu qu'on regarde la progression de ces nombres,

on ne désespére
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Sh3= Lk /53 = 5k J63 =106  f73=" = /83= 8k [ 93—=19§
S 8k /5 =120 /6 =127 STh=11k 8k ==224 [ 9h== 1K
S5 = 178 S55= T2 S85 = 8h Si5=12k  /85=108 /95
[i6= 172 /56 =120 /66 =14k [T6=1k0 ° /86=132 /96— 252
ST = 48 [51= 80 - /8T= 68  [T7= 96  /8T=120 [ 97
S48 = 124 J58= 90  /68=126 /18—=168  /88=180 . /98— 17f
Ju9= 57 /59— 60  /69= 96 . /79— 80  /89= 90 /99 =156
© /50= 93 /60 =168 S70 = 1kl /80=186  /90=23%  /100=217
S51= T2 /61 = 62 ST= 72 S81=121  /91=112
 /52= 98 /62= 96 S12=195 S82=126  /92=168

' ' . LT " F . . »
presque d'y découvrir le moindre ordre, vu que Iirrégularité de la suite. des nombres premiers sy

trouve entremélée tellement, qu'il semblera d’abord impossible dindiquer une loi quelconque dans la
progression de ces nombres, sans qu'on sacheé celle des nombres premiers; et il ‘semble méme quiil

y a ici beaucoup plus de bizarrerie encore que dans les nombres premiers.

*§ 5. Néanmoins j'éi remarqueé , cjue cette progression suit une loi bien régulitre et qu'elle est
méme comprise dans l'ordre des progressions que les géoméires appellent recurrentes, de sorte qu'on
peut toujours former chacun des termes par quelques-uns des précédents, suivant une régle constante.
Car si /h marque un terme quelconque de cette progression irréguliere, et /f(n—1), [(n — 2,

Jn—3), S(n—15), f(n—75), etc. les termes précédents, je dis que la valeur de fn est toupurs

colposee i quelques M5 de5 Lermes pI‘Ll‘L[IBDES sulvant cette IOI'IIIHIB

_fnzf(n—‘l_)+f(ftf2)—.-f(ll— 5) ~'—_-__/(n--—7)+f(n—12)-i—f(n—' 15) —f(n-—22)
— [ (n—26) +/(n—35) 4/ (n — 40) — f/(n — 51) — f(n— 57) +f(n — 70) :
< f(n—"T7) — [ (n— 92).T-—f(:t—100)-etc. :

Dans cette formule il y a a4 remarquer:

1. Que dans lordre alternant des signes —+— et —. chacun se répéte deux fois de suite.

II. La progression des nombres 1, 2, 5, 7, 12, 15, elc.

quil faut successivement retranch

du nombre proposé n, deviendra évidente, dés quon prend leurs différences:

N 1,
Diff.

car alternativement on aura tous les nombres naturels 1, 2, 3, &,
3,5, 7,9, 11, etc. Par ce moyen on Ppourra continuer la suite de ces nombres aussi loin que 'on voudra

HIB Quonque cette suite aille & l'infini, on n’en doit prendre, dans chaque eas, que les termes]

5, 7, 12,

3, 2, 35

29, 26,

7? !IJ’ 9,

%0, 51, '57,
5, 11, 6,

dopu:s le commencement jusqu'au premier terme supérieur A n,

aprés le signe /', un nombre négatif.

70, 77, 92,
13,

7, 15,

, 6, ete. et les nombres impai

¢t qui, par conséquent, donnera

100, ete. .
8.......0 -
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V. Sil amrive que le terme /0 se rencontre dans eette formule, comme sa valeur est
inﬂétefmihée en ele-méme, il faut, dans chaque cas, au lieu de /0, metire le nombre pro-

posé méme.

§ 6. Ces choses remarquées, il ne sera pas difficile de faire I'application de cette formule &
- .chﬂqlle. pombre proposé et de se convaincre de sa vérité, par anfant dexemples qu'on voudra déve-
' Iai;pel; Et comme je dois avertir, que je ne suis pas en état de donner une dvmonstrauon rigou-
,reuse de cette loi, je ferai voir sa justesse par um assez grand nombre d'exemples:

L SA=/0=1,

S2= 1+) 0=14+2=3,

3=/ 24/ 1=3+1=1,

S h=/ 34 2=h+3 =1,

S E=f bk f B f 0=T - h— 5= G,

S 6=/ 5+ b=1=64+T—1=12,

By ar LY Sy S 0=—12+ 6— 3— T— 8,

—F=/ T/ 6=/ 35—/ 1= 84 12— b— [=15,

=/ 84S T—f k) 2= 15 B— T— 313,

S=/ 94 ) §—) 5— ) 3=13 4+ 15— 6— ko= 18,

M= 104/ 9= 66— b =18+ 13 — 12— T =12,
SR= U4 10—f T—) 54 /0=124-18— 8§— 6-12—28,

S B=/124/11—f 8§—[ 6-+/1=28+12— {5 —12+ [ =14,

i SU= 13+ f12 —f e [ T4 /2= 14 +-26— 13— 84 3— 24,

SIS =1+ /13— /10 —f § -+ /3 /0= M 1k — 18— 15+ s 15 = 20,
‘;j.,jrfr_i_(i:fﬁ—r—flll-—fli—f O/ /1 =24 3- 2~ 12 — {34 74+ $=—=231,
S =/16 /15 — /12— /10 - /5 42 = 31 4- 26 — 28 — 18 4 G 4. 3 — 18,
S18=/1T 4 [16 — /13 — /11 -+-/6 + /3 = 18431 — $h — 12 4- 12 4 & — 39,
S I9= 18 1T — b — [12 - [T B = 39 4 18 — 2 — 98 4 8 T — 20,
“*/20—/19+/18—f15-f13+f8+f5—~20+39—-2z.—u.+1a+ = 42,

01s ces exemples suffisants pour prouver que Iaccord de ma rugle avec la vérité ne peut nul-
ment gtre attribué au hasard senl.

Dlt--rpruopose le nombre 101 dont on veuille chercher la somme des diviseurs, et on aura:
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- S101 = /100 £ 99 ~ /36 — /9% -+ /89 + /86 — /19 — /T5
| A [ 668 - 61 — /50 — [k - /I W~ 9 — f1 =
- 247 - 156 — 252 — 154 + 90 -+~ 132 — 80 — 12k
4 1hk - 62 — 93 — 8% + 32+ 60 — 13 — 1
ot, additionnant ces nombres deux & deux
/104 = 373 — 396 - 222 — 20k 4+ 206 — 177 +- 92 — 1%,

ce qui domne /10f=102, d'ot Ion conclurait que 101 est un nombre premier, si on ne

savait d'ailleurs. _
Il Soit proposé le nombre 301 dont on veuille savoir la somme des diviseurs, et I'on aura
; /301 =300 /299 — /296 — /294 - /289 - /286 — /279 — /275 - /266 4 /261
— /250 — /24 + /231 -1- /22 — /209 — /201 —+/ 18k - [ 175 — /156
— [156 /125 4~ 11 — /M — [T+ [5h - [ 31 — [1h— [0
ou il est clair, comment par le moyen des différences, on peut aisément former cette suite polu'r”}
chaque cas proposé. Or, substituant les sommes des diviseurs, on trouvera:
/301 =+ 868 — 570 -+ 307 — %16 ~+- 480 — 468 + 38% — 240 4+ 360 — 392 4+ 156 — 112
—+ 336 — 68% 4+ 505 — 372 4- 390 — 434 4+ 504 — 272 - 248 — 222 - 240 — 80
-+ 120 — 2k - |
-+ 52 — 301
ou £301 —=—-4939 — k587 = 352:
d'ott I'on reconnait que 30t n'est pas premier. Or, puisque 301 =717.%3, on aura
S301 =/7. f43 = 8.4k =352,
_— . comme la régle vient de le montrer,

§ 8. Ces exemples que je viens de développer, dteront sans doute tout scrupule qu'on aura

pu encore avoir sur la vérité de ma formule. Or, on sera d’autant plus surpris de cette belle pr
priété, qu'on ne voit aucune liaison entre la composition de ma formule et la nature des diviseur S
sur la somme desquels roule la proposition. La progression des nombres 1, 2, 5, 7, 12, ete. paralt"
non seulement n'avoir aucun rapport au sujet dont il s'agit, mais, comme la loi de ces nombres est;
interrompue et quils sont mélés de deux progressions réguliéres différentes, c'est-a-dire
de 1, 5, 12, 22, 35, 51, ele. et de 2 7, 15, 26, 40, 57, etec.,
il semble presque qu'une telle irrégularité ne saurait trouver licu dans I'analyse. De plus, le défants
d'une démonsiration n'en doit pas peu augmenter lintérét; vu quil serait presque moralement
impossible de parvenir & Ia découverte d'une telle propriété, sans y avoir été conduit par une métho
certaine, qui pourrait tenir lieu d’une parfaite démonstration. J'avoue aussi que ce n’a pas été par
simple: hasard, que je suis tombé sur cette découverte: mais une autre proposition d’une pareil
nature qui doit dtre jugée vraie, quoique je n'en puisse donner aucunc démeonstration, m'a ouvert
chemin pour parvenir 4 cette belle propriété. Kt bien que cetie recherche ne roule que sur
nature des nombres & laquelle Fanalyse des infinis ne parait guére étre aplicable, c'est pourtant p

le moyen de différentiations: et de plusieurs autres détours que Fai été conduit & cette conclusio
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'je souhaiterais qu'on trouvit un chemin pius court et plus naturel pour y parvenir, et peut-étre que
la conmderatmn de la route que j'ai suivie y pourra conduire.

- § 9. Il y a long-temps que je considérai, 2 I'occasion du pmhlume de la partition des nombres,
cette prrg5510n. ‘

(l—)(l—2 ) —a (1 —a)({ —a® ) (1 — ) (1 — ") (1 — ).,

Ta sup-p'osant continnée & linfini. Jai multiplié actuellement un grand nombre de ces facicurs
_qﬁsemble,‘ pour voir la forme de la série qui en résulte, et j'ai trouvé cetle progression:

| 1 —z— ¥’ — e — e ™ ™ P — a0,

.;)1'1“ les exposants de  sont les mémes nombres qui entrent dans la formule précédente; et aussi les
: mgnes —+ et — alternent deux & deux. On n'a qua enireprendre cette multiplication et & la conti-
nuer aussi loin qu'on jugera i propos, pour se convaincre de la vérité de cette série. Aussi n'ai-je
pour .toute preuve quune longue induction, que jai du moins poussée aussi loin, que je ne puis
. en aucune maniére douter de la loi d’aprés laquelle ces termes et leurs exposants sont formés. J'ai
lbng—temlns cherché en vain, 4 démontrer d'wne maniére rigoureuse, que cebte scrie doxt gtre égale a
l'expression proposée (1 —a) (1 — &) (1 — ). .. et jai adressé Ja méme demande & quelques-uns

de mes amis dont je connais Ia force dans ces sortes de questions; mais tous sont tombés avec moi

daccord sur Ta vérité de cette conversion, sans en avoir pu deterrer aucune source de démon-

stral;i_on_.' Ce sera donc une vérité connue, ’m:ais pas encore démonirée, que si I'on pose:

) s=(t—a) (1 —a) (1 —a) (1 — z*) (1 — a*) (1 — 2°).

]'a_mémgquantité s pourra aussi &tre exprimée en- sorte:

s=1—az—2+ '+’ —a?— ¥ 2P P — a2t L

Cén" chacun est en état de se convaincre de cetie vérité par la résolution actuelle & tel point qu'il
ouha1tera, et il parait impossible que la loi qu'on a découverte dans 20 termes par exemple, ne
sot pas également vraie pour tous les suivants. '

§ 10. Ayant donc découvert que ces deux expressions infinies sont égales, quoique I'égalité
‘né puisse étre démontrée, toutes les conclusions quon pourra déduire de cette égalité seront de

méme nature, c'est-a-dire vraies sans #ire démontrées. Ou, si I'une quelconque de ces conclusions pouvait

tre démontrée, on en pourrait réciproquement tirer une. démonstration de I'égalité mentionnée; et

nt 'eoales. :
S os=(l—x)(l—2) (1 —2) (1 —a*) (1 —2°) (1 —af) (1 —aT)....

1. 3_1—32—-33 2 T — 2t — 2t ™ — -

n-l.s"—,_—l;(l —-_E,L‘)‘-rl—l_.(_‘l -——aﬁr"')_—l—l(i -—-a:“) +._Z_(1 ——m“)—e—l(i — )+. . .A.-

ii
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as dz Qedr . 3ztdx 43 dx balde

— ee— t— PR ————— — s—iltl !

s 11—z {—a2 {—az? 1—_w4 1—z

R
s

que je divise par — dx et multiplie par =, pour avoir:

ods x ;2 3z F 5t -
sdwo i—$+i~—w2+i-—m3+i—m4+i—m5

La seconde valeur de Ja méme quantité s donne par la différentiation:

ds = — dx — 2xdx - 5x*de - Tt dw — 122" de — 152 due -i-.
. oy : . ds
de laquelle, en la multipliant par — @ et divisant par sdx, on tirera une autre valeur de _:.u
. zds 295 — Bzt — 72T+ 192012 15015 — 99222 96226 - ., .
qui -sera — l— i ara —a' 2 st .

: ol o éi
11. Soit la valeur de — == —1¢, et nous aurons deux valeurs épales pour celte quantité 3
sdx ? g P q

I PR 2z? 3z? o 4zt 5ab 62
' R WP Yy pu e Rl et R S g
I 1= 2+210% — 525 — T2’ 4-1%212 415015 — 29222 — 9620 4. ,,
T 1—r— 2?4 -aT— g — g S22 g6

Je résous chaque terme de la premitre expression en une progression géoméirique par la division
ordinaire, et j'ohtiens:

=+ &*=4 4 2+ 2°4+ 2+ "+ P4 - a4 it 2. .

-+ 2z -2 +-22° —+4-2z° -+ 2z° 4+ 2"t
-4 3a* - 3z® -+ 3z’ -+ Jx't
-t -+ bt -+ hat?-, ..

- 5x° -+ Sat? -+ ..., ‘

] €£ﬁ == G»Li b
- -+ Tz’ --

-+ 8x*
-1- 92°
-1 10z1®
-+ {1z

1227, ... :
-0l il est aisé de voir, que chaque puissance de x se rencontre autant de fois, que son exposant a de.
diviseurs, puisque chaque diviseur devient un coefficient de Ja méme puissance de . Aipsi, réunissant
tous les termes homogénes dans unc méme somme, le coeflicient de chaque puissance de x sera la;
somme de tous les diviseurs de son exposant. Et partant, exprimant ces sommes de diviseurs pai‘
la préposition du signe /, ainsi que je I'ai fait ci-dessus, jobtiendrai pour ¢ la série qui suit: |

t=1. 0+ 2.0+ /3 .0°+ . 0" /5 &’ 6. 2 T 2"

dont la loi de progression est tout & fait manifeste; et, quoiqu'il semble que Iinduction ait quelqﬁe:
part dans la détermination de ces coefficients, pour peu que I'on considire I'expression infinie
précédente, on s'assurera aisément de la ndcessité de cette loi de progression. :
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§ 12 Substituons cette valeor au lieu de ¢ dans la seconde expression de cette méme letire ¢,

qui; délivrée des fractions, se réduit & ceite forme:

wi

(1 —z — 2"+ "4 2"— 2"’ — V- 2B e, ) '
coh=10
) — @ — Q- St Ta'— 12212— 152t 222+ 26220, |

Maintenant la valeur précédente étant mise dans cette équation, nous trouverons:

0=/1.x - [2 @[3 - [ P[5 6 [T T 82t 9

——/1.2%— 2.2 — /3.0 k.2’ — 5. 2°— 6 .a"— [T 2" — [B.x’—. ..,

Lowte 2t 2 — 32— [ b e [ 5 [ 6 — [T

- 5afa 1 .afa- 2.2 - /3t St

T .- 2. 2%, ..

. . ) ele.

".Ici il est aisé d'observer que les coefficients de chaque puissance de @ sont les sommes des diviseurs
:‘dabord de l'exposant de cotte pmssance méme, et ensuite, des aufres nombres plus petits qui
résultent si Fon éte successivement de I exposant les nombres 1, 2, 5, 7, 12, 15, 22, 26, ete.

'_Ensulte, si Dexposant de la puissance de @ est égal & un terme de cetfe série numérique, . alors ce

méme ferme accompagne encore lcs coellicients. En {rosicme lieu, Jordre des signes 1'a Desoln

.d'aucun éclaircissement. Ainsi, on conclufa en général que la ‘puissance z" aura ces coefficients:
Sn—f(n—1) — (0 —2) -/ (= 5) +[(n—T) — [ (n —12) — [ (n — 15) +.
Jjusqu’a ce qu'on ne parvienne & des nombres négatifs. Mais si I'un quelconque de ces nombres devant

“lesquels se trouve le signe /, devient =0, alors il faut mettre & sa place le mombre r» méme, de

fscrte ‘que dans ce cas, il y a /0 =n et le signe de ce terme suit 1'ordre genelal des autres.

§ 13. Aiusi donc, puisque Pexpression infinie du § précédent doit dtre égale & zéro, quelque
valeur que 'on donne & la quantité @, il faut de nécessité que les coefficients de chaque puissance

a part, pris ensemble,. soient égaux 4 zéro, et partant nous aurons les équations sunivantes:

. [t—1=0, S1=1,

. /2—/1—2=0, f2=/1+2,

M. /3—/2—/1=0, /3=/2-/1,

V. [f4—/[3—/2=0, ou { fh=/3-+/2,

V. Jf3—/h—/3+5=0, = 35,

VI. /6—/5—/ %~ /1=0, S6=/5+/—/1,

VIL fT—/6—/5+/2+1=0, ST=f6 4[5 — 21,
efe. ‘ . L elc.

Iement nous aurons :
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Sao=/({n— i)+f(n—2)—f(1a;—;5) —/(n —T7) 4 f(n— 1‘3)+_/'(u~-—-15)-—

qui est la méme expression que j'ai donnée la-haut-et -qui exprime--la loi, selon- ]aquelle les sommic

&

des’ diviseurs des nombres naturels procédent Outre la raison des signes et de la nature de In
progression des nombres: ' .

1, 2, 5 7, 12, 15 22, 26, 35 &0, 51, 57, 70, 77, et

n

on voit aussi, par ce que je viens d'avancer, la raison pourquoi, dans les cas ol se trouve le terme
/0, il faut meitre 3 sa place le nombre n méme, ce qui aurait pu paraitre la’ chose la- plus
¢trange dans mon expression. Ce raisonnement, quoiquil soit encore fort ¢loigné d'une démonstra-

tion parfalte, ne laissera pas pourtant de lever plusmeuls doutes sur la forme Dbizarre de lex-
pression que je viens d'expliquer.




