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RECHERCHES

SUR LES RACINES IMAGINAIRES
DES EQUATIONS

ear M. EULER.

L] t'
oute équation algébrique éeant délivrée des fraftions & des
fignes radicaux, fe réduit toujours a cette forme générale:

x" A" -Ba" 2 -Cx" 3 D" "4 4~ ....4-N=o
ou les lettres A. B.C.D.... N marquent des quantités conftantes
réelles, ou affirmatives ou negatives fans en exclure le zero. Les raci-
nes d'une telle equation font les valeurs,qui étant mifes pour x produi-
fent une €quation identique o == o. Or fi ¥ -2 eft un divifeur ou
fattcur de la formule propofie, lautre falteur ¢tant indiqué par X, de
forte que I'équation ait cecte forme (wr—-a) X—o, il eft clair que
celaarrive ix—4—a—o0, ouax—-=a. D'oul'on voit que les raci-
nes d'une équation fe trouvent en cherchant les divifeurs ou facteurs
de cette meme ¢quation; & toutes les racines d'une €quation fe tires
ront de tous fes divifeurs fimptes de la forme x —-=.

§. 2. Donc pour trouvertoutes les racines d'une équation pro-
pofée, on n'a qu'a chercher tous les faéteurs fimples de la quancieé:
" Ax" T =BT 4-Cax" 3 4= ... 4 N; &finous
pofons ces fateurs:

(x—a) (x—48) (x=y) (x—7) &e.
il eft d'abord clair que le nombre de ces falteurs doit étre egal a I'ex-
pofant #; & partant le nombre dc toutes les racines qui feront:
2=
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r——a; x——f; x=—7; +—=4F; &c. fera auffi égal i ce mé-
me expofant », puisqu'un tel produit (a—a) (o—4+2) (x—7y)
(x—4) &c. ne fauroit devenir égal a zero, 2 moins qu'un de fes
fafteurs n'evanouiffe. Toute équation donc de quelque degré qu'elle
foit, aura toujours autant de racines , que l'expofant de fa plus haute
puillance contient d'unicés.

9. 3. Or il arrive fort fouvent que toutes ces racines ne font pas
des quanrités réelles, & que quelques unes, ou peut-¢re toutes, font
des quancit¢s imaginaires. ‘On nomme quantité imaginaire, celle qui
n'clt ni plus grande que zero, ni plus petite que zero, ni égale a zero;
¢e [era donc quelque chofe dimpoflible, comme par exemple V' =1,
ou en général e~V ~1; puisqu'une telle quantité n'eft ni pofitive,
ni negative, ni zero. Ainfi cette équation ¥ —3x x4 6xr—4 =0
ayant ces trois racines xr —1; a 14V —-3; &xr—1-V -3,
les deux dernieres font imaginaires, & il n'y aura qu'une racine reelle
x—1. D'oul'on voit, que fifon ne vouloit comprendre fous le
nom de racines que celles qui font réelles, leur nombre feroic fouvent
beaucoup plus petit que le plus haut expofant de I'¢équation.  Et par-
tant quand nous difons que chaque équation a autant de racines, que
I'expofant de fon degré indique, cela fe doit entendre de touces fes ra-
cines canct reelles quiimaginaires.

§. 4. Nous concevons donc, que de quclque degré que foit
I'dquation propofée

x4 Ax" L Ba*P " - Cx" 3 4—....~ N—o
elle puille toujours éere repréfentée par une telle forme

(x=4a) (x=48) (=) (*=+8) .1 (x=¥) =o
ol le nombre de ces fafteurs fimples foit —n.  Er puisque ces fa-
&teurs ¢tant mulciplics aftuellement enfemble doivent produire I'éa
quation propofle, il eft évident que les quanticés A,B,C,D,.... N
feront tellement déterminées par les quanticés @, 6, 7,4, .... ¥,
qu'il fera;

A=
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A = i la fomme de ces quantités @, €, v, d,....v

B — i la fomme de tous leurs produits de deux a deux
C — a la fomme de leurs produits de trois a trois.

D — a la fomme de leurs produits de quatre a quatre

& enfin
N — au produit de toutes enfemble, a. 8y d...v.
Donc puisque le nombre des ces égalites eft — », les valeurs deslet-
tres &,6,%,d ....¥ en feront réciproquement déterminées.

§. 5. Quoiqu'il femble que la connoiffance des racines imagi-
naires d’'une e€quation ne puifle avoir aucune usilicé, vu qu'elles ne
fourniffent point de folutions de quclque probleme que ce foit: neant-
moins il eft fort importaot dans toute I'analyle de (e rendre familier le
calcul desquantités imaginaires. Car non feulement nous en acquerons
une connoilfance plus parfzite de la nature des équations; mais I'Ana-
lyfe des infinis en tire des fecours tres confiderables.  Car toutes les
fois qu'il fe prefente a intégrer une fraétion, il en faut réfoudre le di-
nominaceur dans tous fes fatteurs imples foit rcels ou imaginaires, &
de la on tire enfin lintCgrale, qui quoiqu'elle renferme des logarich-
mcs imaginaires, on a des moyens de les r¢duire a des arcs de cercle
réels. QOutre celail arrive fouvent quune expreflion, qui renferme
des quantités imaginaires, foit neantmoins rceile, & dans ces cas le
calcul des imaginaires eft abfolument néceffaire.

§. 6. Il eft démoncré dans I'Algebre, que lorsqu'une équation a
des racines imaginaires, leur nombre eft toujours pair, de forte que
toute équation ou n'aura point du tout des racines imaginaires, ou cile
en aura deux, ou quatre, ou fix, ou huit &ec. & jamais lc nombre de
toutes les racines imaginaires d'une ¢quation ne fauroic &ire impair.
Mais on fouticnt de plus, que les racines imaginaires vont tellement de
pair en pair, que tant la fomme que le produit de deux devienr rdel,
Ou ce qui revient au méme, i ¥ 4y ¥ —1 eft undes falreurs imaginaires
d'une ¢quation, on foudent quil fe trouvera toujours parmi les autres

un
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un te] fafteur ¥ —y V—1 aulli imaginaire, qui ¢cant multiplié par celui-
la x-y V=1 donne un produit réel. Or le produit de x+yV-1
par x —y V=1 étant — x 2 —+yy, &lafomme =2 x, il eft clair
que I'un & l'autre font des quanticés réelles.

§. 7. Pour mieux éclaircir cela, loit 2 mr le nombre des falteurs
imples imaginaires d'une ¢quation quelconque, puisqu'on faic que ce
nombre elt pair; & on foutientqu'on peuttoujours ranger ces falteurs
tellement deux a deux, que leurs produits deviennent réels. Ainfi ces
faftcurs imaginaires au nombre de 2 m fe réduiront a des fafteuss réels
au nombre de m, & ces derniers fafteurs ne feront plus fimples, mais
de la forme xx + pa—+g: ils feront donc du fecond degré.  On dic
donc que toute équation,ne pouvane etre réfolue en des falteurs fim-
ples rééls , a toujours des facteurs reels du fecond degré.  Cepen-
dant perfonne , a ce que je fache, n'a encore demontré afls rigou-
reufement la vericé de ce fentiment: je tacherai donc d'en donner une
démonitration, qui ne foit affujettic a aucune exception.

§. 8. Ordabord il eft evidene, que lorsqu'une équation n'a que
deuk falteurs fimples imaginaires, leur produit eft nécefairement réel.
Car le produit de cesdeux fafteurs multiplié par le produit de tous les
autres, qu'on fuppofe réels, doit produire I'équation propofée, c. a d.
une quantité reéelle, ce qui feroic impoflible , fi le produic des deux
fafteurs imaginaires n'croit pas téel.  On voit de méme, que fi une
¢quation a qua:re racines imaginaires, toutes les autres érant reelles, le
produitde ces quatrc fafteurs imaginaires feraauffi réél. Er en général
quel que fuit le nombre des fafteurs imaginaires d'une équation, leur
produir doit etre neceffairement une quantice réelle; donc fi le nom-
hre des fafteurs imaginaires d'une equation elt — 24, l¢ produic de
tous ces facteurs multipliés enfemble fera de cetre forme ; a3 -
axim—t 4 paim=: 4— pyrm=3 - & ou tous les coéfficiens
a, b, ¢, &c. font des quanticés réelles.

§. 9. Il tauc denc commencer par prouver, qu'une gquation du
quatrieme dégreé vt = gx? 4+ ba? 4 cx <+~ d—0, donc

Moy, di [ Acad,  Tom, F. Fr toures
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soutes les racines font imaginaires , eft toujours réfoluble en deux
faftcurs réels du fecond degré (xa—+ pa—4r) (xx+4ga+s1)"o;
car fi toutes les racines font réelles, ou deux au moins, une telle ré-
folution n'a aucune difliculed, Mais fi toutes les quatre font imagi-
naires la chofe eft non feulement moins evidente, maisil y a méme
des cas, qui ne paroiffent pas admertre une telle réfolution.  Un
tres favant Géometre me propofa autrefois cette équacion:
xt 4= 247 4 42 4= 2x—41 "0

par laquelle il vouloit prouver, que la réfolution en deux falteurs réels
n'croit pas roujours poffible.  Et en effet il paroit d'abord fore difficile
de combiner de ces quatre fafteurs fimples imaginaires tellement deux
a deux enfemble, que leurs produits deviennent réels.

§. 10. Le doute tiré de cette équation érant trop important, pour
que je le puiffe pafler en donnant une démonftration générale de la
propriété, dont il s'agit, je m'en vai déveloper plus foigneufement
ce cas, avant que d'entreprendre cette demonftration. Ec d'abord
puisque les coifficiens de cette équation, qui font 1,2, 4, 2,1 tien-
nent le méme ordre, en commengant par le devant ou par l'arriere,

il eft certain que I'équation propof€e eft réfoluble en deux falteurs de
cette forme :

(¢ 4= px—1) (ax~gx—1)

dont le produit x* 4+ (p+g) ¥+ (pg+2) xx + (p-+4g) ++1
étant comparé avec la forme propofte +* 4+ 2x3 4 42424+ 1
fournit ces deux cgalites p+g—2 & ps+2"4 ou pg—a.
"Doncilyaura (p—9)* = (p+9)* —4p9—=4—4 2=—4, &
partant p—g=— V'—4 — 2V —1: d’ou nous tirons ces valeurs:
p=14-V-1 & g 1=V
de forte que I'équation propofee :

#t ~= 24 = 44 2441 =0

eft
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et maintenant réduite a ces deux faéteurs du fecond degré:

(rxa- (1 V=1)x~41) (rr==(1=V=1)x41)=0
qui font a la vericé imaginaires.

§. 11. Mais pour décider s'il eft poflible ou non, de réduire
cette équation a deux fafteurs reels du fecond degré, il Faue chercher
fes quatre fatteurs fimples, pour voir fil'on en peut combiner autre-
ment deux a deux, afin qu'on parvienne 2 des produits rééls. Or
le premicr fafteur double xa+ (14 V'=1) x+1 donne ces deux
fatteurs fimples :

x4 (+V-1) + 1V (V-1-4) o
x4+3@+V-1) — $V (V-1-4) —o

& I'autre fafteur double & == (1=¥—=1)x =1 donne oes deux
fafteurs fimples :

x4 3(=V-1) == 1V (—2V=1-4) =o

=4 3i(1=V-1) — 1V (—2V-1-4) —o.

II s'agit donc de voir, file premier fa&teur fimple ¢rant multiplié par
le troifieme ou le quatrieme produit un fafteur double réel ou non?
puisque nous voyons d¢ja, que le produit du premier par le fecond ei
imaginaire.

§. 12. Cependant il n'eft pas fi aifé de reconnoitre fi les pro-
duits, qu'on trouve par ces multiplications du premier fafteur par le
5™ ou le 47 font réelles ou imaginaires, & la difficulté naic des ter-
mes imaginaires V (‘i‘-V— 1 - 4} & V f_~ 2 V-1 —4], dont on ne
peut pas comparer I imaginaire aveccelui des autres nombres 141 —1
& 1=V=1. Orje remarque que la formule V (2 —1—4) peucfle
réduire 2 une telle forme w —4—ov ¥V —1, & alors l'autre formule
V(—2V=1—4) deviendra égale 2 v —v ¥V—1. Car failanc ces
¢galiccs @

V(2V-1-4) = s+ vV-1 & V(2V-1-4)=s—-vV-I
Ffa & pre-
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*& prenant les quarrés, on obtiendra celles-cy:
2V —1—4—uu—-vv+2u4tV =1 & -2V =1—4—uu—vv=-2uvV -1
doulontirera: —34—wu—vov & 2V —-1—2u4v)V—1, oubin
vv—uu_— 4 & wv—1. Etenluite on formera:
(vv—un)* =(vv—wu)?+ 4guuvv=—16+4=—20; deforte que
vr+ww—V2o=2V5. Dela on trouvera enfin
vv =V 5+2, an—VFs5—2 & par conféquent
v =V (V5+2) & u= V(Vs5-2).
§. 13. Ces deux valeurs de v & u étant réelles, fubfticuons

les dans les expreflions des quatre fateurs fimples trouves cy-deflus;
& ces falteurs deviendront :

L1 (14+V=1)+} (n+oV-1)=x+ 114+ )+ 1 (1+v) V-1
Lo (1+V=1)— i (wtoV=1)=x+1 (1=0)+ i (1=0) V=1
MLa+3(=V-1)+i(s—2V-1)=x+1(1+%) = (1+v) V-1
W43 (1=V=1)=f(u=vV=1) = x+1 (1—1) —§ (1-0) V-1
Maincenant il eft clair que le produit du premier par le troifieme de-

vient effetivement rédl, de méme que celui du fecond par le quatrie-
me. Car on aura

le produitdu I par lelll = (r+ 3 (1+u) )2 + § (1+2)2
le produic du Il parle IV = (a1 (1 =) )* + } (1—2)?
Voila donc I'équation propofte ;
xt4+2x3 4 4x? 4+ 2041 = ¢

séduite a ces deux fateurs rééls du fecond degré

ra+(1+w)x + b+ Hu+v)+ ] (vv+un) = o

ax+ (I—u)x + §— f(e+v)+§ (vv+un) — o
ouet v=V (Vs5+2); s =V (V5-3) & vvqun=— 2V¥5.

§- 14
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§. 14. Cet exemple nous conduir a un probleme plus général,
qui ne manquera pas de nous €claircir déja confidérablement fur le fu-
jet en quettion.  Ce problome regarde cette équation du quatvieme
degré, plur genérale :

Xt+ ax?*+ (b+2)sx+ax+1—"0

gu'tl faut véfoudre en deux falleurs doubles ou du fecond degré, qus
Jotent réels.,
Pofons dabord ces deux fafteurs de la forme fuivante

(rx+px+1) (xx+gax+1)=o
& on voit d'abord qu'il faue qu'il foit:

p+g—a &pg—1¥ dou l'on tirera
a—V (aa—4b)

2

Donc toutes les fois que @2 > 44 le probleme eft refolu, vu que les
deux fafteurs fuppofés deviennenc réels,

§. 15. Mais lorsque #a < 4/, ces deux fafteurs feront imagi-
nires, & ne fatisferont pas a la queftion.  Dans ces cas il faut confi-
derer les faftcurs fimples qui ferone;

Lad+dip+iV (pp—4) —o
Ik x+1p—1V (pp—4) —o
L a+{¢+4V (g9—4) —o
IV. 2+ 12—1V (g9—4) —o

B : }ﬁsf:

Pofons 44— aa~+ ¢c, puisque aa < 44 & onaura

P:n-l-rV—l &f:#—r:”—l s

V(pp—4) =1V (@a—cc—-16+2acV -1) &
V(gg—4a) =1V {m—rr-lﬁ—z.w}’_l)

FI s Ces
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Ces deux formules étant imaginaires, foit:
V(ta—cc—1642acV—1) —u+vlV -1 &
V(ta—cce—16—2acV—=1) —u—v¥V -1
& de la nous tirerons:
Lu—vv —aa—cc—16 &uv—"ar

§. 16. Ces cgalités nous fourniffant celle-ci;
(4u+vv)? = (ea—ec—16)* + 4aace —(aa-tcc)* —32 (aa—cc) 4256
doncvv +uu =V ((aa+cc)® =32 (aa—cec)+256)
or cette quantité irrationelle renfermant aprés le figne radical la fomme
de deux quarrés, fera toujours réclle, & meme fa valeur fera plus
grande que aa — e — 16 " uu—vv OU qUe V=N 164cc—aa.
Nous aurons donc les valeurs fuivantes réelles pour v & u, favoir:
t —
— V ((aa+cc)* ~32(aa—ec) +256) +16+cc —aa
2
1 Rl — — —
o V([ﬂu+r:} 32 (aa f:)-i—ijﬁ) 16 ”+f:‘
2
& remettant pour ¢« fa valeur 44 — 4a, on aura

v =V (V(4bb=16 (aa—=21)+64) + 8-+24—aa)
u:V(V(.}Hr-:ﬁ (aa—2b)+ 64) — 8~2b+aa)
ou bien:
ﬂ:V(:V([5+4}=|—4ﬂﬂ) +_E+'1:Tr—nn)
u:'lr’(z V(b 4+4)t—4aa) —8—2 #+rm)

§. 17. Ayant trouve ces valeurs réelles pour v & & dans le
casou4b>aa ve 4l —aa-+cc, nos quatre fattenrs fimples
imaginaires ferone.

Lax+
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L s+ (V=) § (u0) Vm I+ () (e+2) Vi n
I 43 (a—cV=1)—1 (4+0) Ve1mx+ 1 (a—u) 41 (0=0) V1
Il x+% {at+cV'=1)+] (v—v) V1241 (a+u) = (c+v) V=1
IV. a4f (a—cV =1)—} (40—} V=-1=r+} (a—u)— ] (c—2)V =1
d'ou il eft clair que les produits du L falteur par le 11l & du Il par
Ie IV font rééls, devenant :
Fx-+-i (a4u) x+ I'ﬁ (eatce)+-= (uutve)+§(au+crv)
3 +1 (a—u) x+ 75 (aa+ce) + 75 (un+vv) — L (au+cv)
ou il faucremarquer que 7 a+4-ce=4b; vo+uu—4V ((¢+4)* —4ua)
§. 18. Pourexprimer plus commodémentlavaleurde au—+¢v
cherchons en celle du quarré, aquu+ccvv-+2acun.
AauY == 'iﬂ'ﬂ'V ((b+4)% — 440) — 8aa— 2aab+a?

sevv= .!-V {ﬁ+4}’—4u]+3:&+3&&—4aai
—8aa—2aab+a*
1ac#v—2aacc— Baab—2a*; doncnousaurons

(qu4cv)? =80V ((b+4)* —4aa)+32b—16aa+8bb
& la racine quarrée fe trouvera:
autcv—2V (1ﬁré+Bfr—qn:+i}V({&+4}"—4ﬂﬂ})
& partant les deux fatteurs réels cherchés feront dans lecas 40 > g4
XX+%ax—+} .r‘V(ﬂ-" (Cb+4)2 —44a) -E--i!r—f-ﬂn)
3304 3V (U+ 92 —4au)+ 5V (2bb4 8b—4aa+ 20V ((b+ 402 —442))
xx+3ox—3xV (2V (U+g*—440) — 8—2b+aa)
+::"$+ivcﬁ"}"ﬂ’“#’ﬂ)—%V(zﬁﬁ-l-ﬂﬁ—.;aa-l-nﬁf{f&{-uﬂ’—4#1:})

¢. 19. Par ce cas particulier on comprendra plus aifcment ce

que je veux prouver en général, c'eft que toute équation, de quelque
degré
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dﬁgn& qu'elle foit , eft toujours réfoluble en des fafteurs réels ou fim-
ples ou doubles. Ou puisque deux fatteurs fimples joints enfemble
produifenc un faéteur double, il faut démontrer que toute équation
d'un degr¢ pair comme

2P e AT - Ba?" T - &e. ... 4+N—o
eft réfoluble en m fafteurs réels doubles de laforme xow+pax+r,
& qu'une Cquation d'un degr¢ impair comme

" e Ax®" o= BTl L 4=N o

a premicrement un facteur fimple réel , & enfuite m fateurs doubles
/ . ] z . :

aufli tous reéels.  Pour cet effer je deéveloperai les propoficions fui-
vantes, qui conduiront a la dcmonftration de ce que je viens d'avancer.,

Theoreme. I.

§. 20. Toute équation d'un degré impary dont Ia forme gén-
ra'e ¢ft:
22 L A" B - Cr P .. = N—o
a tonjours une vacive reelle au moins , & fielle en a plufieurs, lewr
nomibre [era impair.
DEMONSTRATION.

Qu'on pofe & *™ T - Ax?"Ba?" " . . 4N—y

& qu'on confidére la ligne courbe exprimee par cette équation; & il
eft évident qu'a chaque abltifle & ne répond qu'une feule appliquée y
qui fera toujours reelle; & que la ou l'appliquée y evanouit, la va-
leur de V'abfciffe x fera une racine de I'équation propolte. Donc cet-
te ¢quation aura autant de racines réelles qu'il y a d'endroits, ou l'ap-
pliquéc y évanouit, ce qui arrive la,ou la courbe traverfe l'axe des ab-
fcifles; deforte que le nombre des racines réelles fera egal au nombre
des interfeftions de la courbe avec l'axe, fur lequel on prend les ab-
fviffes.  Pour juger donc du nombre de ces interfettions, pofons pre-
miercment I'ableille » pofitive & infiniment grande ou r — G0, &l
eft
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eft clair, qu'il deviendra alors y = @0 2™+ T = G0, d'ol il s'enfuit
que la branche de la courbe, qui répond aux abfcifles pofitives infinies,
fe trouve au dellus de I'axe, puisque fes appliquées y font poficives. Or
pofant les abfciffes negatives & aufh infinies ou x — — QO, il fera
y—=(— 00) "' = — 00 ; donc les appliquées feront ici nega-
tives, & la branche dela courbe fe trouvera au deffous de l'axe,
Cette branche €tant continue avec l'aucre fituée au defus de 'axe,il faue
abfolument que la courbe traverfe quelque pare I'axe, & fi elle le traver-
fe en pluflieurs points, le nombre de ces points doit étre impair. D'ou
il s'enfuit que I'équation propofte aura neceflairement une racineréelle
au moins, & fielle en a plufieurs, que leur nombre fera toujours im-

pair, C.Q.F.D.
COROLLAIRE.

§. 21. Donc puisque le nombre de toutes les racines de 1'¢
quation propofce eft — 2m—~+ 1 ou impair, & que lc nombre des ra-
cines réelles eft aufli impair, il s'enluic que le nombre des racines ima-
gingires, sil y en a, fera roujours pair.

Theoreme. Il.
§. 22 Toute équarion d'un degré paiv, dont la forme gént.
vale eff :
22 - Ap?" I L B2 ... 4~-N=o
ou n'aura aucune vacine véclle | ou (¥ elle a der vacines veelles | leur
mombre fera towjours pai.

DEMONSTRATION.
Confidérons encore la courbe exprimde par cette équﬂtinn

‘rﬂﬂ_‘_h'rim—l__*_ﬂrlﬂl-l_!_“” _I"N_—_.,}
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qui ne confiftera que d'un feul traic continu, puisque 2 chaque abfciffe
x il répond toujours une feule appliquée. Pofons xr — -+ o0 & il
fera aufli y — + OO ; donc la branche de la courbe, qui répond aux
abfciffes pofitives infinies, fera ficude au deffus de I'axe. Or pofanc
X —— OO, onaura pareillement y = (- 00 )" = + QO, de
forte que la branche de la courbe, quirepond aux ablcilles negacives
infinies, fe trouvera aufli au deflus de I'axe. Donc il fera poffible que
la courbe ne traverfe nulle part I'axe des abfciffes; &fi elle pafle quel-
que part par I'axe, pour defcendre dans la région au deflous, il faut
qu’elle y repalle pour retourner dans celle de deflus. Par conféquent
fi la courbe traverfe I'axe, il faut que le nombre de toutes les interfe-
&ions foic pair. Donc puisque chaque interfeftion donne une racine
reelle de I'équation propofte, il s'enfuit ou qu'elle n'aura point du cout
de racines reclles, ou fi elle en a, que leur nombre fera toujours pair.
C.Q.F.D.
COROLLAIRE.

§. 23. Puisque le nombre de toures les racines, tant réelles qu’
imaginaires, de I'équation propofce elt — 2 m, & partant pair, & que le
nombre des racines reéelles, fi elle en a,eft auffi pair, il s'enfuit que le
nombre des racines imaginaires, fi elle en a, et aufli parr.

SCHOLIE.

§. 24. Ces deux Theoremes avec leurs démonftrations font dé-
ja fi connus, que jaurois pu m'y rapporter fans les déeailler.  Mais
comme ils renferment le fondement de toute la Theorie, done il sagit
ici; que le nombre de toutes les racines imaginaires d'une €quartion
quelconque eft toujour pair: jai cru en devoir tirer le commencement;
& cela d'autant plus que le theoreme fuivane, qui n'elt pas fi générale-
ment connu, demande une démonftration femblable.

Theoreme I1I.
§. 25. Tome iquation d wn degré patr guc.:’rnﬂfm,iﬁ le derniey

rerme, ou dabfole, @ wne valeur negative , comme
:JM
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a toujours dewx racines réelles ou moins, 'une pofirive & autre ne-

gasive,
DEMONSTRATION.

Pofant xtm = Axim—=1 —ju Barm-2z = . ., ~00=—y
pour confidérer la courbe exprimée par cette équation, nous venons
de voir, que cette courbe s'etend des deux cotés a I'infini au deflus de
l'axe. Or pofant ¥ — s, nous aurons y —=— 00, & partant le
point de 1a courbe qui répond 2 ¥ o, fera au deffous de I'axe: il faut
donc que {a courbe pafle de ce point de I'un & 1'autre coté par l'axe
pour monter au deffus. Donc puisque chaque interfeftion donne une
racine réelle de I'équation propolie, & que de ces deux interfuétions
I'une doit répondre a une ablciffe » affirmarive, l'autre a une negative,
il eft certain que |'équarion propofte aura au moins deux racines réel-
les, l'une pofitive, l'autre negative. C. Q. F.D.

COROLLAIRE.

§.26. Cette démonftration nous fait aufli comprendre, que quand
une équation femblable a la propofee aura plufieurs racines réelles po-
fitives, lcur nombre fera impair, de méme le nombre de toutes les ra-

cines reelles negatives fera aufli impair.

Theoreme 1V.
§. 27. Toure équation du quatriéme degre, comme

x* 4= Ax? =4 Bx* 4 Cx~+ Do
[¢ peur rougours décompofer en dewx fudeurs réels du fecond degre,

DEMONSTRATION.
On faic que pofant ¥ —y — } A, certe équation fe change dans
une autre du méme deere, ou le fecoid corme manque ; & comme cetee

transformation fe peut toujours faire, fuppofons que dans I'équation
Gg 2 propo-
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propofée le fecond terme manque déja, & que nous ayons cette équa-
tion

¥t Bx? = Cxr 4+~ D — o
a réfoudre en deux fafteurs réels du fecond degré; & il eft d'abord
clair, que ces deux fatteurs feront de cette forme

(ra—d-ux—+a) (rx—upxr—4f)—o
dont comparant le produit avec 'équation propofiée, nous aurons ;
B=a—+f—unw; C= (f-a)u; D—uf
d'ou nous tirerons :

e4+F=B4-wuy P-a— £

]

C
drpartam: lﬁ::m—i—ﬂﬂ—:, &2 —un = B-— E
T

ayant donc 4&f3 — 4D, nous obtiendrons cette équation
%* 4~ 2Buu~ BB — E—E — 4D oubien
&

1°42Bu* 4+ (BB—4D)un-CC—=o
d’ou il faot chercher la valeur de #. Or puisque le terme abfolu~C C
elt effentiellement negatif, nous venons de démontrer, que cetce équa-
tion 2 au moins deux racines réelles ; prenant donc I'une ou I'autre
pour x, les valeurs a & 8 ferone également réclles, & par conféquent
les deux fafteurs fuppofés du fecond degré srr—war—4-a &
xx—ux—3 feroncréels. C. Q. F. D.

COROLL. L

§. 28. Toute expreflion donc du quatriéme degré,
x% = Ax? 4 Bx? 4 Ca+ = D

quoique tous fes quatre fafteurs fimples foient imaginaires, fe peut tou-
jours décompofer en deux falteurs réels du fecond degré : ou bien

chacun
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chacun des quatre fafteurs fimples a parmi les autres fon compagnan,
par lequel éeant multipli¢ il preduit un produit réel,
COROLL. 1L

$- 29. Et fiune expreflion d'un degré quelconque n'a que
quatre fatteurs fimples imaginaires, puisque leur produic eft réel, &
compris dans cette forme x*—4—- Ax? -4 Bar?—4- Cx—-D, il
eit aulli certain, que ce produit eft réfoluble en deux fafteurs réels du
fecond degre, dont chacun renferme deux fafteurs fimples imaginaires.

COROLL. IIL
§. 30. De laileft aufli évident, qu'une ¢quation quelconque du
sinquiéme degré eft toujours réfoluble en crois fafteurs réels, dont un
elt fimple & deux doubles ou du fecond degré.  Car cette équation
ayant une sacine reelle, aura un fatteur fimple réel, & l'autre fateur
étant du quatriéme degré, fe décompofe en deux fadteurs doubles réels.

COROLL. 1V.

§. 31. Laréfolution des équations en fafteurs reels, ou fimples
ou doubles, eft donc prouvée pour les équations du cinquiéme depre
& pour tous les degres inferieurs. Mais ce theoreme n'efl pas fuffifant
a prouver cette réfolution pour aucun degré fuperieur, a moins que le
nombre des racines imaginaires ne loic plus petic que 6. Car alors ce
nombre fera ou 4, ou 2, ouo, & dans tous ces cas la poffibilité de

cette réfolution eflt evidence,

SCHOLIE L

§. 32. Jai déja prouvé cy deflus que cette ¢quation du qua-
tri¢me degré, x* —4-ax’ -4 (b 42)x?*—4—gx ——1—0, qui
n'eft qu'un cas particulier de la générale de ce degré, que je viens de
confidérer ici, cft toujours réfoluble en deux falteurs réels du fecond
degre.  Or cette réfolution, quia ¢eé affez embarraflance dans le cas
4) > aa, fe déduic immediatement de la methode employéedans ce
theoreme, fans avoir égard a la forme des racines imaginaires. Cet
ufage me paroit affez important, pour que je faffe I'application de la
Gg 3 refo
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réfolution générale a ce cas. Or pour Eviter les fraftions'pofons
a—4c & b> 4cc, de forte que I'équation a réfoudre foic:
xtd—gqex? 4 (b4-2) ¥y 4 4car 4+ 1—o0.

Maintenant pour oter le fecond terme foit = y— ¢ & notre équa-
tion prendra cette forme:

ytad=(24-b-6ce)y? - (8c=2bc)y——=1 =200~ bee-3c¢t—o
dont fuppofant les fafteurs réels du fecond degré

(yy—+uy—+a) (yy—uy+F£) = o
a caufe de
—2+b-6cc; C=8c3-2bc; &D—=1-2cc+bec-3¢*

pour trouver ¥ Nous aurons cette ¢quation a réfoudre :
wt(g4t2b=-12¢c)ut + (bbbt 4b=16bcc=16cc+ 48¢%)u® =
4cc(4ce=0)*—o

qui érane divifée par wu—~ b= 4cc donne
4t~ (g=4=b=8ec)u? o= 16c*=g4bec—o0
Or le premier falteur & u—= b~ 4 ¢ ¢ étant pof€¢ — o, ne donne que des

valeurs imaginaires pour w, a caufe de b 3> 4cc: donc il faut chercher
quelque valeur rcelle de I'autre ¢quation, d'ou l'on tire

g —=2=fb4+4ec + V((2+ihH?* - 16¢c)
& la valeur réelle de « fera:
u:V(V({'L-I—H)*-lﬁ ce) - 1—%3‘+4:r)
ou bien remettant 2g posr 16 ¢¢
v=1 V(2V ((b+4)* = 400) =8 =2btaa)
d'ot l'on trouve les mémes falteurs, qui onc €€ aflignés cy-deflus,

SCHOLIE 1L

§. 33. Laforce dela démonftration de ce Theoreme revient

i ce que !'inconnue » fe detérmine par une équation du 67 degrd, &
que le dernier terme de cete ¢quation eft ellenticllement negatif.
L'une
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L'une & Pautre de ces deux circonftances fe peut découvrir par le feul
raifonnement, fans qu'on aic befoin de chercher I'équation méme, qui
renferme linconnue ». Donc puisque dans la fuite, ou je pallerai a
des équations de plus hauts degrés, il feroic crop diflicile & méme im-
polfible de trouver 1' équacion, par laquelle l'inconnue & elt détermi-
née; il fera important de découvrir les deux circonftances mention-
nces par le feul raifonnement, pour I'¢quation propofée du quatriéme
degré, afin de frayer le chemin pour mettre en ufage ce méme raifon-
nement, lorsque I'équacion propofée fera d'un plus haur degré,

Soit donc I'équation propofée dégagée ddja du fecond terme

Xt de Br?ied-Coxr +~D — o
& pofant les quatre racines de cecte équations

=B a=hy =ty =P
il eft d’abord clair que la fomme de ces quatre racines

a—+ b—4 c—4=b fera égale a zero.

Enfuite pofant en général un des fafteurs doubles de cette équa-
tion xxr—uxr+ f ou xr—ux—+ —o,il el certain que u fera
la fomme de deux racines quelconques des quatre fuppofées a, b, ¢, 0.
Donc cette lettre » regardée comme notre inconniie peut avoir autant
de valeurs differentes, qu'il y a de diverfes combinaifons de deux let-
tres prifes de ces quatre a, b, ;, 0. Or ce nombre de combinaifons
¢tant comme on [zit — :—; — 6, la lettre w eft fulceprible de 6 va-
leurs differemes , & non de plufieurs. Donc la lettre u fera détermi-
ale par une équation du 6™ degré, qui aurz les fix racines fuivantes:

Lu—a+b: La—a+c¢; HLu—a+d
IV.u—¢+d; V.u—b+bd; VLe—b-+c¢
Donc puisque a + b -+ ¢—+ b =0, finous pofons les trois premié-
res de ces fix racines :

Le=p; Il sa—= g ; IIL. s =~ ]
£x
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les trois dernicres feront:
W.e—=—p; V.u—=—g; VLu—-»
de forte que le negatif de chaque valeur de # fera aufli une valeur de ».

Sachant maintenant ces fix racines , I'équation qui les fournira
toutes fera:

(v—p) (u—7q) (v—r) (+p) (u+g) (v+r) =0
ou combigant par toutes les deux enfemble, dont l'une eft la negative
de l'autre, nous aurons :

(v —pp) (uw—qq) (vu—rr) =o.
ce qui donnera unc ¢quation du fixieme degré , ou toutes les puiflan-
ces impaires de ¥ manquent, tout comme nous | avons trouvée dans
la démonftration du Theoreme.

Mais je remarque de plus, que le dernier terme conftant de cetre
équation fera =— pp. — gq.~rr. —=— ppggrr,lequel érant done
un quarré avec le figne —, fera effenciellement negatif. D'ol il s'enfuit
que cetee cquation aura neceflairement au moins deux racines réelles,
dont J'une ou l'autre prife pour » donnera un falteur réel double de
I'équation propofce. Voila donc une autre demonftration du Theoreme
propofi, alaquelle feront femblables celles des theoremes fuivans.

Or on m'objettera fans doute, que j'ai luppol€ ici, que l2 quanticé
pgr ¢roic unc quantit: réelle, &que fon quarré ppggrr Croir affir-
marif ; cequi croit encore t:IﬂutEu!ii, vu que les racines q,[, ¢, b, Crant
imaginaires , il pourroit bien arriver , que le quarr¢ de la quantité
pgr, quien eft compole, fiit negatif.  Or je reponds a celz, que ce
cas ne [auroit jamais avoir lieu; car quelque imaginaires que foicne les
racines , b, ¢, b, on faic pourcant qu'il doit y avoir

a4+b—4c4+0d—=o
ab—+ac+ab—4-bc—4-bd—4-¢db =B
abc—abd—4-acd4-bed = C
abcd =D

CCs
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ces quanticés B, C. D. éeant réelles.  Mais puisque p == q —b;
g =0+ r—a+D, leur produit
pgr= (a+b) (a+c) (a+b)

eft déterminable, comme on fait, par les quantités B, C, D, & fera par
conféquent réel; tout comme nous avons vu, qu'il eft effeftivement
pgr—~C, &pp gqrr— CC. On reconnoirra zifément de méme,
que dans les plus hautes Cquations cette méme circonftance doit avoir
licu, & qu'on ne fauroic me faire des objettions de ce coté conire les
d¢monftrations fuivantes.

Theoreme V.

§. 34 Tonze fquarion du 8™ degre eff rongours vifoluble en deux
Jadeurs véelr du quatviene degreé.

DEMONSTATION.
Ayant faic ¢vanouir l¢ fecond terme, 'équation propofic du g
degrd aura ceree forme:
xf 4+ B+ Cx5+Dx* +Ex*+Fa*’+Gx+H=o0o
dont les deux faftcurs du quatricme degré en general feront
xt—gxitax* +Br4+y—o
xtuxd Hdari4ex+{—”o
Si nous ¢galons le produit de ces deux facteurs a I'cquation propofie,
nous obtiendrons 7 cgalités, c'eft a dire précifiment autane quiil y a
dc cotfficiens inconnus 4, a, 3, ¥, 4,6, & De ces égalites on elimi-

nera focceMvement les leteres a, B, v, d, &, ¢, ce qui fe pourra faire,
comine on fait, fans qu'on ait befoin daucune extraltion de racine; de
forte que les valeurs de ces leseres feront toutes exprimdes réellement
par lus quantiecs connuis B, C, D, E,F, G, H, & linconnud #: & en-
fin on parviendra a une équation,qui ne renfermera plus que l'inconnué

u avec les quantices connuds,de laquelleil faue chercher lavaleur de »;
& cotte valeur Ctant trouvde reclle, les valeurs des letcres eliminces

Meémorres de U Academie. Tom. F, Hh a, B; Y
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&, B, v, &c. feront auffi réelles, & partant les deux fafteurs fuppofés
du quatriéme degré ¢galement réels.

1l s'agit donc de trouver I'équation, quinous détermine [a va-
leur de w. Or en général ¥ exprimera la fomme de quatre racines
quelconques de I'équation propofiée, dont le nombre de toutes les
racines étant — 8, la lettre  aura autant de valeurs differentes, qu'il y
a de diverfes combinaifons de 4 racines prifes des huit de I'équation

ainfi le nombre de toutes les valeurs de u fera — f—'i'—ﬁ—:— — 70

& partant l'inconnué » fera déterminée par une €quation du 707 de-
gré.  De plus fi nous fuppofons que p foit une des valeurs de w, p fe-
ra la fomme de quelques quatre racines de I'équation propofce, & la
fomme des autres quatre fera —— — p, puisque la fomme de toutes les
huit racines eft — 0.  Ainfi {i » — p eft un fafteur de I'équation du
7omedegre, u~+ pen fera un aufli, & parcant joignant ces deux fa-
&eurs enfemble, uu — pp fera un faéteur double ou du fecond degré
de ladite équation du 7om degré.  Par conféquent cette €quation
aura 3 5 facteurs de !a forme uu — pp, ou elle fera un tel produit

(vu —pp) (uuw—gqq) (6u—rr) (vu —ss) &c.

le nombre de ces fafteurs étant —— 35. Donc le dernier terme ou le
terme abfolu de cette ¢quation fera le produit de 3 5 quarrés negatifs,
& par conféquent aufli un quarr¢ negatifl comme — pp 4 g rr ss &e.
a caufe du nombre 35 impair.  Or laracine de ce quarré, pgrr &,
eft une quantité réelle décerminable par les coéfficiens B,C,D, E, &c
de I'’équation propofée, & partant fon quarré pp gg rr 55 &c. une
quantité pofitive. Donc le coéfficient inconnu » ¢rane déterminé par
une équation du 707 degré, dont le dernier terme eft eflentiellement
negatif, cette équation aura au moins deux valeurs réelles, dont I'une
étant pofée pour u fournira un faéteur réel du 4™« degré de I'équation
propofiée, qui fera par conféquent réfoluble en deux fadteurs réels du
4™ degsé. C.Q.F.D.

COROLL.
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COROLL. L
§. 35. Or chaque fatcur du 4™ degré érant réfoluble en deux
fa€teurs réels du fecond degrd, il s’enfuit que toute équation du huitié-
me degr¢ eft toujours réfoluble en quatre fateurs réels du fecond de-
gré de la forme xx + px + ¢.
COROLL. 1L
§. 36. On voit aufli que toute ¢quation du neuviéme degré
eft réfoluble en un fafteur fimple reel & quatre fafteurs doubles ou du

fecond degré ¢galement réels.
COROLL. IIL

§. 37. Cette propofition nous faic aufli voir, que la méme ré-
folution en fateurs réels ou fimples ou doubles, doit avoir lieu dans
toutes les équations du 6™ ou 7™ degré.  Car on n'a qua multi-
plier une telle ¢quarion, ou par x x, ou par x, pour la réduire au hui-
tié¢me degre.

SCHOLIE. L

§. 38. Ayant multiplié une ¢quation du fixicme degré par x »,
pour avoir une du 8™ degre, les deux falteurs du 47 degré de celle-
cy renfermeront ce multiplicateur » x, qu'il en faut par confequent re-
trancher, pour avoir les fatteurs de I'équation propofce du 6 degré,
Orilarrivera,ouque ['un des deux fafteurs du 4™ degre contiendra x ¥,
ou que chacun en contienne &x: dans le premier cas on aura aprés la
divifion par xx un fafteur réel du fecond degré & un du 4m<; qui
étant f¢paré en deux du fecond, on aura les crois fatteurs doubles de
I'"équation propofee. Or dans I'autre cas divifanc chaque fatteur par x,
on obtiendra deux fafteurs rcels du 3™ degre, dont chacun renferme
un falteur fimple réel: de forte que dans I'un & l'autre cas I'équacion
du 67 degré fe réfour en facteurs reels, ou (imples, ou doubles. On
verra de méme,que les ¢quations du 7™ degré font également réfolu
bles en tels faéteurs, puisqu'on faic que ces ¢quations ont toujours un
fafteur fimple réel, par lequel ¢ranc divifées elles feront réduites ades
équacions du 6™ degr¢.

Hh 2 SCHO-
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SCHOLIE. 2.

§. 39. S'il paroit encore douteux, fi aprés avoir trouvé une
waleur réelle de w, les autres colfficiens «, 3, ¥, d, &c. feront auffi dé-
terminés par des expreflions reelles ; vu qu'il pourroit arriver que
quelques uns renfermeroient des quantités irrationelles, qui pourroient
devenir imaginaires. Mais pour lever ce doute, on n'a qu'a regarder
u comme une quantice deja connué, deforte que le nombre des égali-
tes, auxquelles il fauc farisfaire, furpaffe d'une unicé lc nombre des
inconnui’s a, 6, ¥y, d, &ec. qui fonc a déterminer.  Ainfi on ¢liminera
I'unc apres l'autre de ces quancités, tant que cela fe pourra faire fans
extraire des racines: cela ¢tant faic, il reftera un certain nombre d’Ega—
lités, & le nombre des inconnuis fera d'une unicé moindre.  Suppo-
fons qu'il reftc encore a déterminer quelques inconnuis, dont chacune
monte dans les équartions a pluficursdimenfions.  Dans ce cas on peut
tovjours combiner deux €galites tellement enfemble, qu'il en réfulce
une, oul'inconnué a décerminer n'aura pas plus d'une dimenfion, & dela
on tirera {a valeur par une expreflion rationelle. Suivanc cetce me-
thode on parviendra enfin a deux cgalités, qui contiennent la derniere
quantité inconnué, & a quclque dignite qu'elle y monee, on a dans
'algébre des moyens d'cn farmer par la vole de combinaifon d'aucres
¢quarions, ou les puiffances de I'inconnué feront fucceflivement abbail-
fees, & enfin on parviendra a une ¢quation, dans laquclle ne fe trouve-
ra que la premiere puiffance de inconnug, qui en fera par conféquent
dérermindée par une expreflion racionelle; laquelle érane fubfticuée dans
les valeurs des autres cocfliciens déja trouvies, fournira aufli pour
ceux-cy des expreflions rationelles.  De lorte que lorsqu'on aura
trouve pour i une valeur rcelle, les valeurs de tous les autres coéffi-
ciens le deviendrone aulli néecllairement.

Theoreme VI.

§. 40. Toure iquation du 167 degré efl toujours rifoluble en
denx fulteurs réels du 8™ drgré,
DEMON.-
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DEMONSTRATION. :
Ayant fait évanouir le fecond terme de I'équation, elle aura cette
forme 219 4 Bx'* + Cax*3 4 Dx'? 4 & ....=o.

& le nombre des coéfficients B, C, D, &c. fera— 15. Suppofant
donc fes deux fatteurs du g™ degré.
= uxTfaxr4 faS4 yarta Jaxd - sx?4-Ca4-n—0
Xl dpxT 0+ x5+ abr‘+?u#3+f.¢xl+vir+£:ﬂ

fi I'on égale e produit de ces deux fafteurs a I'¢quation propofée, on
obtiendra 1 5 egalités, desquelles il faue chercher les valeurs des coéffi-
cients #,a, 8,7, d, &c. dont le nombre eft auffi — 15, de forte que
c’eft un probleme déterminé. Donc fi nous pour le commencement
regardons le cocfficient # comme connu, nous aurons une cgalitd de
plus, que des inconniies &, 2, v, d, &c. & partant on en pourra tirer
leurs valeurs determin€es par » & B, C, D, E, &c. fans avoir befoin
d'aucune excraftion de racine: ces valeurs feront donc rationnelles &
par conféquent aufli réelles pourvu qu'on ait une valeur réelle pour .
Tout revienc donc a demontrer, quil ¢ft toujours poflible de trouver
une valeur réelle pour le coéflicient . Or ayant eliming fucceflive-
ment toutes les leteres e, &, 8, &c. on parviendra enfin a une équa-
tion compofée des coélliciens connus B, C,D,E, &c. & de I'inconnui
»,qui y montera a un certain degré de dimenfions, done I'expofant fe
conclura par ce raiffonnement.  La quantit€ » marquant en géneral la
fomme de 8 racines quelconques prifes des 16 racines de 1'équation
propofe, il eft clair par les regles des combinaifons, que la quancité
w elt fufceptible d’autant de valeurs differentes, qu'il y a d’unités dans

cette formule:

16. 15.14.13.12.11.18.90 —128-0

I 2. 3. 4 5. 6. T 8
Donc I'équation, qui déterminera les valeurs de l'inconnud & fera néces-
fairement du 138707 degré, Or puisque la fomme de toutes les 16
Hh 3 racines
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racines de I'équation propofée eft — o, fi la fomme de 8 quelconques,
c.a.d. une valeur de w elt —p, lafomme des 8 autres fera— — p,
& partant — p eft aufli une valeur dew. Ou bien fi ¥— p eft un fa-
&eur de 1'équation, qui détermine », w-+p en fera aufli un fa&teur,
donc leur produit uu— pp renfermant les deux racines p & — p en
fera ausfi un falteur. Par confCquent certe ¢quation fera compofie de
1.12870 — G435 fafteurs de la forme aw—pp, ou clle fera le
produit de tels fateurs ;

(uu—pp) (su—gq) (uu—rr) (uu—ss) & —o
le nombre de ces fafteurs ¢tant ——=6455. Or ce nombre étant impair
le dernier terme ou abfolu de cetee equationfera=———ppgqrrss &e.
Pofant donc pgrsde. —— P, il eft certain,que P eft décerminable par
les cotfficiens B, C, D, E, &c. en forte qu’il en eft une fonétion ra-
tionnelle,& partant réelle.  Donc le dernier terme de notre équation,
qui doit fervir a déterminer &, fera—— PP, c.a.d. il fera cflentiel-
lement negasif. De la il s'enfuit que cette ¢quation aura niceflaire-
ment au moins deux racines rcelles, 'une affirmative & lautre nega-
tive, qui par conf¢quent €ranc prifes pour + « & —u fourniront deux
fatteurs réels du g7 degré de I'équation propofée. C. Q. F.D.

COROLL. L

§. 41. Donc puisque chacun de ces deux facteurs du g™« de-
gré cft réfoluble en 4 fafteurs réels du 2 degré, il eft clair que toute
équation du 16 degre eft réfoluble en 8 fatteurs doubles réels: &
une équation du 17 ™ degre ayant certainement un faéteur fimple réel,
elle aura outre cela encore 8 fafteurs doubles rcels.

COROLL. 1L
§. 42. La méme réfolubilité en fatteurs réels, ou fimples, ou
doubles, aura aufli lieu en toutes les équations d'un degré inferieures
que le 16,  Car multipliant une telle équation par x, ou 2, ou x3
&c. pour l'eleverau 16 degré, on en cherchera les 8 fatteurs doubles
réels, desquels retranchane les fafteurs x, qui y ont ¢eé introduits par
ia
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12 mulciplication, on aura les falteurs réels de la propofée, qui feront
ou fimples ou doubles.
COROLL. IIIL

§. 43. Ileft donc démontré, que toutes les équations, quine
furpaflent pas le 17 ™ degr¢, font toujours réfolubles en fafteurs réels,
ou fimples, ou doubles.

SCHOLIE.

§. 44. Sinous examinons la force de ces démonftrations, nous
trouverons qu'elle conlifte en ce que I'équation finale qui renferme la
feule inconniie », devient d'un degré pair & que fon dernier terme eft
un quarré negatif ; cewqui eft arrivé dans la réfolution des équations
du 47, g™ & 167t degré. On s'appercevra de méme, que la der-
niere circonftance du terme abfolu negatif ne fauroit avoir lieu,a moins
que 'expofant du degré de 'équation pour # ne foit un tel nombre
pair comme 2, que fa moiti¢ # eft un nombre impair; carle dernier
terme ¢rant le produic de » quarrés negarifs, deviendroit pofitif, fin
¢toit un nombre pair.  Et ceft la raifon que notre démonftration ne
fauroit ¢tre appliquée a des ¢équations du 127¢ ou 20™ degré; car i
nous voulions opérer de la méme maniere fur une ¢quation par exem-
pie du 20 degré, en la décompofant en deux fafteurs du 1o degré
comme x'° 4+ wux¥ +&e. & xT°—y2r? -+ & aprés avoir fait
¢vanouir le fecond terme, on verroit que 1a quanticé » dic etre décer-

minée par une équation du

20.19.18.17.16.15.14.13.12.11 — 4.11.13.17.10 degré

I. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10
dont la moiti¢ ¢tant encore un nombre pair, produiroit le dernier ter-
me de 1'équation affirmacif, & on n'en fauroit plus tirer la conclufion
dont nous avons befoin. Or pour peu que nous réflechilfons fur
cerce circonftance, nous trouverons, que le dernier terme ne devient
niéceflairement negatif, que lorsque I'équation propofie eft d'un degré,

dont I'expofant eft une puiflance de 2, & partant la maniere de de-
maon-
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montrer,dont je me fers ici,n’aura lieu aprés,que dans les équations du
s2me & 64m & 128™ &c.degré.  Or cescas fone fuflifans pour notre
deffein, puisqu'ayant démontre la réfolubilicé en fafteurs récls pour
des ¢quations d'un degré quelconque, elle vaut aufli pour toutes les
¢quations d'un degré inferieur.

Theoreme VII.

§. 45. Toute fquarion d’un degré, dont Uexpofant eff une puis-
Jance du binaire comme 27 (n érant un nombre enticr plus grand gue 1)
off réfolulle en deux falleurs vécls du degré 27—1,
DEMONSTRATION.
Ayant fait ¢vanouir le fecond terme I'équation dont il s'aglr, fera
de cette forme @

. L) F "
2

3 =73 T =3 1 —4
¥ — Bx —+4= Cx —+Dx - &c. —o.
ou le nombre des coifficiens B, C, D, &c. et = 2% ~1. Suppo-
fons maintenant les deux fafteurs cherchés :

=1 =i =] o |
= =

F o —ux T’ T4 U s =o

g1 =1 =1 P
-

x ---l—am:'=L I-—[—- h.t'l 1«-—]—;;:1 5-4—45::. —5
ou le nombre des coifficiens a déterminer w, &, 8, &c. cft aufli
— 27=1. Or la comparaifon du produit de ces deux faéteurs avec la
propofée fournic autant d'égalités, de forte que toutcs les leteres
a, 3, v, &ec. fe pourront déterminer par les connués B,C,D, &ec. & 4
recllement fans extraction de racines § er enfin pour déterminer | jne
connui v, on parviendra 2 une €quation, qui aura pour espofant de
fon degre,

2" (=" - 1) @7 —4). (27 )
PO 3 4. 5 s . a1
comme




£« 240 B

comme on faic par les regles de combinaifon.  Soit N cet expofant du
degré de I'équation pour #, & en renverfant l'ordre des fafteurs du

denomigateur, on aura:

N:_%_"_ 23 -1 5" =3 2" -3 2" —3 o 27T 4,
2”71 "oy 2%l 273 2ty I
& abaiffant chaque fraftion aux plus petits termes ;
S :”-—1' 1""-1’ 1"—3. R | 1”‘14-1'
2" 2" 27—y 27T 1

Or il eft four que ce nombre N eft entier, & puisque tant le produit des
numerateurs que des denominateurs eft impair, ce nombre fera impai-
rement pair, ou {2 moitié un nombre impair: il fera donc en commen-

cant par la derniere fraétion:
w1 -1 r—1 n—3 m-q ]
2 412 $1.2 43.2 “41 2 458 2 =1

I 1 5 I 5 R |

Mais puisque le fecond terme de I'équation propofie manque, fi p
cft une racine #, il en fera — p aufli une racine, & partant uw — pp
un fafteur double, & le nombre de tous les fafteurs de cetee forme
fera— I N ¢ 2 d. un nombre impair, Par conféquent le dernier
terine de I'équation pour 1 fera un quarr¢ negatif, ce qui eft une mar-
que que cette €cuation renferme au moins deux valeurs réelles, I'une
pour u & l'autre pour —# 3 d'ou l'on formera deux fafteurs reels du
degre 22=1 de I'¢quation propofce. C. Q. F.D.
COROLL. L
§. 46. Toute ¢quation donc du 32 degré cft réfoluble en
deux faficurs réels du 16 ™ degré, & partant par le cheoreme pricé-
dent aufli réfoluble en 16 fafteurs réels du fecond degré,  Ce qui doit
sentendre aufli de toutcs les equations au deffous du 32me degrd,
qu'on pourra par ce moyen dccompofer en falteurs réels ou fimples
ou doubles.
Ii COROLL,

Memm, ae FAcad, Tom. V.

IN=
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COROLL. IL
§. 47. Puisque enfuite toute équation du 64 ™ degré eft réfo-
luble en deux faéteurs réels du 327 degré, toutes les equations, qui
n'excedent pas le 647 ou 65 ™ degré, feront auflir“fulubles en faéteurs
réels tous, ou fimples, ou doubles.

COROLL. IIL
§. 43. De la méme maniere on étendra cette réfolubilicé en
fafteurs récls, ou fimples, oudoubles, fucceflivement aux €quations du
1287, 2567, s12™ &c. degré ; de forte qu'il cft a préfent cerezin,
que toute ¢quation de quelque haut degré qu'elle foic, eft toujours ré-
foluble en faftcurs réels, ou fimples,oudu fecond degré.

SCHOLIE.

§. 49. Voila donc une démonftration complerte de Ia propofi-
tion, quon fuppofc communément dans I'analyfe & principalenient
dans le caicul integral; par laquelle on pretend, que toute fonttion
rationnelle d'une variable x comme 27 —=Axr™ " —=Ba " = K¢,
fe peut toujours réfondre en fatteurs réels ou fimplesde la forme X
ou doubles de la forme xx—px——4. Celt de la poflibilicé de cet-

te réfolution, qu'on a tiré cette belle & importante conféquence, que

I'integrale d'une telle formule differentielle P—('i'—r » ou P& Q marquent

des fonfiions rationnelles quelconques de ., fe peut toujours expri-
mer, ou algébriquement , ou par des logarithmes, ou par des arcs de
cercle.  Or pour ce qui regarde la folidicé de la démonfiration, que je
viens de donner de certe belle propricté des €quations, je crois qu'on
n'y trouvera rien a redire, aprés qu'on aura bien pefi les remarques,
que j'y ai ajoucces ; cependant en cas qu'on voulue faire des difficul-
tés de reconnoitre la bonté de ces démonftrations, je m'en vai ajeuter
quelques propofitions rélatives a ce fujet, qui ne font pas dépendan-
tes des pricedenees, & done la verite fervira a lever tous les doutes
qu'on pourroit €ncore avoir.

Theo-
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Theoreme VIII.

§. s0. Toure bquarion du 6™ degré a au moins un falteur véel
du fecond degré, mdépendamment des démonfirations précedentes,

DEMONSTRATION.
Soit l'dquatinn prﬂp-::-ﬁiq: du gme degfé
x4+ Ax* +Br* +Cx?4+Dx*+Ex+F—o
dont un fafteur double quelconque foit x.x — ux + v; 'autre falteur
fera donc du quatrieme degré comme;

2t oxd 4 Bat +yar4-d

& oncomprend, quefi I'un eftréel, I'autre le doic étre auff. Le produir
de ces deux faéteurs devant étre egal a la propofée, on parviendra 2 6
égalités, d'ou il faur déterminer les coéfliciens fuppofés u, v, o, B, ¥, 4,
& cette determination fe pourra faire, comme j'ai dejaremarqué par des
expreflions rationelles, jusques a la derniere, qui foic du coéflicient »,
dont il faudra tirer la valeur d'une €quation d'un certain nombre de de-
grés; deforteque fi 'on pourra trouver une valeur réelle de u, celles
des autres cocfficiens a, 3, ¥, &c. deviendront aufli réciles, & parl_'_ant
auffi les fafteurs fuppofés mémes. 1l s'agic donc de confiderer I'équa-
tion, qui deéterminera u, pour voir fi elle contient des valeurs réelles.
Or il eft clair,qu'en gendral 1 eft la fomme de deux racines quelcon-
ques de I'équation propofle; & partant clle fera fusceptible d'aurantde

valeurs differentes, qu'il y a d'unités dans cette formule H — I%.
Donc il faut abfolument que I'équation pour déterminer u contienne
1 5 valeurs differentes, ni plus ni moins; & ainfi cette €quation fera du
1 5™ degré, c.a.d. d'un degré impair.  Elle aura donc feurement une
racine réelle, qui érant polée pour # nous fourniraun falteur réel du
fecond degr¢ xx —wx—v de I'équation propofée du 6™ degré.
C.Q.F.D.

Ii2 COROL-
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COROLLAIRE.

§. 61. Toute dquation donc du fixiéme degré peut toujours
fe réfoudre en deux fateurs réels, dont I'un eft du fecond & l'autre du
quatri¢me degré: & puisque celui-cy eft réfoluble en deux fa&teurs
réels du fecond degré, on aura trois fateurs réels doubles,dont I'équa-
tion du 6™ degré cit compofte.

SCHOLIE.

§. 52. Jefuppofe ici la poflibilité de refoudre une équation du
47 degre en deux facleurs reels doubles, quoique mon deflein foic de
rendre certe propofition & quelques fuivantes indépendantes des de-
monftrations precedentes.  Car quand méme on douteroit de leur
folidité, ce doutene fauroit rouler, que [ur les ¢quations du §m, 16 »
&c. degre; puisque la démonftration pour les Cquations du 47 degrd
eft touc a fait accomplie, ayant méme deduit I'équation, d'ou il faut
déterminer l'inconnué r, par les opérations algébriques, ce qui ne
pouvoit pas s'executer dans les ¢quations d'un plus haue degré, ou il
faloit avoir recours a quelques principes particuliers. 1l eft donc re-
marquable, que la réfolution d'une Cquacion du 67 degré eft prouvde
ici par celle du 4 degré, au lieu que fuivant les theoremes precedens,
il n'a pas ¢cé permis de reconnoitre la poflibilice de ccrte réfolution,
qu'apres avoir demontre celle des ¢quations du 87 degré.  Mainte-
nant donc nous fommes convaincus, que toute ¢quation du fixiéme
degré eft réfoluble en trois fafleurs doubles réels, quand mémeil feroit
impoffible de réfoudre pareillement les €quations du 8% degré. Or
la methode dont je me fuis fervi ici pour prouver la ré¢lolution des
équations du 6™ dcgre,s'etend ¢galement a toutes les Cquations d'un
degré, dont l'expoflant eft un nombre impairement pair, ou dont la
moiti¢ elt un nombre impair; comme je ferai voir dans le cheoreme
fuivant.  Au refte il efl ici encore a remarquer,qu’en vertu de ce cheo-
reme aulli toute ¢quation du =*¢ degré eft réfoluble en un fadteur fim-
ple & trois doubles, tous reels.
Theo-
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Theoreme IX.

§. 53.  Toute équarion d'un degré, dows 'cxpofant eff un nom-
bre de cetre forme 4n-+12, a toujours au moins un faleur véel du fe
cond degré, & cele indépendamment des dimonfirasions [uperieures.

DEMONSTRATION.
L'équation propofée étant de cette forme:

BT R VY L B e O T i 0
foit un dc fes faltcurs donbles quelconque ¥ x —nx —4—v, & il elt cer-
tain que u fera la fomme de deux racines quelconques de I'équation
propofée. Or le nombre de toutes les racines étant —= 4 u + 2, fi
'on en combine deux, le nombre de toutes les combinaifons poflibles

fora —
2

fusccptible d'autant de valeurs; ou bien u fe déterminera par une
équation d'un degré dont 'expofant — (2#-+1) (4#4-1), quicant
impair cette équation aura néceflairement une racine réelle, qui erane
mife pour # donnera le falteur dou' le & ¥ — u x4+ v réel. D'ouil
s'enluit que toure ¢quation d'un degré 442 a toujours au moins un
fatteur réel du fecond degré. C.Q.F.D.
COROLL. L
§. 54. Donc fi une ¢équation du huitiéme degre eft réfoluble
en 4 fafteurs <'oubles réels, toure ¢quation du 1ome degrd pourra déere
réfolue en § facteurs doubles réels, & pour prouver cela on n'a pas be-
foin de recourir aux équations du 167 degre, comme auparavant.
COROLL. IL
§. 55. Ecfi toute ¢quation dudegré 2 ™ eft réfoluble en 2 ™1 fa.
ftcurs doubles réels, cetheoreme prouve la réfolubiiicé en facteurs
doubles récls des équations du degré 2m —4— 2. Et de plus les cqua-

tions des degres 27 ——1 & 2™ —+ 3 permetrone auiii la réfolution en
Ii 3 falteurs

-+
{4;,1 2) {‘4”+I}:{EH+I} (4H+I}i & 1a lertre « fera
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fafteurs réels, ou fimples, ou doubles, puisqu'étant d'un degré impair
elles ont au moins un faéteur fimple réel.

Theoreme X.
§. 56. Toute dguarion d'un degré, dont I'cxpofant eff un nont-
bre de la _forme 8 n <-4, a au mowms wn fallenr véel du quutvieme de-
gré; & cela indipendamment des démonflyations fuperieures.

DEMONSTRATION,

Si l'on pofe un fafteur quelconque du 4™ degré
at=pad ——ar® —f Ex =y
fe cotfficient » ferz la fomme de 4 racines quelconques de I'e-
quation propofée.  Or cette équation ayanc 8 » + 4 racines, le
nombre de toutes les valeurs poflibles, dont la quantite u eft

(8n+4) (87+3) (8n+2) (8n+41)
I 2 3 4
__(an4+1)(8Bn+3) (47+1) (8x+1) , & partant la quantité u

- 3
fera déterminée par une équation du méme degré: & il eft clair que
I'expofant de ce degté érant un nombre enticr fera impair.  Donc
cette équation aura au moins une racine réelle, qui crant mife pour u
les autres coifficiens a, &, v, en ferontaufii déterminés récllement, &on
obtiendra un fafteur réel du quarrieme degré. C.Q.F.D.
COROLL. L

§. 57. Donc puisqu'un fafteur réel du 47 degré eft incontefta-
blement réfoluble en deux fafteurs réels du fecond degré, toute ¢qua-
tion d'un degré 8 1+ 4 aura certainemeut deux fafteurs doubles récls,
au moins, & les équations du 8 n-+ 5™ degré auront outre cela un fa-

&teur fimple reel de plus.
COROLL. IL

§. 58. Les quations du 12m degré étant de ce nombre, auront
donc deux fatteurs doubles réels, & le troifiéme falteur fera du g ™
degreé.

fufceptible , eft =
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degré. Donc fi celui-ci eft réfoluble en 4 fafteurs doubles réels,on au-
ra en tout 6 falteurs doubles réels, fans qu'on ait befoin de monter aux
équations du 16" degré pour prouver cela.

SCHOLIE.

§. 59. On prouvera par un femblable raifonnement, que toute
dquation d'un degré 16 # - 8 a un fafteur réel du g degré au
moins, & on paflera de m¢me aux Equations de 32 » - 16,
64 7 ——32, 128 n—G4 &c. dimenfions pour prouver qu'elles ont
au moins un faéteur réel du 16, ou du 32 ™, ou du 64 ™ degré, &c.
Dec la on tirera cette conféquence, que toutes les équations depuis le
g™ degré jusquau 167 fe peuvent réfoudre en faéteurs réels, ou fim-
ples, ou doubles, en ne fuppofant que la réfolution des equations da
47 & 8™ degré, & en general la réfolution de toute €quation fe
pourra faire , fans qu'on ait befoin de la réduire a un degré plus haue,
comme nous avons ¢té obligé de faire,en n'employant que laréfolution
des Cquations, dont l'expofant du degré eft une puiffance du binaire.
Combinant donc ces deux manieres de démontrer enfemble,on ne ba-
lancera plus d'accorder ce Theoreme géndral, que toute équation al
gebrique, de quelque degré au'elle foit, eft touiours réfbluble en fa-
Etcurs reels, ou fimples, ou doubles. Cependant il faur avougr,qu'il eft
pour la plusparc impoflible d'executer cetre réfolution, ou d'afligner
attucliement ces faéteurs réels; puisque dés qu'une équation pafle le
quatrieme degré, les regles de I'algcbre ne fone plus fullifantes a nous
découvrir les racines. Mais pour le bir,qu'on a en vui en érabliffant
ce Theoreme général, il fuilic qu'on foit affeure, quiune celle refolution
¢l toujours poflible, quuiqu’on ne la puille jamais executer.

Theoreme XI.

§. 60. 8iune fquarion algélrigue, de quelque degré gu’elle foir,
# des racines imuginaires, chacune feva comprife dans cesre formule ge-

nerale M ——=NV'—=1, les lestres M& N marguane des gquantirés
réelles,
DEMON-
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DEMONSTRATION.
Soit I'équation propofte quelconque du degré # »

2" e A" ' 4+Bax"T 4= Cx" - &e. — o0

de forte que le nombre de toutes fes racines foit — ». Qu'on décom-
pofe cette ¢quation dans tous fes fafteurs réels, qui feront ou fim-
ples de la forme x —p=—o, ou du fecond degré de la forme
xa=2px = g—0; & toutes les racines fe trouveront par la réfo-
lution des égalités, que ces fatteurs, ¢tant pofis —o, fourniffent. Or
chaque fatteur fimple ou I'équation ¥ —p——e donne uae racineréclle
a—p; & chaque fafteur double ou l'equation yw—2px ~= g0
renferme deux racines

x=p+V(ppr—q) & x=p-V(pp—9)
qui feront aufli réelles fipp > g. Mais fipp < ¢, foit g—pp~-rr,
& il fera V(pp—g) = V—=rr—=rV¥—1; donc ces deux racincs
feront imaginaires, favoir :

x—ptr V-1 & x—p-r¥V-1
Ayant donc démontré, quiil eft toujours poffible de rcfoudre toute
¢quaticn en facteurs, ou fimples, ou doubies rcels, toutes les racines fe-
ront aufli, ou réelles, ou imaginaires de la forme M <4 N V=1, ou
M & N fonet des quancites réelles, de forte que I'imaginaire, qui y en-
tre, n'elt contenu que dans la forme V—1. C.Q.F.D.

COROLL. L

§. 61. Si donc parmi les racines imaginaires d'une Cquation
quelconque , fe crouve une x — p ——rV'—1, il s'y trouvera aufi
certainement celle-cy == p—r¥ =1} ce qui eft evident tant de la
démonftration de ce theoreme, que de la nature du figne radical V-1,
qui renferme effenticllement aufli bien le figne —— que le figne —:
de forte que connoiffant une racine imaginaire d'unc cquation quelcon-
que, lautre fe digouvre delle-meme.

COROL-



#2257 B .

COROJLL. I
§. 62. Ayant déja fait voir que le nombre de toutes les racines
imaginaires, qu'une équation quelconque contient, eft pair, chaque
racine imaginaire & — p —»1V -1 aura parmi les aucres fon com-
pagnon x— p—» V=1, qui lui appartient plus que toutes les au-
tres; vu que tane la fomme de ces deux racines 2 25 que leur produit
pp—t+r#, fontdes quanticés reelles.
COROLL. 1L
§.63. De laileft auffi clair que fi x=p—#»V—1 eft un falteur
imaginaire d'une équation quelconque, laformule » —p——»¥ —1
en fera aufli un fafteur. Er ces deux fafteurs joints enfemble donne-
ront un faftcur double réel de la méme équation , lequel fera
XX —2px = pp —-rr.
SCHOLIE
§. 64. On comprend de la réciproquement, que fi I'on pouvoit
d¢émontrer, que toutes les racines imaginaires d'une équation quel-
conque euflent néceffairement la forme M - N V—1, il feroit aifé
d'en démontrer, que toute équation fuc auffi réfoluble en fa&teursréels,
ou fimples, ou du fecond degré.  Car les racines réelles fourniroient
toujours autant de falteurs {imples recls, & chaque racing imaginaire
x—p—+ r ¥V —1,éanc jointe avec fa compagne x— p—rV—i
produiroit un faéteur double réel xx—2px ——p p —~ rr; deforte
que fi une équartion du degré » — « 4 23, avoit a racines réelles,
& 2.3 racines imaginaircs,dont chacune fut de laforme M—-N V-1,
il feroit démontré, que certe ¢quation eut @ fatteurs imples réels, & B
faftcurs doubles réels.  Or il paroit tres vraifemblable que toure ra-
cine imaginaire, quelque compliquie qu'clle foi, cft toujours rédufti-
ble a laforme M —4-N 17—1, & Mr. d'Alembert a prouvé cela dans
fon excellente piece fur le Calcul intégral, qui fe crouvedansle 11 Vo-
lume de nos Memoires, d'une telle maniere qu'il n'y refte plus le moin-
dredoute. Cependant comme il a emploi¢ dans ademontitration des
quantités infiniment pecites, quoique cette confidération n'en puil'll:
Mémaires de [ Acavermie, Tom, T, Kk pas
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pas diminuer la force, je tacherai dg tirer aufli de cette fource vne dé-
monftration rigourcufe du theoreme géneral , auquel cette piece eft
deftinde , fans avoir recours a des quancités infiniment petices, Or
pour cet effet j'aurai befoin de quelques Theoremes préliminaires.

Theoreme XII.

§. 65. Toute fonifion, quiefl formée, ou par addition, ou par
Souffrafion, ou par multiplicarion, ou pav divifion d'autans de formules
imaginaives de ceste forme M —=NV'—1 gue ce foir, fera roujours
comprife dans la méme forme M—-NV =1, les leztres M & N mar-
quant des quantités réelles.

DEMONSTRATION.

Qu’on s'imagine plufieurs formules imaginaires de la forme indi-

quée, lesquelles foient:
ed=LB V-1 y+8V—1; s4+V—1; 14 08V~-1; &

& eflt il d'abord clair, qu'enajoutant ces formules enfemble, ou en retran-
chant quelques unes, l'cxpreflionqui en réfulee fera toujours comprife
dans cetce forme M——N V/—1. 1l elt auffi clair que fi I'on multiplie
deux ou plufieurs de ces formules enfemble, le produit fera toujours
contenu dans la formule M —~4-N V'—=1: car le produit de deux
e—+BV-1 & y—40V-1 éant oy~ + (ad—4By) V-1,
ala forme M — N V-1, laquelle ¢rant outre ccla multiplide par
£ g'V—I donnera encore ceree forme, &ainfi de fuite. 1l ne s'agit
donc plus que de la divifion: or ileft clairque ce cas fe réduir covjours

a une telle fraftion E—t—gg-:—: , 0l tant le numerateur que le dene-
minateur eft déja compolt par les trois premidres opérations, 1'addi-
tion, la fouftrattion &lamultiplication, d’autant de formules imaginaires
de la forme M—N V=1 qu'on voudra. Or cette fration fc ré-
duira a une autre , dont le denominateur fera réel, en muliplianc,

€n
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en haut & en bas par C—D ‘V;—I ; car alors on aura

AC—+BD —- (BC-AD) Vﬂ—:, de forte que pofant M pour

CC 4+ DD
ACH+BD BC — AD
CG—[—DD&NFDHIEE—i—DD'mmmccttﬂfmme M4+-NV -1

Par conféquent cette forme demeure inalterée , par quelques opéra-
tions qu'on joigne enfemble autant de formulesimaginaires de la forme

M—4=N V=1 quon voudra. C.Q.F.D.
COROLL. L
§. 66. De la ileftauflievident que toutesles puillances, dont
I'expofant eft un nombre entier pofitif, d'une formule imaginaire
A B V=1, auront toujours la méme forme M——NV —1; puisque
ces puiflances fe forment par la multiplication.
COROLL. IL
§. 67. Enluite,puisque la puiffance (A—-BV'—1)" eft conte-
nué dans la forme M—-N V-1, i »eft un nombre entier polfitif, la
méme forme aura licu fi # eft un nombre entier negacif. Car ayant

SO — £ . 1
(A+BV-0)" = RFBV-—r)» — M¥NV-:
e M=NV-1
cette forme fe réduit a MM NN
COROLL. IIL

§. 68. Laforme générale M—-N V'—1 comprend auffi toutes
tes quantités réelles, lorsqu'onpofe N—o. Doncjoignant enfemble
par les quartre opérations mentionnees, non feulement des formules
imaginaires de la forme M——N¥'—1, mais auffi des réclles, le pro-
duit fera toujours compris dans la forme M —~=N V' —1.

COROLL. 1IV. *
§. 69. U peut auffi arriver que ce produit, quoiqu'il foit formé

des formules imaginaires, devient reel, les imaginaires fe décruifant
Kk 2 mutuel-
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mutuellement, ou rendant N==o. Ainfi le produit de ¢ -8 V-1
par a—f V=1 eftreel; &onfaic que (~14-V-3)3 —g.
Theoreme XIII.

. —o. De quelque puiffance gu'on extraye la yacine, ou d’une
quantiré viclle, ou d'une imagmaire de la_forme M ~—N V-1, les
racines feront toujours, ou véelles, ou imaginaires de la méme forme

M-4-NV-1.
DEMONSTRATION.

Soit # I'expofant de la puiffance dont il faut excrairela racine, de

" "
forte qu'on dit a confidérer les valeurs, ou de Va, ou de V (a==b V' —1).

Or puisque cclle-cy fe change errcelle-la, i i —o, il fuffic de prouver
I

que V (a—0V=1) ou (a=b V—1)" eft contenu dans la forme
M~ N V-1, quelque grand que foit le nombre #. Pour prouver

cela, qu'on cherche un angle @ tel que fatangente foit ‘::—, ou pofant
Viaa=4=-0bb) —c,; quon prenne langle Q tel, que fon finus foit

— .E & le cofinus — f— : onaura donc a4 V-1 =
&

—¢lcol@ 4 V=1.1finQ), puisque cofl P ﬁ{-&ﬁnﬁ: %

Or il eft démontre qu'une puiffance quelconque d'une telle forme, com-

me (col @ 4+ V—-1.nQ)" et = coflm P-4 V—1.finmQ,
quelque nombre qu'on fignifie par la lettre m, foit qu'il foit affirmatif,
ou negatif, ou entier, ou rompu, ou méme irrationnel.  Cela pofé on

aura (a--l—-f'V—]:I]?: ';i"(ra---{-—aﬁ‘l*’«-l,‘;“_‘-f-i (col @4V —1fin {p)‘t_" =
(-:ﬂf % ¢+ V—-L'ﬁﬂ% ¢’>};f Donc puisque e =V (ea—44)

eft une quantité réelle & poficve, & l'angle @ & partant aufli {3 par-
tie
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- I. 4 -
tie — @ avec fon finus & cofinus aufli des quantités réelles ; il eft evi-
"

dent que ;’(a-+-ﬁ1/—:] ou (‘-’ﬂf%@-—{-V-r. ﬁn%ﬁ) 1;:

appartient a la forme M—=N7'—1. Donc toutes les racines d'une
quamntité réelle ou imaginaire de cette forme M—4-N V-1, font tou-
jours comprifes dans la formule générale M—-N V'—1. C.Q.F.D.

COROLL. L

. 71. Comme on fait que toute quantité a deux racines quar-
rées, trois racines cubiques, quatre racines quarré-quarrées & ainli de
fuitey on trouve par cette methode toutes les racines, dont le nombre

I e
elt = », puisque = @ a autant de valeurs differentes.
COROLL. IL.
§. 72. Car puisque @ eft I'angle donc le finus eft — g & le

cofinus — ; ; au lieu de @ on peur auffi prendre les angles 4 ¢ 4+ @;

8¢+@; 129+ &c. p marquanc I'angle droic, puisque tous ces an-
gles ont le méme finus & cofinus,  Mettant donc dans la racine

trouvée (Euf'}} ®+V —1.1in 5 Eﬁ);’ cpour @ ces angles @;

40+®@; 8p+®; 12p+@ &c. ontrouvera autant d'expreflions dif-
ferentes, qu'il y a d’'unités dans I'expofant ». :
COROLL, ML
§. 73. Puisque » peut marquer wn nombre quelconque, il

H
s'enfuit de notre démonftration, que non feulement V' (¢ +4 V' — 1)
ou # eft un nombre entier pofitif, mais en général que cette expreffion
(a-+4V —1)™, quelque nombre qui foit marqué par m ou pofitif, on
Kk 3 nega-
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negatif, ou entier,ou rompu, ou meme irrationel, eft toujours compri-
fe dans la forme générale M+NV —1.

COROLL. IV.

§. 74. Par conféquent non feulement les quatre opérations de
{"arithmetiqne, mais aufli I'extrattion des racines, de quelque degré
qu'elles foient, ne changent point la forme M+N V — 1 des quantités
imaginaires, auxquelles on les applique d’une maniére quelconque,

SCHOLIE

§. 75. Sila quantité, donr on cherche toutes les racines d'un
certain degré, elt réelleou b—o, ilfera c—V a4, d'oul'on aura pour
¢ un valeur pofitive, quand méme ¢ auroit une negative; & l'angle P

a
fera ou — o, ou —— 1807, felon quele mﬁnus—; fera ou =+ 1

ou—~ 1. Doncle premiercas ou a eft pofitif & ¢ — a: les valeurs
de @ feront donco, 4p¢, 8¢, 12p &c. & les racines du degré n du
nombre 4 fergnt, pofant ¢ pour la marque d'un angle droit:

n 4 4 » 8 Bp ™
Or fi 4 eft un nombre negatif, on aura les expreflions fuivantes, ouw

bien les valeurs de V' — a feront:
'IE ':'._El- ~ : 'ﬁ_! o ﬁe ”
(cal' ;—I—V—l. fin = ) Va; (t:nl‘ = +V—r6n %) Vo; e

mettant pour @ fuccesfivement 2p, 6p, 10p, 14¢&c.  Mais cette
matiere étant déja futhfamment developple, je me borne ici i certe
unique conféquence, que I'extraltion des racines, tant des quanticés
réelles qu'imaginaires de la forme M + N V' ~ | produit toujours ou
des quantitésréelles, ou desimaginaires delaforme M+ N} —1.

Theore-
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_ Theoreme. XIV.

§. 76. De quelgue degré que foit une tquation algébrigue, tou-
ses les racines imagiaives gu'elle peut avoir, fons toujours comprifes
dans cetre forme générale M4-NV —1 3 de foxte que M & N font des
quantieés récller.

DEMONSTRATION.
Soit en general I'équation propofée:

2 A" B - Cx" 3 Dax"* - &c.—o.

& quoique nous ne foyons pas en ¢rac d'sfligner la formule générale,
qui en contient les racines, commenousle fommes pourles équations
du fecond, rroifiéme & quatriéme degré, il eft pourtant cercain, que *
cette formule fera compofée de plufieurs fignes radicaux, donrt les
quantités connués A, B, C, D, E, &c, feronx compliquées. On peut
ausfi réfnarquer que cette expresfion analytique d'une racine quelcon-

ue renfermera plufieurs membres, dont chacun fera la racine d'un cer-
tain degré d'une quantité, qui renferme encore des fignes radicanx, &
que ceux-cy auront aprés eux encore d'autres, et ainfi de fuice, jusqu’a
ce qu'on parvienne en chaque membre au dernier figne radical, qui
naffecte plus que des quancites réelles.  Remontons de ces derniers
fignes fuccesfivement, & il eft évident que la quantité marquie par le
dernier figne fera, ou réelle, ou imaginairede la forme M+ NV — 1.
Enfuite devant cette quanticé, jointe avec quelque valeur, ouréelle, ou
imaginaire ausfi de la forme M 4+ NV - 1, fe trouvera un nouveau

figne radical, qui fe réduiradonca V' (M-+NV =1), dont la valeur
eft encore de la forme M+N7V —1; & fi nous remontons de cette
maniére jusqu’aux premiers fignes radicaux, qui diftingue les membres,
nous verrons, qu'aucune opération ne nous fauroit écarter de cette
forme, & que par conféquent chaque membre aura enfin la meme for-
me, quelque grand que foit le nambre des fignes radicaux, qui y font

font enveloppes. IDou il s'enfuit que l'expresfion génerale, qui ren-
ferme
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ferme toutes les racines de I'équation propofle, fe réduira néceffaire-
ment 2 la forme M+NV —1, de forte que toutes les racines imagi-
naires ne fauroient avoir d'autre forme que celle-cy. C.Q.F.D.
SCHOLIE L

§. 77. Voila donc une nouvelle démonftration du Theoreme
général, que je me fuis propofé de prouver ici, & contre laquelle on
ne fauroit rien objefter, fi ce n'eft, que nous ne favons pas, comment
les racines des ¢quartions des plus hauts degrés apres le 47 font com-
pliquézs. Orcette objeftionn'aura aucune force, pourvu qu'on m'ac-
corde, que les expresfions pour les racines ne contiennent point d'au-
tres opérations, que I'extraftion des racines, outre les quatre opéra-
tions vulgaires: &l'onne fauroic foutenir que des opcrations tranfcen-
dantes s'y mélaffent.  Mais fi la conjefture, que j'ai autrefois avancée
fur 1a forme des racines des-équations d'un ordre quelconque, eft fon-
dée, la demonftration que je viens de donner ici, aura toute 1#force,
qu'on peut fouhaiter. Car ayant une équation quelconque du degré
n, je dis qu'il y aura toujours une équation du degré #—1, dont les
racines ¢rant @, 8,7, d, €, &c. aunombse de #—1, une racine quelconque

] ] ] ]
del'autre équation dudegrépnfera —a+Va+V B+ Vy+V d+&e.
ot1 2 eft une quantite réelle.  Donc fi les racines de 'équation du de-
gré n—1 fonr, ouréelles, oude la forme M—+ N V' — 1, les racincs de
I'équation du degré » auront ausfi cecce forme.  Par conféquent puis-
que les racines des équations du fecond degré font, ou réclies, ou de la
forme M+-NV —1, lesracines des ¢quations du troiii¢me depr fe
réduiront ausfia la méme forme, & partant ausfi les racines des ¢qua-
tions du 4™, 57, 6= &c. a l'infini.

SCHOLIE 1L
§. 78. Delaon tirera encore cette importante conféquence,
que toute quantité imaginaire, quelque compliquée qu'elle foit, eft
tonjours réduétible a cette formule M4+~-NV —1; de forte quetoute
quanticé imaginaire cft toujours compolée de deux membres, dont I'un
eft
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eft une quantité réelle indiquée parM, et I'autre eft le produit d'une
quanticé ausli réelle comme N, multiplice par V'~ 1; de maniere que
V' =1 cft la feule fource de toutes les expresfions imaginaires. Car
fi nous regardons l'origine des quantités imaginaires, qui eft I'extra-
gtion des racines ou la réfolution des équations, il eft démoncré, que
toutes les quantites imaginaires qui en découlent, font toujours compri-
fes dans cetce forme M+NV'—1, & de plus jai fait vmr, que de quel-
que maniere qu'on traite une ou plufieurs quanticés imaginaires de
cette forme par les opérations de l'analyfe, I'addition, la fouftraflion,
la multiplication, la divifion & l'excraftion des racines, toutes les ex-
preflions qui en réfultent, fe réduifent toujours a la méme forme
M-+N ¥V —1. Onfera donc obligé d'accorder cette verite, entant
que ce ne font que les opérations algébriques, par lesquelles les for-
mules imaginaires font compliquées; mais on doutera peut-éere, files
quantités imaginaires , qui dérivent des opcrations transfcendentes,
comme font celles qui impliquent la nature des logarithmes ou des an.
gles , font encore réduttibles a la méme forme. Or pour lever ce
doute je ferai voir, que toutes les opcrations tranfcendantes, qui fone
conniies, n'ecartent point les quanticés imaginaires qu'elles produifent,
de la forme marquée, & quoiqu'il foic impofiible d'appliquer le méme
raifonnement a toutes les operations cranfcendantes, les propolfitions
fuivantes Gteront tout fujet de douter davantage de la verité de cette
propri¢té générale de toutes les quantités imaginaires , de quelque
fource qu'elles puiflent tirer leur origine.

Probleme I.
§. 79. Une guantité imagmaire étant élevée d une pn;ﬁmrf,sfﬂ#:
! ‘expofant eff une quantiré véelle quelcongus , déterminer la forme imas
ginaire qui en vefulre,
SOLUTION,
Soit a + 5V ~1 la quantité imaginaire, & m 'expofant réel de
la puiffance, de forte qu'il s'agic de déterminer M & N, pour qu'il foic
(a+bV —-1) = M+NV -1
Mem, de PAcad, Tom P, Ll Polons
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Pofons V (ea+bbk)=— ¢, & ¢ fera toujours une quantité réelle
& poficive , car nous ne regardons pas ici 'ambiguicé du figne V.

Enfuite cherchons I'angle @ tel que fon finus ['ﬂit_—_-il—dﬂiﬂ cofinus

— ;, ayant ici égard a la nature des quantités @ & &, fi elles fone

affirmatives ou negatives ; & il eft certain, qu'on pourra toujours as-
figner cer angle @, quelles que foient les quantités @,/ ; pourvu qu'el-
les foient réelles, comme nous le fuppofons. Or ayant trouvd cet angle
@, qui fera toujours réel, on aura en méme tems tous les autres angles,

dont le finus g- & le cofinus f:: font les mémes: car pofant = pour l'an-

gle de 180°, tous ces angles feront, @, 27+4+Q, g7+, 67+,
87+ @, &c. auxquels on peut ajouter ceux-cy: — 27+,
—g47+Q, —67+Q, —87+Q,&c. Celapofeil feraa+dV—1
—c(cofl @ + V—1.lin P), & la puiffance propofée (a +4V—-1)m
—em (cofl @+V —1.1in@)™, ou ¢m aura toujoursune valeur réelle
pofitive,qu'il faut lui donner préferablement atoutes les autres valeurs,
qu'il pourroit avoir. Enfuite il elt démontré que (col@+V —1.fin Q) =
—coflm @+ V—1.finm @ ou il faut remarquer, que puisque m
eft une quantité réelle, 'angle s @ fera auffi réel, & partant auffi fon
finus & fon cofinus, Donc nous aurons:

(a+0V-1)" = ¢” (cofl mP+V—1.finm D)
ou bien la puiffance (a4 b V—1)m eft conteniiec dans la forme
M+NV—1, enprenanc M—=¢m colm @ & N—=¢» linm @

ouilyac—=V (ea+b#) szfq}:;&ﬁn@ :é . C.Q.F.T.

COROLL. L

§. 8o. De meme maniere qu'il et (cof @ 4 V—1. fin®) =
cofm @+ V=1.l0m@, ilfera aufli (cof =V ~1.fin@)=

E 2
——
Em—
—

cof
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cof m @—V—1.finm®, & partant on aura (a—} V—1)= —
¢m(cof m =V —=1.finm @), ol P marque le méme angle que dans

le cas précedent.
COROLL. IL
§. 81. Sil'expofant m eft negatif, puisque fin—mQ—~finm®
& cof = m @ — col m @, il fera donc :
(cofl @ + V—1.fn@)-m™ = coflm@FV—-1.inm@ &
(a+bV=1)"" = e=m(cofm@PFV-1.fnmQ).
COROLL. HIL
§. 82. Sim eft un nombre entier, foit affirmatif, foit negatif, la
formule (@ #¥/—1)™ n'aura qu'une feule valeur: car quoiquon
fubftitue pour @ tous lesangles @ §; *+27+Q ; 47+ Q;
-+ 6 =+ ¢ &c. ontrouvera toujours pour fin m @ & colm @ les

meémes valeurs.
COROLL. 1V.
§. 83. DMais fi 'expofant m eft un nombre rompu %,[‘expres-

[
fion (a-+471~1)v aura autant de valeurs differentes, qu'il y a d'uni-
tés env 3 car en fubftituant pour @ les angles marquds, on obtiendra
autant de valeurs differentes pour fin m @ & cofm @, que le nombrev

contient d'unités.,

COROLL. V.

§. 84. Douil eft clair, que fi m eft un nombre irrationnel ou
incommenfurable a l'unit¢, l'expreflion (a+&V—1)™ aura aufli
une infinité de wvaleurs differentes , car tous les angles @,
+27+Q; 47+ Q; + 67+, &c. fournironc de diverfes va-
leurs pour finm @ & cofl m Q.

SCHOLIE I

§. 85. Le fondement de la folution de ce probleme eft, que

(cof @4+ V=1.fin @)™ = cofm @ +V=1.finm@P, dontla ve-
Ll2 rice
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rité fe prouve par les theoremes connus fur la multiplication des an-
gles. Car ayant deux angles quelconques @ & 0, il fera (cof ¢ —=

V—=1.fin@) (cof § 4=V —1.finb) —cof (@4 0) 4+ V - 1.
fin (@ 4-0), ce qui eft clair par la multiplication aétuelle, qui
donne cof @ cof § — fin @. in 8 — (cof P. finf - fin@ cofl §)
V—1. Oron fait qu'il y a cof@. cof §— fin @. fin§ — cof (¢ ——4§)
& cof @.fin § ——fin @.cof 6 =fin(@—+0). Dol l'on tire aifément
I2 conféquence, qu'il eft:

cof 4 V—1.fin @)™ = colm @ 4 V—1.fin. 2 Q.

lorsque I'expofant m eft un nombre entier. Mais que la méme for-
mule a lieu auffi, quand m elt un nombre quelconque, la differentiation
aprés avoir pris les logarithmes le mettra hors de doute. ~ Car pre-
nantles logarithmes on aura:

m il (cofl @ = V~1.in®) = I(cof m P 4 V=1.fin m D).

Maintenant traitant I'angle ¢ comme une quantité variable on aura:

=mdQfinQ+md PV =1.cofl @ _ =md Qfinm @ +md PV —1.colm P
ofQ+V—1. fin® = — cofmP+V—r1.finm®

& mulcipliant les numerateurs par — /'—1, on obtiendra :

md@(cofl@+V—1—fin@) __ mdP(colm P+ ¥ -1fi finm @) _ —mdQ
cof @+ V—-1.in @ — com®@+V-1.fimm® —

e qui eft une équation identique.

SCHOLIE IL

§. 86. Mais on demandera, comment on auroit pu parvenir a ls
transformation de la formule (a—=4V=1)™a la forme M—4-NV -],
fil'on n'avoit pas fgu la propriéeé mentionnée des angles multiples,
qui paroit d'abord tout a fait étrangére a ce deffein. Pour cet effet je
joindrai ici une autre folution du probleme, fans emploier cette pro-
pri¢t€; & la methode dont je me fervirai, conduira ausfi a la folution

des
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des problemes fuivans. Comme il s'agic donc de convertir la forme
(a+bV=1)m encelle-cy x—+y V=1, je pole
(64=tV—1)m = x4yV—L
& prenant les logarithmes on aura :
ml(@—=bV—1) = I {r—4-yV—1)
maintenant regardant 4, 4, x, y, comme variables, je prend les diffe

rentiels :
mda+mdb V=1 __ dx+dyV -1

a+b V-1 = x+yV-1
qui fe réduifent a cette équation :
mada=mbdsV =14-madhV ~1+4-mbdb _ xdx-+xdyV/ =1 ~ydxV -1 ~+ydy
aa <+ b - x a4 vy
ou il faur que les membres réels & imaginaires foient Eéparémertt
égaux entr'eux, puisqu'il eft impoffible d'égaler une quanticé réelle a
une imaginaire. De la nous tirerons deux €quations;
mada+mbdb __ xdx+ydy

ga+bb e xx+yy
m(adb—tbda) xdy—ydx
& = ———
aa+bb xx4-yy

L'integrale de la prémiere eft mfV (aa~+086) =1V (x x+yy) +IC.
Soitdonc V' (aa+bb) = ¢, &ilferacm=CV (xx+yy). Pour
dererminer certe conftante C, on n'a qu'a remarquer, quefié —o

a=—1,il faut qu'il y ait y == o &= 1, d'ol nous voyons, qu'il doit
étre C— 1. Donc pofant V' (aa-+ b 4) — ¢, nous aurons
V(xx+yy)=cm. Enfuite l'incégrale de l'autre équation eft

b ;
m Atang - = Atang i_—' + C; ol I'on voit que la conftante C doit

étre — o, puisque fi b= o, il faut qu'il foic aulli y =o.  Par confcs
LI 3 quent
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quent nous aurons: m Atang == Atang = Soit @ I'angle dont

b, : ] b
l1a tangente =— =, ou bien foit fin @ = ;:!icﬂf(f}': E, & ayant

y
Vxx+yy) ™

—cof m@. Donc puisqueV (xx+73y) —¢=, nous

mnattFl',:..|1'4.t:1r:g:"r ili‘:ra%:tang m @, ou inm @

;!
. o

&
V (xx+y7)
aurons pour la folution du probleme:

s—cmcolm@ & y—cmfinmQ

prenant ¢ =V (aa-+bb), & I'angle @ érant tel, qu'il foit fin @ :é

& cof @ — — ; d'ous I'on voit que I'angle @ a une infinité de valeurs,

comme jai déja remarqué, quifont@; f274Q; + 474 Q;

+o7+Q; &
Probleme 1L

§. 8=. Une quantité véelle pofitive etant €levée d une puiffance
dont Lexpofant eff une quantizé imagunaive, trowver la valeur imagi-
agive de ceste puiffance.

~ | B

SOLUTION.

Soit @ 1a quantité réelle pofitive, & m~+n1 —1 l'expofant de
Ia puiflance, de forte qu'il fauc chercher la valeur imaginaire de
am™+n#V =1, Soit donc

amtnV—1 —y gV —1
&il fera (m+4-nV —1)la —= I (x+yV —1), dont prenant les diffe-
renciels en pofant 4, x, & y variables, nous aurons
ndaly —1 dx—-dyV — : —y
mda (14 = x--dyV —1 — Xdx-+ydy 4. ¥dy—ydx Ver.
g . 4 & x5V —1 XX gy xx )y
Egalanc




& 221 &

Egalant donc I'n:pnrémcnt enfemble les membres réels & i lmngma;.rﬁs,
nous aurons ces deux ¢quations:

mda __ xdx—+ydy & nda __ xdy—-ydx
a  xx-4yy a  xx+yy
dont les integrales priles, comme il faut, feront:

y

V(rx+yy) —am= &At:mg L =~ —nla, uu;_-_—..tang. nla

ou /a marque le logarithme h}rperbnhque de la quanticé réelle pofitive
, lequel aura par confequent aufli une valeur réelle. Prenant donc
dans un cercle, dontle rayon—1, un arc —=w/a, a caufc de
V (xax-+yy) = a™, nous obtiendrons:
x—amcolnla & y—a™ finrnla
& ces valeurs étant poftes pour x & y, on aura:
am+aV—1 x4y ¥V —1. C.QF.T.

COROLL. 1.

§. 88. La quantit¢ imaginaire am+»V—1 fera donc aufi
comprife dans la forme générale M4 N }/ —1, puisque nous venons
de trouver:

am+avV—1—gmcolnla+amV —1.finnla
lorsque 2 eft une quantité réelle pofitive; car fi a ¢roit une quanticé
negative quoique réelle, fon logarithme fercit imaginaire, & partang
auffi cofl n/a & fin # /g imaginaires.

COROLL. 2.
i; 89. Fuisque amtnV—1—_,m, ,—,#v"—l, il fera:
av—1—cofnla+ V-1 finnla.

& prenant » negatif, il fera aufli
a—*¥—1—cofnla—-V—-1.linnla
COROLL.
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COROLL. 3.
§. 9o. De lail s'enfuit, que les formules fuivantes font réelies
ﬂll"'r— I + ﬂ"#'lf'— 1

= —col. nla &
ahV —1 — g=—nvV—1
—fnnla
2V —1

Or fia—rm,il fera tant 1*¥ =t —1,que 1=-"V=-1—1, 2 caufe
de/1—=o.

COROLL. 4.
§. o01. Doncfilonmetn — 1 &a == 2,il fera:
S T | L R W g
2 t;l_i " —cofl2& 111’::: " —fnf2. Or

puisquilya/2 —o, 6931471805500, on en tireracol./2 — o,
AV -1 f-2—-V~1

7692380013540 — = . Mais I'arc méme dont le
cofinus —= /2 fe trouve 39°, 427, s, s2lll, oIV,
SCHOLIE.

§. 92. Le cas, oua eft un nombre negatif, quin'eft pas com-
pris dans cette folurion, quoique & foit une quantité réelle, fe réfoudra
par le probleme fuivant, ou je prendrai pour la quantité, qui doir Ctre
¢levée a un expofant imaginaire, une quanticé imaginaire quelconque
de la forme e+ bV — 1, qui comprend fous elle, en pofant § — o, tou-
tes les quantitcs réelles tanc negatives que pofitives.

Probleme 1II.

§. 03. Une quantiré imaginaire étant elevée d ume puiffance
dont Pexpofam efl auffi imaguarve, rrouver la valeur tmagmaire de

ceste puiffance,
SOLU-
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SOLUTION.
Soit a+ £V — 1 la quantité imaginaire, & m+»7V — 1 I'expofant
de la puiflance, de force qu'il faille trouver la valeur de cette formule
(8+bV —1)m+»¥V—1. Pofons donc pour cet effec: |

(a+bV —1)rtnV—1—x+yV -1
& prenant les logarithmes on aura:
(mtnV =1) H{a+bV —1) = (x+yV —1)
Palfons aux differentiels, & puisque, comme nous avons déja vu,
J.l’(-l'+y'l/--l) — xdy-+ydy ; (xdy—ydx) T
xx—+yy rxtyy
nous aurons:

m (ada =+ bdl) .. (ada+bdb)V'—1

aa+bb aa+bb —xdrtydy | (xdy—yde) V-1
m (adb—bda)V -t _n(adb—bda)} **+2) xx+yy
aa+bb aa+bb

Egalant maintenant f¢parément les membres réels & imaginaires,
nous aurons ces deux égalités:

m(ada—-bdl) n(adb—bdasy __ xdx +I.ir

aa—bb qa—0b xxr—-yy
m(adb—bda) | w(ada—=0bdk) __ xdy—ydx
aa—bb ' aa—bb = xx—-yp

Pour en prendre les integrales foit :
V(a4 =c & Aung §: ?:

ou bien find = fT & coflp — ;-, d’ou I"on peut toujours trou-

ver l'angle @ ; or je fuppofe ici, que ¢ eft une quantité pofitive
—V (ea~+ bb). Celaremarqué, nos integrales feront:
Miwwires de [ Academic. Tom, F, Mm m le¢
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mle =nQ =1V (xx +yy)

mQP+nle = Atang %
De I il s'enfuit, qu'il fera V' (xx—+ ¥y = rmeqn¢ mettant ¢ pour

le nombre, donet le logarithme hyperbolique eft —= 1. Ainfi pour
trouver les valeurs de x &y, de certe équation :

(a+3V=-1)"T"V"1 = x4 yV-1
ayant pofé¢ e—= V (ea+ b)), & pris I'angle @ tel, quil foic
cof § — E & InQ — = on aura:

T P (mQ+mlc)
p = ¢ a_ﬂq:. fin (m@+nic)
C.QFT.

.COROLL. L
§. 04. Sil=—o & a une quantité poficive, on sura r— o, &
Pangle @ —o0, ou* 27, ou+t 47, ouengéniral D= 2A%, pre-
nant A pour un nombre entier quelconque § donc il fera:

-t . W ,":MT cof (2R mx+nla)+V =1.fin (20m x+nl "D

qui convient avec (a forme précedente, fi A == o} de forte que cetee
transformation eft plus geéncrale,

COROLL. IL
§. 95. Sil—o, & a une quantité negative —a, il fera encore

¢—+a, & a caufe de col @ — _-;—_'-—1 , langle @ fera +=x

out 37 ou + s7 & ouen genéral $— (2A=1) 7, prenam
pour
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pour 7. un nombre quelcongue entier, eu pofitif, ou negatif, Il feradone
{H a ) mig-r V-1 i

mc-(:'.-‘h.-lj nw cof ((2h-1) mm+nla)+ ¥V ~1.h n{(2A=1 m :-r+::.".rr})

COROLL. IL
§.96. En général donc, quelques quanticés que foient 2 & J),
donnant a ¢ la yaleur pofitive de V' (2a —-£4), & prenant pour @

un tel angle que fin @ = %— & colP = F:*E » puisque pour § on peut

éralement prendre en général Pangle 2 A 7w~ @, ou A mar.
que un nembre entier quelconque afbrmatif ou neganf, onaura

(ﬂ__|__5-|/_1jﬂ—i-ﬂr"—l —
M —2hnw~n® - cofl(2hmr—m®P3nic)
¢ - V-rfin(2rmr=md 4= ulc)

d'ou l'on trouvera toutes les valeurs poflibles , que cette formule
(a—& V=1)™+7V=1 renferme,en donmnt a h fucceflivement tou-
tes les valeurs o, + 1,+2, + 3, -+ 4 &c. ob h fufiic de preadré
pour ¢ la feule valeur réelle & poficive, quiy eft renfermée.

COROLL. 1V,
Y 4o Sia—oj m—o, & b1, illfrac=1& Q=3
d'ou l'on tirera cetie transformarion :

- I =2AnT =L 0T
{VHI}HV = i e

- ' -3 - l—-’-# i ] E
ou bien (V—-l}y l = i y qui clt d’autant plus remar-

quable, qu'ellc eft reelle, & quielle renferme meme une infinicé de va-
leurs reelles differemes. Lar pofanc A= o, on aura en noribres

I(V--I}V"il — " 0,2078705763507.
‘Mm 2 COROLL.



& 226 9

COROLL. V.
§.98. Silonpofea—cof@ & s—finQ, prevant ¢ —1,
de forte que /¢ — o ; & on aura cette transformation remarquable:

(of @ 4V -1.0a@)? T2V "1 —

r-—:}\.nw—-mﬂ) (cnfm (2hr—4-P) —|—-V—I.ﬁnm{lhﬂ'+¢'})

& fi m — o, cette formule fera réelle

(ol @V = 1. ﬁnfﬁ)ﬂy-l — t—-i'ﬁ.rm-n&
SCHOLIE.

§. 99. Nous voyons donc par la, que toutes les quantités ima-
ginaires, qui tirent leur orizine non feulement des opérations algebri-
ques, mais auffi celles qui najlfent de I'élevation a des expofans quel-
cehques, & méme imaginaires , font toujours réduétibles a la forme
générale M 4~N V'~1. Et on comprend de la auffi, que fi les expo-
fans ¢roient eux-mémes de telles puilfances a expofans imaginaires, 1a
valeur de toute ia formule feroit néantmoins comprife dans la forme
M—4-NV=-1. Caril eft clair, fi @, €, ¥, marquent des quantités ima-

Y
ginaires de la forme M~—N V-1, la quantité derivée ng y leroit

aufli coujours comprife , puisque l'expolant &7 eft rédutible 3 cetce

forme.
Probleme IV.

§. 100. Un nombre tmaginarce quelconque €tant propofe, trouver
Jon logarithme hyperboligue.
SOLUTION.
Soita + bV - 1 la quantité imaginairc , dont il faut cherches
le logarithme, qui foit —= & + y ¥ = 1; de forte quil y aic:
I(@+dV=1)=x+yV =1
Prenant
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Prenant les differentiels on aura:
eda+bdb | (adb—bda)V -1
aa—+bb ' ag-+bb

Soit encore V (aa+ kb)) = ¢, & l'angle @ tel, qu'il foit col P —
i &ﬁn&):% ; & par l'integration on trouvera: x—/V (za+bb)
£

—dx+dyV -1

— /e &y—Anang ; — @. Donc nous aurons;

T

Ha+by=1) = IV (aa+bh)+V ~ 1. Acof Sy

o H(a+BY=1) = IV Gaat B+ =1, Al 5t

C. QF T.

COROLL. L
§. 1o1. Puisqu'il y a une infinité d'angles, auxquels répond le
b a
i
méme finus Vet 50y & cofinus Veratih)’ chaque nombre tant
réel qu'imaginaire a une infinicé de logarichmes, dont tous fonc imagi-
naires a I'exception d'un feul lorsque #—o0, & & un nombre pofitif.

COROLL. IL

§. 102. SinouspofonsV (aa+ b)) —¢, &langle trouvé
—@,acaufe de a—=r col Q&S—cfinQ, il fera /¢ (col P+ V' ~1.fin D)
= le+QV —1; ouaulieude Q il eft permis de mectre +2 = + Q;
T 47+Q; +67-+P &c.lecharaftere 7 marquant la fomme de deux
angles droits.  On aura donc /(cofP+V = 1.inQP) =PV —1.

Probleme. V.

§. 103. Un logarithme imaginaive Erant donné, trouver le
nombre gui lui conviery.
Mm 3 SOLU-
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SOLUTION.

Soit &V — 1 le logarithme imaginaire propofé, & # -y} = 1

e nombre qui lui convient, de forte que
l(x+yV—-1)—"a+tV -1
Comparant cetze Cquation avec celle, que nous venons de r.[v.:ﬁuln: dans
Farticle précedent:
le(cofl @Q+V =1.n@Q) =/ +QV -1 ,

nous aurons @ — 4, & le—a,donce = ¢, fuppofant Je—1. D'oia
nous tirerons ¥ —¢ cof b &y =¢"fin 5. Parconféquentlenombre,

qui répond aulogarithmea—+2 ¥ — 1, [era :a'[ml’f'-i-]/— L. lin).
C. Q. F.Tr.
COROLL. L

§. 104. Toutes lesfois doncque 4 eftou zero, ou égale & + 7,
42w, + 3 &c. on bienen général b =+ A 7, le nﬂmbrc qui

répond au logarichme -+ 41 —~ 1 fera réel & — -+ e”. 1 fera
poicit, fi eft un nombre pair, & negadif, fi A elt impair.
COROLL. 1L

§. ro5. On voic aufli, qu'il 0’y a qu'un feul nombre, qui convien-
re 2 un logarithme propolé; & que toutes les fois que le logarithme
eft réel, le nombre fera aufli réel.  Mais qu'il y a aufli des cas, ou
quoique le logarithme foit imaginaire, le nombre eft pourtant réel.
Mais ayant déja fuffifumment expofé cette matiere ailleurs, je palfe
anx quantités imaginaires, qui renferment des angles, ou leurs finus,

colinus, & tangentes.

Probleme. VI
§. 106. Lnangle, on arcde :frr!r tmaginaive guelcongue, frane
propoféy rrouver fon finus & coftnus, < rangente.
SOLU-
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SOLUTION.

Soit a+FV — 1 'angle propofé, qui étant compofé de deux par-
gies, 'une réelle a, & l'autre imaginaire # ¥ — ¥, nous navons qu'a
chercher le finns & le cofinus de cet arc imaginaire. Or les feries con-
nues nous donnent:

7/ 2 2 W
COLEY = 1= T e e e e i, ==

I.72 1.3.5:4 2

—

(ndV—1=5V—-14-80V-1  $3V—-1 :""-»e
1.2.3 =D 1.2.3:4.5 Ge V_
& de 12 nous tirerons:

fin (a+2V —1)= (e+ lDi'umf+y :

(c -t }cﬂ['u

cof (a+0 V=1)—1 (e"+e""’t') cola— | s (‘f&-—e“‘) fina:

donc la tangente fera:
-3 b
tang (a-+5V —1) = —(H A &}tanga-qt-(:___r_:) V-1
( + "') (r }tanga.}”—:
+r1)tanga+ (2 -1V -1

I—(r”—l)tanga.Vﬁl

ou bien

cang (a-+5V =1) = f"ﬂ

C.QFET.
COROLL. L.

§. 107. Puisque dans 'expresfion de la tangente, tant le mumera-
teur que le denominateur font imaginaircs, fi l'on en délivre le dema-
minatcur, on aura.;

26 b
2e*’fn a4 (e =1V -1

¢4’ L 2¢2%col2a+1

tang (a4 60V —1)=
COROLL.
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COROLL. IL

§.108. Le finus de l'anglc @ + & V' — 1 devient réel non feule-
ment dans le cas b — o, ou l'angle meme eft réél, mais aufli dans les
cas, ot col @ —0, ce qui arrive, lorsque pofant p pour la marque d'un
angle druic, il eft # — (2 —1) p, ou A fignifie un nombre entier ou
negatif. Car alors il fera:

in (A=) g+ bV —1)=+ 1 (" +c7F)
ou le figne + a lieu, fi A eft un nombre impair, & le figne —, fi \ et
un nombre pair.
COROLL. IIL

§. 109. De méme le cofinus del'angle 7+ } V' — 1 fera rlel
non feulement lorsque & == o, mais aufli lorsque fin # == 0, ce qui ar-
rivefia—2N¢g, & alors on aura cofl (2 hp+4bV —1) =+ 1

(fs_l_,-—i), ou le figne fuperieur + a liey, fi A eft un nombre pair, &
I'inferieur —, {i A eft un nombre impa..ir.
COROLL. 1IV.

§. 110. Pour la tangente de l'angle a4+ bV — 1, elle ne fau-
roit jamais devenir réelle, 2 moins qu'il ne fut 4 — o, ou I'angle

méme reel.
COROLL. V.

§. 1r1. Les formules trouvées fourniflent encore, en donnant
2V —1 fes deux fignes 4+ & —, qui lui conviennent également, les
formules fuivantes, qu'il fura a propos de remarquer:

fin (a4=4V—1) == in(a=0V—1) =(e* ~= ¢=*%) fina

fin (a4=bV—-1) — fin (a—=bV=1) = (¢ — e=*) V—1.cofs
cof (a—4bV—1) 4 cof (a=bV—-1) = (¢ - e=t) cofa
cof (a—-bV—1) — cof (a=b¥V=1) = (eb = ¢—t) V-1.fina

Proble-
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Probleme VIL

§. 112. Le finus d'un angle érane véel, mair plus grarm:-' que le
finus total, de foree que | ‘angle fuit imaginaive, trowver la valeur de

cer n;rgi’d'.
SOLUTION.

Il y 2 ici denx cas, felon que ce finus donné eft poficif ou ne-

gatif ;
t. Soit donc premierement le finus pofitif = p & p > 1 pre-

nant toujours I'unité pour le finus total, & foit I'angle imaginaire qui
répond a ce finus = a—— & V'—1, & pour que le finus foit réel, il fauc
qu'il foic e=—=(2N—1)¢, prenantg pour la marque d'un angle droit,
& puisque felon le §. 108.

e _&
in ((2n-1)p4-0v-1) = + § (! 4 ) =)

il faut qu'il foit A uwn nombre impair. Soitdonc A=2p -1, &

Nous aurons ; :

— ] -
ﬁn((4-.t£+1’] ¢ +I:'V—1) — (, i ) =5
cette équation étant toujours poflible, on en tirera

donc 'angle cherché qui répond zu finus p fera

(4p+1)e + V-1 I(pEV(pp-1))
II. Soit le finus propofé negatif ——p & p> 1, & il faue
que M foit un nombre pair.  Soit donc A== 2 y, & il fera:

fin ((4;1—1)4} i iV“’) —a (-‘-’E i f"&)'_—'“‘P

D'ou l'on tire comme dans le cas précedent

f=pVipp-1) & s=1(p+V(pp-1))

Mémorres de 1A ademae, Tom, P, Nn Donc
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Donc I'angle qui répond au finus negatif — p fera:

(4p-1)p == V—-1. [(p+V (pp-1)). C.QFET.
Probleme VIIL '

§. 113. Lecofinus d’un angle érant véel, mais plus grand que
le finus total — 1, trouver I'angle imaginaive qui répond a ce cofinus,

SOLUTION.

Soit p > 1, & que le cofinus propofé foic — ——p. L'angle
répondant foit —ae——4¢V—1 & par §. 109 il eft clair quil doit
€tre @ — 2 hp, pour qu'il loit

cof (2hp—+0V=1) — =+ 3§ (el e-t) = p
donc il faur qu'il foit A un nombre pair. Soit donc A =2 p &
nous aurons :

cof (4pp=dV-1) = § (b4 e—t) =p:
d'oli Ton tire ¢b = p—V(pp—1) & b=I(p+=V (p2-1))
& partant au cofinus pofitif p répond l'angle

gpe—+=V-1. I (p+xV Gp—-1)).
Si le cofinus donné eft negatif — — p, de forte que p > 1, il faue

prendre pour A un nombre impair, foit done A—2pu—4+1, &
I'angle ou l'arc, quirépond au cofinus negatif — p, fera

(4p+2)¢ +V-1r. (pE V(pp-1)). CQFT.

COROLLAIRE.

§. 114. 1l eft indifferent de prendre p——V(pp—1) ou
p=V(pp—1), l'un & l'autre €rant une quantic¢ pofitive. On n'a
qu'a remarquer que /(p+V(pp-1)) = —1(p-V(pp~-1)),
de forte que cette ambiguité réjaillic fur cclle, qui eft effengiclle 2 V/~1.

Proble-
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Probleme IX.

o :ﬁ‘ 114, Lefinus d’un angle étant imaginaive, trouvey la valeur
de I'angle ou I'avc mmagaire, quilui vépond.

SOLUTION.
Soit p 44— ¢ V—1 le finus imaginaire propofé, & que l'angle
cherché foit — a—4=0 V=1, de forte qu'il doit écre
fin (a44oV—-1) = p—+ V-1
Maintenant comparons cette forme p ——¢ V' —r avec celle qui a éeé
trouvée dans le probleme 67, & on aura

— 3§ (et 4= e-t)fina & g—=; (e —e~") cola
& de la on tirera ;
pcofa—=g fina = et fina cofa ou bien

5_..P | 7 —i—L__E....
d — fine = cofa & = — fina col 2

Or puisque e® ¢e=# — 1 nous obticndrons :
pp cof a*—gq fina* —=fina® cola® oubien

pp—(pp—44) fina® — fina® — fina?, d’'ol nous tirons
in 2= § (14pp+10)EV (i O4pptgp*—pp) &
fina=1V(—42p4prtan i V(i=2p4pp-tqq) &
cofa? = § (1—pp—q¢) F V (G —pp-g0)" —pp)-
Mais puisque cof 24 =72 cola®— 1, il fera

cof 206 ==pp—gq~+V (1=2pp =277+ (P2 49" )

cette expreflion éant toujours réelle & moindre que I'unité,l'angle 24
1—col2a

i -

& partant aufli ¢ fera r¢el , & on en trouvera ina—V

1—}-cofl2a

Or ces quantités ctant trouvées avec
1

&cofa =V

Nn 2 I'angle



£ 284 £

Yangle ay onaura b=/ (ﬁ‘:%ﬂ ---[--t 7 ), & 'angle qui répand au

col a
finus p—t-gq V=1 fera a+0V-1. C.QF.T.
COROLLAIRE.

§. 115. Sile finus propofé eft fimplement imaginaire ou ——
gV =1 deforteque p =0, & ileft clair qu'il doit étre fin a—o, &
partant 4 —— 2 A p; ou g marque l'angle droit & 2. un nombre entier
quelconque ; donc il feia g= *+ § (% ~¢—#) [elon que N\ cft un
nombre pair ou impair. Ilferadonc ¢* —=+g+ V(sg—41), &
partant on pourra toujours rendre cette quantité pofitive, d’'ou I'on
aura

b=1(V(gg—=-1) + ¢), ol lefigne 4 alicu fi A eft un nom-
bre pair, & le.— fi A eft impair. Ainfi 'arc qui répond au fious
gV =1 fera '

ou 4ue—+V-1. (Vg4 1y—4¢)
ou (4p—42)¢ + V~-1./(V(sg41 —1)-

Probleme X.

§. 116. Le coftuur d’un angle étant imaginnire , trouver la va-

lewr imaginaire de ave ou Pangle qui lup repond,
SOLUTION.

Soit p~~7 V¥ =1 le cofinus imaginaire propofé, & ==V =1

V'arc cherché qui lui répond : de forte que
cofl (64 4tV=1) —p4+49V~-1.
Or fi nous rapportons cette égalicé avec l'article 106 nous aurons:
—i(eb—e—t) cofa & g== 1 (¢é —e—*) fina

d’'ou nous obtiendrons :

LI q 2 P . Y
g = cofla fin 2 & e = ¢cofa ' fina

&
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&cofa® =3 (1==pp—tg7) & V(i G—tpp—tgn* —21F)
donccol2a = pp—-49 —V(1=2pp—4=297 ~ (ppaq0° )
qui eft aulli tuujuurs réelle & moindre que le finus total, de laon aura

una_V -::oi'zi & coflp — Vl+mhu, & ayant decer-
L] 1 — _"_5_?_ ¥ I
miné l'angle 4 méme, 2 caufe de b — I(mh o & Fangle

ou Tarc qui répond an cofinus imaginaire p——¢V —1 fera

—a—+4btV—1. C.QF T

COROLLAIRE.
§.117. Sip—a, deforteque le cofinus propofé et — 7V —1,
unaur:ct}['e‘r_a E:partancﬂ_l:i?\.—ljf, d'ou l'on tire g—=—13

(ef —e ]l =+1, ou le figne fuperieur vaut, fi A eft un nombre im-
pair, & l'inferieur fi pair. On aura donc

et = adg41, &eb=T g4V (gg+1), & b= 1(V(g9+1)+1)
& l'arc qui repond au cofinus g4V —1 fera
ou (4p+1)p+ V=14V (1449)=9)
ou (4p—+3)e+V—=1./(V (1 +g7)+9q)
SCHOLIE.

§.118. A}fant trouvd la valeur de cof 24, fil'on en cherche les

[
oot s F'_,Vl+zﬂ 22, onles peut

valeurs fina—V -

2z
prendre, ou affirmacives, ounegatives. Pour faire le choix, il fauc re-
garder aux quantités p & ¢, fielles font pofitives ou negatives, &
donner enfuite aux fin # & cofl « les fignes, qui rendent les valeurs de
et & de e—¢ politives, tant dans ce probleme que dans le precedent;
or dans chaque cas ce choix elt aif¢ a faire, de forte qu'on eft toujours
le maictre de trouver des valeurs réelles pour les lettres a & /.

Nn 3 Proble-
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Probleme XI.

§.110. Une tangente imaginaire érane donnée, trouver la valeur
imagmaire de Pangle ow de Uarc, qui lus repond, -

SOLUTION.
Soit p + ¢ V — 1 latangente imaginaire donnée, &a+-J V—-—
I'arc, qui convient a cette tangente, de forte que
tang (a+0V —1) =p+4V — 1.
Or nous avons trouvé cy -deflus §.107.
2erbfin2e+ (4t — 1)V —1

ta i — - ——
gla+dV-10= e4b 2630 Eof 2441
donc il faut qu'il foic,

2¢ b fin 24 etb — 1

e & §=" -
? ¢4 +2e2bcofl2a+1 7 et e col+ 1
de |3 nous tirons ces deux équations

:#P—l—iciﬁ{pmfin-*ﬁn 2¢)p=0o
esb(g—1) -+ 2e*Pgcofl 20 4= g 4 1 T0
& par élimination.
-~ p __ —pcof2a+ (g+1) fin 2¢
— peofza-+(g—1)finza — ?
Donc nous aurons:
o—pp(1—cof2a* )2 p fin 24 coT242 ~-(g7—1)fin24* ou bien

o—ppfn2a~2p cofga—(gg—1) fin 24

Par conléquent on aura

flb e

2
tang 2@ — P & partane

L=pp—aq

el I—pp — 19
— &cof 24—
e QX =TI R 7 (T (e

donc
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f— P22+ (r4-9)°
 V(@apt+CQ-pp=94)*)
&o=3/(pp4+ (422 ) —51(app+ (1 =pp~4p)*)
Ayant donc trouvé par ces formules tant lavaleur de 4, que celle

de I'angle 24 ou a4, I'angle ou l'arc, qui répond a la tangente imagi-
niire p—-g V=1 fera —a—+4V¥V-1. C. Q F. T.

COROLL. L
§.120. Puisque 4 pp— (1-pp=g7)* = (PP (g+1)?)

(PP = (g-1)2) ilfera;
et (g4=1)?

_ PP (g4-1)? 7
e o+ (9—1)° G pmared PP+ (9—1)7

Or l'angle @ fe détermine le plus commodément de la formule de

donc #3

1 F { . W -
lat te: tang 24 — ——, d'ou l'on voit, que les valeurs
angen z24 o T y q

de @ & / feront toujours réelles.
COROLL. 1L

.121. Si p — o, ou qu'on veuille chercher I'angle dont la tan-
P — q g
gente—— g V' —1,ilferatang 2¢ — o, donc 24 — 2hp &a—=Ap,

&p—=1711 {E'fi:;% Par conféquent 2 la tangente g V' — 1 ré-
7 — .
pondent les arcs g - V: : !Eii_{f- ou Ap marque un
'f — F
multiple quelconque de I'angle droit.
COROLL. 1L

§.122. Icilescasoll g 41 — 0, ou g —1— o, exigent une
réduétion particuliére, qu'il faut faire, avant que de pofer p—o. Soit
donc 77 — 1= o, ou la tangente propofée = o + V' — 1, & on aura

tang
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; c'eft a dire pour le

tang 2a = g SlaT e
figne fuperieur 4 — b & pour linferieur ¢4 — B
PP P14

Maintenant fi p — o, il fera 24 == (2N —~1) ¢ a caufe de tang
20— OO0, & b—* O0. Doncalatangente + ¥ — répond

langle = (A 4+1)p+ OOV —1.

COROLL. IV. :
§.123. Lorsque pp — 1—yg ou p =V (1=~gy), il fera
tng2a — Q0 & 2a—(2N+1)p: ou a—(N+})p En

= \
fuite il fera b — 4§/ “7  Deforte qu’ 3 la tangente V' (1 — ¢¢)

1I— 4.
+ ¢V = 1repond l'arc = (A +1)p - V: =) i_l—:
SCHOLIE.

§. 124, Puisque donc toutes ces quantiw’s imaginaires, qui fone
formées par des opérations transcendantes font aufli comprifes dans
la forme générale M =N ¥ — 1, ndus pourrons foutenir fans ba-
lancer, que géncralement toutes les quantités imaginaires, quelques
compliquées qu'elles puiflent étre, font toujours rédutibles a la forme
M+ N V¥ — 1; ouqueclles font toujours compofies de deux mem-
bres, donc I'un eft réel, & l'autre une quantité réelle multiplice

pr V -1

RECHER



