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SUR LA VIBRATION
pes CorbpeEs,
rar M. EULER

Tradwit du Latin,

quelques autres, ont dit & découvert jusqu’a pre-
fent au fujer du mouvement vibratoire des cordes,
femble avoir épuife la matiere, il y refte ncanmoins
une double limitation, qui la reftreine vellement, qu'a peine y 2-t- 1l
aucun cas, ot 'on puiffe determiner le veritable mouvement d'une
corde en vibration. Car d'abord, ils ont fuppofe qué les cordes ten-
dués faifoient feulement des vibrations quafi infinimenc petites, en
forte que dans ce mouvement, la corde, foit qu'elie air une fitvation
droite , ou courbe, peut pourtant Etre cenlee conferver toujours la
méme longueur. L’:1u1:rr.- limitation confifte, en ce qu'ils ont {uppofe
toutes les vibrations rfguhm’ﬁ, prétendant que dans chaque vibra-
tion la corde entiére, & tout i la fois, s’etend direftement, & cher-
chant hors de cette fituation fa figure courbe, qu'ils ont trouve écre

une trochoide prolongée 4 Pinfini
II. A'laverité la premiere limitation, par laquelle Jes vibrations
de la corde font regardées comme infiniment petites, quoique réclle-

ment elles confervent teujours une raifon finie & Ja longueur de
I3 corde,
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eorde;, cela ne dérange presque en rien les conclufions qu'on ea tire,
parce qu'en effet ces vibrations font pour I'ordinaire fi petites, qu'elles
peuvent écre prifes pour infiniment petites, fans qu'il en réfulee der-
reur fenfible.  Drailleurs on n’a pas encore poull¢ affez loin, ni ls
Mechanique, ni PAnalyle, pour étre en état de déterminer les mou-
vemens dans les vibrations finies, A l'egard de I'sutre limitstion,
qui fuppole toutes les vibrations régulieres, on tiche de la défendee
en difant, que bien qu’elles s'ecartent de cette loi au commencement
du mouvement , elles ne laiffent pas de s'affujertir au boutr d*un trés
court efpace de tems i ['uniformite, de forte qu'd chaque vibration la
corde s*érend rout i la fois, & enfemble en ligne droite, affectane hors
de certe firugtion la figure d’une trochoide prolongge.

1L Il eft effectivement prouvé d'une maniere fuffifante, quefi
une feule vibration eft conforme i cette régle , toutes les fuivantes
doivent Pobferver ausfi, On voit en méme tems par la, comment
lPerar des vibrations fiivantes dépend des précedentes, & peur Etre
détermineé par elles; comne réciproquement, par Petat des {uivantes,
on peut conclure la difpofition de celles qui ont precedé, Clelt
puurquui, i les vibrations fuivantes font régulieres, il ne fera en gu-
cune maniere posfible Eu& les précedentes fe foient écartées de la ré-

le; d'ou réflulte ausli évidemment, que fi la premiere vibration a
irréguliere, les fuivances ne peuvent jamais parvenir g une parfaite
régularité.  Or la premiere vibration dépend dg notre bon plaifir,
puisqu’on peut, avant que de lacher la corde, lui donner une figure
quelconque ; ce qui faic que le mouvement yibratoire de la méme
corde peut varier @ linfini, fuivant qu'on donne i la corde telle ou
telle figure au commencement du mouvement.

IV. De la naic donc la Queftion {uivante, dans laquelle toure
cette recherche eft comprife,

St une corde d'une longueur, € d'une maffe donnee, eff tendu?
par une force,on un poids donné; qu'au lieu de la fleuarion droite, on lui
donne une figure quelcongne, gui ne differe cependant de la droite qu'in-
finiment pei, & qu'enfuite on la lache tout i coup : direrminer le mou-
vement vibrateire roral, dont elle [era agirée,

M. d’A-
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M, d'Alembert s’eft actaché le premier, avec un fuccés des plus
heureux, i I'examen de ceProbléme, fi difficile tant dans la Mecanique
que dans PAnalyfe, & il en a communiqué 3 notre Academie une
trés helle folutioni  Mais, comme dans ces difcusfions fublimes on
tire {ouvent un fruit fort confiderable de la comparaifon de plufieurs
folusions différentes du méme probléme, je ne balance point a pro-
pofer celle que j’ai trouvée fur cette queftion, Quoiquelle ne diffe-
re pas beaucoup de celle de M. d’Alembert; cependant la grande
érendu€ de ce fujet fair que je me perfuade d’avoir ajoute quelques
obfervations affez intereflantes dans Papplicacion des formules gé-
nerales.

V. Je commencerai donc par propofer le Probléme d’une fa-
gon bien necte, afin qwil paroille quels fecours on a befoin de tirer,
tant de ’Analyfe que'de la Mecanique, pourarriver 2 lafolution.  Soit
donc la corde propofte A B, fixement attachée 3 fes extremités A &
B, & tendiie fuivant la diretion A F par une force quelconque, com-
me cela fe fait ordinairement dans les Inftrumens de Mufique. Que
cette corde foit partout d’une egale épaiffeur, & qu'on appelle

fa longueur ABZ=:Za ;
fa maiﬁ:, ou fon poids =M
& que la force tendante A F foit égale 3 un poids = F.

Qu’alors on fafle paffer cette corde de {on érar naturel A B d un
etat de courbure quelconque AL /B, qui pourtant ne differera qu’in-
finiment peu de ['etat naturel droit A B, de maniere que la longueur
A L /B ne{urpaffe pas fenfiblement la longueur A B; & que certe
figure A L /B donnee d'abord i la'corde, foir conniie. On deman-
de, en (uppofant que la corde foit lachée f{ubitement de cet eérat,
quel mouvement clle aquerra, & quelles [eront les vibrations qu'el-
le fera?

V1. Aufli-tot done que la corde fera lachée de fon etat AL /B,
la force tendante la preflera d'abord vers la fituation naturelle A B,
que tous {es points arteindrone, ou i la fois, ou en divers momens:
par conféquent, la corde changera continuellement de figure, & tous

fes poincs participeront au mouvement vibratoire, jusqu’ ce que la
refiftan-

Fig. =
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réfiftance air calmé toute Pagitation.  Or pour connoitre parfaice-
ment en quoi confifte ce mouvement, il futhira d’avoir asfigné pour
‘chaque tems Detat de la corde, c'eft i dire, fa figure. - Cary tandis
que d'unr coté ‘'on definit Je changement de figure par la (uccesfion
inftantanée, ‘on détermine en méme tems de I'autre la vitefle de cha-
gue point de la corde, & ainli on parvient a la connoiffance de tout
_le mouvement. Il ne fera donc pas befoin dans cette recherche
de faire attention aux vitefles de chacun des points de la corde; ce
qui diminué confiderablemerit la ditficulté de cetee folution.

VII. Puisque nous dvons fuppafé, que Ia longueur de la corde
ne fouffre aucun changement, tandis qu'elle revéc fuccesfivement
toutes ces figures, en forte que AL/B— AB, il en refulee qu'en
menant les'appliquées quelconques PL, p/, normales i 'axe AB, les
arcs AL, ‘AfYeront égaux aux abfciffes AP, A p; & par conféquent
Jes appliquees PL, p), feront comme infiniment petites 3 I'egard des
abfciffes. 'Par conféquent, fi 'on appelle P'ablcifle AP—, Pappli-
quée PL fera infiniment perite en comparaifon de #, & l'are méme
Al fera—x; doul' onauraPp=L/—=d=x Cela fait compren-
dre, que lorsque la corde regoir diverfes figures fuccesfives, chacun
de {es points L fe meut perpetuellement felon la direction de Pappli-

uée LP, en forte que chaque appliquée L P reprefente le chemin,
par lequel le point L de la corde s’approche de Petat naturel A B:
mais alors, 3 caule du mouvement requ, fuivant la méme dire¢tion
pormale 3 AB, il tendra du coté oppofe.

VIII. Aprésavoir fait ces remarques, pofons qu'au bout du
cems ¢ la corde {oitarriveea la ficuation AMm B, ayant quiteé fa ficua-
gion primitive AL/B, dc forte que le point L init parvenu en M.
En fuppofant donc l'abfcifle quelconque AP—.x, qui exprimeen mé-
me tems la longueur de 'arc AM, foit I'appliquée dans cette courbe
A MB répondante 3 PM = y; & parce que cette courbe AMB de-
pend du tems écoulé =, y {era une fonction des deux variables » &
7; en forte qu'en pofant #—o, la valeur de y fournifle 'appliquée de
Ja courbe primitive ALB.. Or il eft clair que fi Pon connoit la natu-

re de cette fontion de » & #, qui exprime la quantité de I'appliquée
2, on
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y, on peut par fon moyen affigner la figure méme de la corde pour
un tems quelconque #; & de plus on conclura aifément de fa muta-
bilité le mouvement de route la corde.

IX. Ainfiy etant une fonélion de x & #, {on differentiel aura
une forme telle,’dy — pdx 4 qdr, lsquelle formule comprend nen
feulement la variabilite dey par la courbe A MB, mais encore eu
égard au tems qui s’ecoule.  En effet, {ile tems ¢ eft erabli conftane,
oudr—o, P'equation dy—pdx exprimera la nature de la courbe
A MB; mais fi 'ablcile x eft fuppofee conftante, ou dx —o, I'equa:
tion dy—gd¢ définira le mouvement du point L pour tout le tems
que le mouvement de la corde dure, parce que par elle on peut as-
figner pour un rems quelconque 7 ecoule depuis le commencement;
le lieu M, auquel le point L fera parvenu,  Or p &g feront de nou-
veau des fonctions de x & #, dont les differenticls, en pofant »&#
Pune & l"aurre variable, {oient,

dp —rdx + 1dt & dg — sdx + ude.
Car il eft conftant par la nature des differentiels, que Pelement 4¢ en
dp, & I'element dx en dg, doivent avoir un coéfhicient commun,

X. Comme il s'agit préfentement de déterminer le mouvement
de la corde par les forces follicitantes, loit la force acceleratrice,
laquelle le point M de la corde eft acceléré vers 'axe AB—P, &il
eft clair que toutes ces forces, rfmr lesquelles chacun des élemens de
la corde cft prefle vers I'axe A B. prifes enfemble doivent érre equi-
valentes i la force, par laquelle la corde eft actucllement tendué, &
que nous avons pofee AF—F; ou bien, fi nous concevons des for-
ces contraires & égales a P, appliquées fuivant ML dans chacun des
points M de la corde, alors clles devront fe trouver en é&quilibre
avec la force qui tend la corde AFTF, & par cette propricté on

ourra determiner la veritable force acceleratrice P, par laquelle cha-
que élement M= de la corde eft actuellement follicite,

XI. La male, oule poids de toute la corde etant =M, & [e
diftribuant egalement par touteda longueur AB, le poids de la por-

M x
tion AP, ou AM, fera = ‘-r ;

Mymsires de [ Academic Tow. IF. K Ielé-

& par confequent le perit poids de
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Pelement Mm—dx fera — ; lequel etant follicité fuivant ML

par la force accelératrice —P, la force motrice de cet elément fera =

L-E? P, & la fomme de toutes les forces motrices par I'arc AM fera

= % SPdx. Mais parce que le point A eft fuppole fixe, il eft per-

mis de concevoir une certaine force A GG, qui lui foit appliquée
dans la direction A G normale aA B, & affez grande, pour que le point
A foit confervé en repos. Ces chofes etant pofees, la theorie de l'e-
quilibre des forces appliquées 4 un fil parfaitement fiéxible, fournira

Pequation fuivante:
Fy — Gx +¥fd.rfP¢f.r: 0

ou Fy & G fonc les momens des forces F & G aPegard du point
M

M & = [dx[Pd.xeftla fomme de tous les momens des forces ele-
mentires 3 Pegard du méme point M.

XII. Que I'on confidere 3 préfent la courbe AMB, que la cor-
de forme dans ce moment, dont la nature fera exprimée par les for-
mules données ci -deflus, 1‘1 le tems # eft pris conftant, oudr — o,
& par conféquent onaurady == pdx, &dp —“rdx.  Parli Pe-
quation que l'etat d’eéquilibre a faic trouver, etant differentice, & en
polant pdx, au lieu de 'y, donnera divilée par dx

M .
Fp—G 4 =4 JPdx —
Qu'on differentie de nouveau cetre équation, en pofunt rd'»

pour dp, & en divifant par /¥, oh obtiendra Fr 4 %‘ P—¢;

d’ou I'on tire la force accelératrice P du point M fuivant la direétion
MP,
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MP, favoir P — —-EE. C'eft pourquoi fi la courbe A MB écait

¢onnué, on pourroit déterminer par fa nature la force scceléracrice
de chacun des élémens.

XML Confiderons 2 préfent le mouvement da feul poine M,
par lequel il sapproche de P, étant follicité par la force accelératrice
P, & labfciffe AP — x doit étre cenfee invariable. Or comme &
caufe de d» — o, il y a increment momentane de I"appliquée P M,
dy — ¢de & dy — wds, dans le perit rems d¢ le point M s"appro-
che de P par le perit efpace == — gd¢, dont le differentiel en po-

fant I'element du tems 4+, conftant, fera — — dgde — — ude? =
—ddy. Mais, de Paccelération qui naic de la force P par lés princi-
2ddy

pes mecaniques on dedvit cotte Equation P — ——F = — 2%,

fil'on expofe,comme c'eft la coutume Ielement du tems 4# par P'elé-
ment de I'efpace appliqué 4 la vitefle, & que la vitefe elle méme foic
réprefentee par la racine quarrée de la hauteur dué a cetre virefle.

Ainfi, puisque nousavons rrouvé P — — Fwﬁ: ausfi bien que PP—
Far Far

— 2 o, il en refultera 2z v = M ¢ =M

XIV. Ces deux conditions, que nous avons rappellées au gal-
cul, renferment route Ja Queftion propofee; & par confequent, fi
un tems quelconque £ étanc ecoulé, on pofe pour un point quelcon-
que M de la corde I'abfciile AP = x, & l'appliquée PM—y, celle-
ci s'exprimera par une fonction de x & 7, telle qu'en pofant dy —;
pdx+ gdr, le caraclere des fonctions p & g fe tireta de ces formules

dp — rdx -~ sde, & dg — sdx - ;F:LI:T rdze,

La queftion mecanique propofee fe réduit donca ce problé-
me analytique, de chercher des fonctions r & 5 de » & 1, telles que
K 2 ces
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ees formules differentielles rdx 4 d#, & sdx 4 %I rds, devien-

nent intégrables. Car de femblables fonlions étant trouvées pous r
& s, on pourra asfigner les valeurs p — [ (ra’.f +sd)&g="Tr

(sdx + 2—% rde,) d'ou Pon inferera enfuite la valeur de Pappli-

quée méme y = f (pdx 4 ¢d¢.)

XV. Ce Probléme analytique confideré en foi eft extréme-
ment indéterminé ; ainfi, pour 'accommoder i quelque cas qui fe
prefenteroit, il faur faire les remarques fuivantes, Premierement
dans les intégrations, il faur régler les conftantes de maniere qu’en
polant ¥ — o, quelle que foic la valeur qu'on atrribué i ¢, on ait
toujours ¥ — ¢. Enfuite, on doit en faire autant dans le cas de »
— a. Troifiémement, ces précautions etamt prifes, d'entre les fon-
étions infinies r & s, qui fatsfonc aux conditions ci-deflus expri-
mées; on doit pour chaque cas propofé choifir celles, qui en pofant
¢t = o, font que la valeur de Pappliquée y qui en réfulte, fournic
cette courbure arbitraire, que Fon avoit donnee i la corde au com-
mencement du mouvement.  Cela €tant executé, il ne reftera plus
dans la folution aucune conftante indéterminée, & le vrai mouve-
ment de la corde pourra €tre reprefenté d'une maniere abfolué,

XVI. Afin donc que la figure initiale de la corde puifle éere ré-
glée arbitrairement, la folution doit avoir la plus grande érendué.
C'eft pourquoi, la recherche devant commencer par ces formules 4p

it
—rdx 4 sdr, & dg — sdx + 1 rdr, on doit découvrir en

géneral toutes les valeurs posfibles pour » & r, qui rendent ces for-
mules intégrables enfemble. Multiplions pour cet effer ces formules
3 part par les conftantes m & #, & ajourons les produits, de maniere
que foir

mdp -+~ ndg = dx (mr —=ns) = dt (ms - ;‘I& nr)

certe
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cette formule doit éire encore intégrable, quelles que foient les vae
Jeurs conftantes attribuées aux lettres m & n, Qu'on fafle donc m:»
Fa = c o
—Rf "M 0u mm = g N, douvient m —i1&n— -+
:M” 2M F a
s * dp + = = =+ -y
V 50 & Vo auna p_d’fVF' [a‘.r___a‘rl”:M]

M
(rt s Vo).

pr 3

XVIL Pour abréger, f{ois gﬁ — b, & l'on aurz

dp+dgV - =(dx+ds V) (r £ sV )00

dpVb+dg=(dx+de VD) (r V¥t s)ouaush
dg +dpVb=(dx+tdtVI){s+rV£E)
Comme donc cette formule (dax +de VvV &) (s + v Vv ) doit

érre intégrable, il eft néceffaire que s + # v & foir une fonélion
de » + r v b DPolons, pour tenir compre de I'un & de Pautre

figne
x4tV i—v .:|r:”“+III
& il fera =
y—tVbhb=u Vb= -4

2

& nous aurons ces équations:
dg—-dpVibi—dv(—-rV ) &dg — dpVE=da (s+—rV])
ot il faur que s 4 r v ¥ foit une fonction de v, & r—rV b une fon-
¢tion de # ; car autrement Pintégration ne reiisfiroit pas,

XVIIL Cette double intéegration étant donc faite, ¢ + p v b
deviendra — i une fondétion de v, & ¢ — p v b — a une fon-
&ion de w, Soit donc, pour donner une pleine etendué a la

folution,
K3 V fon-
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WV fonétion quelconque de v — = 4 2V &.
U fondtion queléonque de s —x—¢#v 4,
& l'on fatisfera aux conditions rapportées, en podant

. u
¢§+pvié=YV ‘ !___V—;—-__
d,ﬂﬁ{éfil: v_U
g—pvb=U P = =V "

Comme donc dy—pdx+ ¢dr, on aura en fubfticuant a p & ¢,
de méme qu'a dx & ¢ les valeurs trouvees

_ (dv—+4-du) (E—U} At (dv—du) (V4-1)
y— V & 4 V b ’

qui aprés l'evolution fmlljmit
__Vdv—Udu SO
XIX, OrfV.d v ferafonthonde v = » +2v 5, & /Ud 4 fon-

F
ﬂiﬁn&&l:r—r}"h&mﬂt:ﬁ;i d’oli, fil'on employe les cara-

&teres f& @ pour indiquer des fonctions quelconques des quanticés,
devant lesquelles on les met, nous aurons Pexpreffion geénérale fui-
vante pour J'appliquée ¥, qui repréfente fa quantité pour un tems
quelconque #, ecoulé depuis le commencement, & pour une abfcis-
fe quelconque
y=fi(x+2V b)) Q: (x—¢V }b).

Car pour retourner fur nos pas, & fatre un effai fur la formule dy—
pda+ gdronaura les valeurs fuivantesp & ¢:

p=St: (x—=1tVb) +-Q/: (x—2V'D)

g=Vbh (fi: (x4=2VI) =@ (x=2V}))
& au lien des formules dp—rdx +1de&dg = sdx+ brde, on au-
-3, comme la nature de la chofe le demande,

r—fl, (x—tVb) 4+ QU. (#—2V})

e=Vb (fl. (¢1VE) =Q". (x=5V'E))

pourvu
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pourvu que nous marquions le differentel de la fon&ion f: z par
dzf': z, & le differeptiel de Ia fonétion '+ z par dz f': 2.
XX. Jusqu'i prefent les carafteres f& @, dans I'equation

y=fi(x—2VE) 4 0: (s—2V })
fignifient des fonchions quelconques, qui different en raifon de la
compofition , & leur relation 2: determine davantage par les au-
tres conditions. Car comme en pofant ¥ —o, on doit toujours
avoiry == o, il doitetre fi(+rvd) 4+ @ (—zv i) —o, & par
confequent  (—zv i) = —f: (¢vé). Oralors, parce qu'en
polant ¥ —a, la valeur de y doit pareillement evanotiiir, on aura
ausli f: (a4-2V b)) +@: (a—etvE) —o; & ainfi la nature des
fonétions f& @ doit etre definie de maniere qu'elle fatisfufle a ces
conditions,

O: =2 ViIi=—f: ¢ Vi

Q:(a— 2 V) =—F: (a4 2V})

XX1. Comme f: z peut étre reprelenté en général par Pappli-
quée d’une certaine courbe, dont 'abscifle eft z, foic A M B la cour-
be dont les appliquées P M fourniffent les fonctions des abscifles A P
qui font defignées par le caraclere f: en forte que P M foit —=#: #
v b; auquel @: — £ v b devant éere negativement éral, qu'on pren-
ne Ap—= AP, de forteque Ap—¢Vv é; & en pofant la courbe
Amb au deflous de |'axe de la courbe femblable A MB, onaura pm
——f:tvb =9: —r Vb Donc la courbe Amb femblable a la
courbe AMB expoferala nature de l'autre fonction @, Alors la courbe
AMB exiftantd’une maniere femblable au deld de B, foit AB—« continué
au deffous de axe, afin que la portion BN « foit (emblable & égale
a la courbe BnA, & en prenant BQ—=8Bq,onaura AQ —a-+r
vi, QNZ/f: (a-+rv ), & pareillement acaufe de Aq —a—r
Vb, il lera qn = f: (@ — v b) d'ol il paror qu'une courbe de
cette forme AMB, qui eft continuée de pare & dhautre & Pinfini
par des parties femolables & €gales a clle méme Am b, BNa, & qui
foient fituees alternativement en haut & en bas, eft propre a repre-

fenter la nature de 'une & JPautre fonétion f & @.
XXII Ayant
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XXII. Ayant donc décrit une femblable courbe anguiforme,
foit réguliere, conteniie dans une certaine équation, f{oit irreguliere;
ou méchanique , {fon :pﬂliquéc quelconque PM fournira les fon-
¢tions, dont nous avons befoin pour la folution du Probléme, En
effetfi 'on pofe une abfcifse quelconque AP—2, on sura I'appliquée
PM —=f: z. De la donc, en attribuant a ’abfcifle z, les valeurs
2+eVb& x—svh, onaunny=f: (x+e¥Vb) +f: (x—2
v l) ; enconléquence de quoi on pourra alsigner pour un tems quel-
conyque dans la corde vibrante l'appliquée y, qui convient pour une
abscifle quelcongque. Or pofons £ — o, pour obtenir la courbe ini-
tiale de la corde, & Ponaura AP — », & Pappliquée dans la cor-
de vibrante y = f: x —2 PM; ou, parce qu’il eft permis de pren-
dre les moitiés des fonctions fuperieures, en forte que

y=4%f: (x4 Vi) 43§ (x=1tV D)
la courbe méme AMB repréfentera la figure donnce 2 la corde au

commencement du mouvement.,
XXIH. Reciproguement donc, s'il ¥ 2 une courbe donnce, ou

figure, que la corde ait regiie au commencement, on|pourra en trec
la détermination de la figure de la corde pour un tems quelconque
ecoulé depuis le commencement. Car, en décrivant au deffus de
Paxe AB—a, qui foit égal a la longueur de la corde, la figure ini-
tale de la corde AMB, qu'on la_repete de part & d'autre en fitua-
rion inverfe, en forte que Amb — AMB & BNa = BnA, & que
on congoive la repetition conginuelle de cette courbe de part &
d'aucre a I'infini fuivant la méme loi. Alors, fi cette courbe eft em-
ployeé pour exprimer les fonétions trouvées, aprés un tems écoulé
— ¢ I'appliquee qui répondra a I'abscifle +,dans la corde en vibration

fera; :

y—3f: (x2e Vi) 431 (x=t VD)
d’ou l'on pourra recueillir aifément la conftruction de la courbe, que
la corde forme dans un tems quelcongue.

XXIV. Mais afin que cette formule ne paroiffe pas renfermer des-
quantites heterogenes, il fauc remarquer que # v & eft reprefencé par
une ligne droite, & eft par confequent homogene a#. Car, ﬁ:ir zla

uteur
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haateur de laquelle un corps pefant tombe dans le tems #, endon-
nant expresfion du tems de la maniere indiquée ci- deffus, on aura
t—2v z; &ainsi aulieu de s, on pourra écrire 2v z,” & récipro-
quement par la hauteur z on connoitra le tems ¢ écoulée depuis le
commencement du mouvement. Donc evd ea—— 2y bz ——

:V i—?-'ﬁ =) E—E-IE, & par conféquent fera exprimé par une ligne

Faz
droite. Or pofons, pour abréger, V‘—zﬁﬂ—- = v, enforte que la
valeur de v puifle érre asfigneé pour un tems quelconque, & aprés
le tems ecoulé, pendant lequel un corps pefant tombe par la haureur
— z, on aura

y=ifi(#M-v) 4+ 1S (¥ —v)

XXV. Sil'on a donc donné aucommencement la figure A MB a
Ja corde AB —«, & que fa répétition ait enfuice formé la ligne cour-
be anguiforme n ' $ AMB a N, la figure que {a corde doit avoir au
bout dutems#, pendant lequel un corps pefant tombe par la hauteur
—z, leraainsi d¢finie. De cette hauteur z conniie qu'on cherche
2 Faz . ; '
la valeur v = V' —nf 2 & quien propofant Pabsciffe quelconque
AP=—=wx;onprenne de part & dautre PQ — P ¢ — v, en me-
nant aux points Q & ¢ les appliquees QN & ¢n, on aura i caufe de
QN =f: (¢#+v) &degn =f: (x — v), l'appliquée qui répond
a labfciffe AP = » de la corde, y =1 QN + { ¢#; ou hien, qu'on
QN — ¢»
. 2
fi 'on employe cette conftruction pour rous les points de 1'axe A B,
les points s donneront la figure prefente de la corde Am B.  De
cetre maniere la figure, que la corde prend dans les vibrations , fera
facilemene decrite pour un tems quelconque.

prenne Pm = , m érant le lieu du point M, &

Memoires de T Academie Tom, 1V, L AMXVL



gt 82 &R
XXVI. Cherchons la figure de la corde, apres qu'il fera écou-

M
Jé un tems tel que v foit — 4, ouz— = ]; , & cela donnera

y =4 f:(x+a) 41f: (¥ — a)
Or par la nature de la courbe décrite /: (+ —a) fera ——f: (a—x)
&f: (a+a)=—f: (a~—x) d'ourécfultera

y =—f:(a—x)

ee qui fait voir® que la corde fera plieé toute entiere au deflous de
Paxe, & prendra la figure AM‘B égale a la figure donnce A MB,
mais pofee en fituation inverfe; de forte qu'en prenant P'abscifie BP!
— AP, l'appliquée fera P'M'—=PM. Ecde la réciproquement,
s'il secoule de nouveau untems egal ¢, d'ou réfulte v — a, toute la
corde retournera i la ficuation AMB, qui‘lui avoit été donnée au
commencement; ce qui fe déduir aufsi de ce que s’etant écoule de-
puis le commencement un tems, d’ol fe fait v =2 a, il en refulte,

y=ifi (¥ -24) dEfi (v—2a)
Mais en prenant PQ/ =P 4/ —2 a, par la nature de la courbe Q/
N/ fea—PM=g4'n', & par consequent y — PM, commejau
commencement du mouvement.

XXVIL Quelle que foir donc la figure donnze d'abord a la cor-
de, elle la reprend i chacune des vibrations, autant que le permet la
dimmution causée par la résiftance ; ce qui fiic voir bien clairement
qu’il n'y aaucune verité dans Popinion rapportée ci - deflus, fa-
voir que les vibrations de la corde, quelque irreguliéres quelles
ayent éte d'abord, rentrent aufsi- ot aprésdans uniformite, de ma-
niere que la figure degénere en une trochdide prolongce. Cepen-
dant il n’eft pas moins clair, que quelle que foic la¥figure de Ja corde
en vibration, les vibrations ne laifleront pas d'etre allez régulieres ;
car comme, en“pofant ¥ = 2 4, la corde retourne a fon premier etar,
elle doit etre censée avoir fait pendant ce tems [ deux vibrations; &
par confequent on définira de la valeur » —a le tems d'une vibra-
tion, qui fera egal au tems pendant lequel un corps pefant tombe par

la
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1 hauteur ;!—E i ou, fi Penexprime la longueur de la corde AB :"_._-:

en milliemes de pieds de Rhin, le tems d'une vibration exprifié en

1 Ma

fecondes fera — I—EE v pa ok ou la corde fera suctant de vibrations

A chaque feconde, que cette expresfion 125 V' %ﬁl—i contiendra d’u-

nites , tout comme fi la corde achevoic fes vibrations fuivane la lod
d’uniformité decrite par Zaylor,

XXVIIL. Comme la firure AMB donnée au commencement
4 la corde, fournit fa premiere & plus grande excurfion, de méme
une vibration €tant achevée, la corde fe trouvera dans ['autre ex-
curfion la plus grande AM'B, que nous avons fait voir ére egale 3
}a premiere inverfe. Voyons donca prefent, fi dans le milieu du
tems qu'emportent ces' deux vibrations, la corde fe tend d’une mas
niere parfaitement droite, & reprend la fituation nacurelle, ou non?
Puisque du rems d'une vibration nalt v —a, pofons pour le moment
dumilieu v == § a, & l'onaura de la formule génerale .
- y=ifi(r+1a) 4§ f:(x~ 3 a) '
dont la valeur evanouira, fi /¢ (f a — x) et = f: (§ 2 + ¥)
c'eft i dire, fi la igure A DB donnee au commencement a [a corde
eft telle quaux ablcifles + @ + » & § a4 — x repondent des appli-
quees €gales: ce qui arrive fi Pappliquée CD dreflce au point du
milieu C de Ia longueur AB eft un diamecre de la courbe ADB, &
que la partie DB foit femblable & égale i la partie DA,  Toutes les
fois donc que la courbe initiale a cette propriété, tour autane de fois

la corde s'etend en ligne dreite au milicu de chaque vibration; &

comme cela peut arriver en nombre mnombrable de manieres, il eft
manifefte que cette condition elle- meme ne requiert pas, que lacor-
de prenne perpetucllement dans fesvibrations la figure d’une tro-

chaide prolongée.
XXIX. Or, bien qu'iconfiderer la chofe en général, les tems des
vibrations ne dependent pas de la lfjgu re que prend la corde vibrante,.
a mals
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mais qu'ils fe determinent par les feules quantités 4, M & F, dont la
‘premiere a dénote lz longueurde la corde, M le poids de la corde,
B Fole guidﬂ egal a la force qui tend ; cependant il y a des cas fin-
guliers, dans lesquels les tems des vibrations peuvent érre réduics a la
moitié, au tiers, au quart, ou méme d une partie aliguote quelcon-
que de toute lalongueur. Car,fi toure la longuenr de la corde étoit
Aa = a, & quelle fe courbit au commencement, de maniere
quelle fit deux parties AMB & B #, qui fuffent parfaitement fembla-
bles & égales entr'elles, elle fera alors fes vibrations, comme fi elle
n’avoit que la demie longueur AB, & par confequent ces vibrations
feront deux fois plus rapides. BPe méme, fi la figure initiale de Ja
corde avoit trois parties femblables & égales # A B 2, comme elles font
réprefentees dans la figure, la corde alors fera fes vibrations, comme
fi {2 longueur eroit srows fois moindre, & chaque vibration deviendra
trois fois plus courte; par ou I'on comprend aflez, comment ces mé-
mes vibrations peuvent devenir quatre fois, cing fois &c. plus
COUrtcs,

XXX. Ayant amfi donneé ls folution générale, comprenons y
encore quelques cas, auxquels la courbe anguiforme Fig. 3. eft une
courbe continué, dont les parties foient hees en vertu de la loi de
de continuité, de maniere que fa nature puifle écre comprife pas une
équation, Er d’abord il eft conltant, que ces courbes, puisqu’elles

font coupées par l'axe en une infinite de points, feront tranfcen-
dentes. pofant la longueur de la corde AB = &, & une ablcifle

quelconque AB — w, foit1: =, comme le diamertre du cercle i la
circonference, & il eft manifefte que 'equation fuivante, exprimée
par les finus, fournit une courbe requife;

PM —efin F—? —+€ (in EE-E —+-vy(in —S—-F —-dfin %ﬂl—}- &c.

Car i, qu lieu de », ou pele ou e, ouza, ou 3a, ouga &c Il'ap-
pliquée PM evanoiiit, & en pofant « negaaf, appliquée elle méme
fe change en fonnégatif. Si donc la courbe A MB éroit lafigure pri-

mitive de la corde, au bout du tems 7, pendant lequel le corps ‘P&
ant
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fart defcend par la hauteur =z, en pofanc o —= V' M
feiffe + dans la figure de'la corde répondra l'appliquée y, de [orte
qu'on aura :
) &e.

y——41alin ;ff-i“ﬂ} —I—{ﬁﬁﬂ?{:—i—vj—k ;yﬁn;f-{x —4-v)

—+iafin Elf—ﬂl+§§ﬁn¥(rwu)+ﬁﬁng—; (x —v) &e.

XXXI. Orcommefin (a+4)+fin(a=—F)eft —z2fina cos 4,
cetee équation fe transformera en cette forme :

—afin® cot T2 €hin 277 cof 272 - yhin3 T Tcof 27
y —alfin = col = ~}— &fin = col = —v(in p cofl = &ec.
& la figure primitive de la corde fera exprimee par cette équation,

y =efin {—r +Eﬁni:'r —+ylin %'r -+ &
laquelle reviert la méme, toutes les fois que v devient ov 2 7, ov 44,
ouda &e, Mais ivelt ous,ousza, ouse &e la fizure de la cor-

de fera
y — —a lin ?-—;—l—ﬂ’ﬁnz—:—:—yﬁng—?f-—{—l-&c.

£

ot il faut remarquer que i Belt —a, y—o0, d — o0, &c. il en ré-
fulte le cas qu'on croit communément érre le feul qui ait lieu dans la

TX T U
~cos —, dans lequel I3

vibration des cordes, favoir y = & (i

courbure de la corde eft perpetuellement la ligne des finus, ou une
trochoide prolongée a I'imfini.  Mais fi le feul terme 2, ou vy, ou
d, &c. s’y trouve, cela forme des cas ol le tems de la vibration eft
moindre, ou du double, ou du triple, ou du quadruple &c.

B @& &

L3 SUR



