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Zanottus attentus efiet, ifque adeo hoc tempus, & quo in
Conventu accen{um tormentum fuerat, centum quinquagin-
ta feptem fexagefimas momenti partes intercederc deprehen--
dit, quarum tres 1mpendendz fuerunt tormento in arce accen-

dendo. Nebulofa igitur tempeftas velocitatem foni perparum Pag 04

mutavit, precipue cum multo remiffius, quam quo tempore*

feq.

prius expenmentum infticuebatur, frigus effet.  Nihilo minus 96 feq.

Bianconius , quia’ in omnium Phyf' icorum obfervationibus, de
foni velocitate fadts, aliqua varietas eft, "mavult eam cquf is in
aera agentibus tribuere, quam tantorum virorum negligentiz.
Cumque fonus per fucceflivam communicationem motus cum
omnibus a fonoro corpore procedentibus aeris particulis, fiat,
quicquid elafticitatem aeris, denfitatem, pariter ac gravita-
tem, mutare poflit, & foni putat velocmtem variare poffe.
Et maxima fine dubio a ventis aeris {fonique mutatio pro-
venit, precipue cum alius poﬂ' tin loco, ubi corpus fono-
rum eft, alius, ubi percipitur, alius in intermediis, efle.
Quapropter, ut certi quid inveniretur, neceffe effet, lt
nan, nifi ubi conftans ventus fit, & in locis multum diftanti-
bus, experimentum caperetur, quod tamen intelligitur facile
fieri vix pofle.

L. E. SOLUTIO PROBLEMATIS CATOPTRICI,
in Novis Adtis Eruditorum Lipfienfibus pro Menfe
Novembri A. 1745 propofiti. .

L Notifﬁma eft illa ellipfeos proprietas, quod radii lueidi, ex
altero ellipfis foco empnantes, poft reflexionem ad

- ejus perimetrum fa&am, in a‘Btero foco colligantur; in hy-
pesbola autem radii, ex uno fdco profedi, poft reflexionem,
quam in perimetro p'muntur )dlver(rant quidem, fed, fire-
tro produdli concipiantur, in Ialtero foco conveniant; in
parabola vero, quz nihil aliud eft nifi ellxpf s, cujus foct
intervallo infinito- diftant, radii, ex foco emxﬂ' poft refle-
xionem fiant. axi paralleli, &, f radii axi paralleh in pa-
rabolam incidant, poft reflexionem in ejus foco concur-
D 2 rant.

99.

105 feq.



.3 NOVA ACTA ERUDITORUM

rant. Flec autem reflexionis ratio ita propria eft fectioni-
bus conicis, ut przter eas nulla alia detur linea curva, que
radios lucidos, ex dato pun&o emiflos, poft reflexionemin alio
quodam pundto dato colligar; erunt {cilicet hzc duo punita
foci feQionis conicx, huic cafui fatisfacientis, Verum, fi
hanc ideam latius extendamus, atque geminam reflexionem
contemplemur, ellipfisquidem hac infigni proprietate pradita
deprehendetur, ut omnes radii lucidi, qui ex uno foco e-
mictuntur, poftquam duplicem reflexionem ad ejus perime-
trum fuerint pafli, in eodem foco, €x quo erant egreffi, ju-
giter concurrant. Statim autem facile animadvertimus, hanc
aife@ionem fedionibus conicis non ita, uti priorem, efle pro-
priam, fed in innumerabiles alias lineas curvas competere.
Quoniam enim hic perinde eft, five radii poft primam refle-
xionem fefe in unico pun&o trajiciant, five caufticam quam-
cunque tangant; manifeftum eft hoc pofteriori cafu, quo
radii poft primam reflexionem non per idem puntum trans-
mictuntur, alias lineas curvas queftioni efle fatisfatturas, at-
que adeo earum numerum fore infinitim. Has igitur omnes
curvas exhibere Problema propofitum jubet. -

IL Si punctum, unde radii lucidi egrediuntur, in infinitum
remotum concipiatur, ita ut radii incidenter fiant inter fe
paralleli, cafus habebitur Problematis, qui {olutu facilior me-
rito videatur. Queruntur {cilicet omnes linex curvz, que
cum parabola hac communi proprietate gaudeant, ut omnes
radii datz linez re@z pro axi aflumtz paralleli, poftquam in
curva duplicem reflexionem fuerint paffi, eidem rete denuo
fiant paralleli, quam proprietatem prxter parabolas, quarum
axes eidem recte funt paralleli, innumerabiles linezx curve
aliz habebunt. Hujus igitur Problematis fpecialioris zque
ac przcedentis generalioris folutionem hic exponam. Ac
primo quidem formulas generales inveftigabo, quibus omnes
linex curve, propofita proprietate pradite, contineantur, &,
cum harum linearum aliz fint transcendentes, aliz algebraice,
inprimis operam dabo, ut algebraicas feorfim exhibeam, in

quo
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* £
quo przcipua propofitionis vis confiftere videtur. Tum ve-
ro ex formulis generalibus invemtis conftrutiones geometri-
cas adornabo, ut Problema ppopofitum non folum analytice,
fed etiam geometrice, folutum tradam.

11I. Qui folutionem hujus Problematis faltem tentaverit, is,
pollum eft dubium, quin maximam difficultatem in duplici -
reflexione offenderit; quoniam efhiciendum eft, ut bina re-
flexionis ‘pun&a in eadem linea curva fint fita. Omiffa enim li-
nex curve continuitate, quzlibet linea curva, in qua altera
radiorum reflexio fieret, pro lubitu aflumi poflet, neque
difficile tum foret, pro altera reflexione ejusmodi lineam cur-
vam inveftigare, ut radii poft utramque reflexionem in idem -
punétum, unde primum exierant ,* reverterentur. Verum
hoc modo non una, fed.du=z linez curve obtinebuntur, quz
jun@im fumtz cbnditionem Problematis adimplerent; neque
crgo idonez effent cenfendz, nifi forte ambz eflent partes e-
jusdem linez curve continuz. Difficultas ergo denuo huc
redibit, quomodo ez linexz pro prima reflexione affumend=z
inveniri debeant, ut alterc, quz hoc modo pro fecunda re-
flexione elicie e, earum fint partes continuz, & ambz in
eadem zquatioge fimplici contineantur.  /Zquationem fim-
plicem autemn -hic voco, quz in duas pluresve zquationes
refolvi nequeat; nifi enim hzc reftrictio {ubintelligeretur,
binas quasvis lineas curvas diverfifiimas in una eademque z-

quatione compledti liceret.

IV. Quanquam autem jam paffim hujusmodi Problemata ex-
ftant foluta, quibus ex propdfita quapiam binorum puno-
rum curvz relatione ipfe curve funt definite, uti in Proble-
mate trajeéloriarum reciproca%um, aliisque ejusdem generis ;
tamen, i more confieré mturhm reflexionis in calculum in-
ducamus, formulz prodeunt|nitis. complicate, quam ut in
earum, quatenus ad duo diverfa curve pun&ta pertinent,
comparatidne continuitatis ratio haberi poffic. Hzxc fcilicet
difficaltas occurrit;fi adgoordinatas orthogonales curva calcu-
/ D 3 B lum



TAB. 1

Fig, 1.

' 30 NOVA ACTA ERUDITORUM

lum accommodare velimus:,qua ratione non folum ipfe co-
ordinatzy fed etiam earum differentialia in pofitionem radii
reflexi ; .atque adeo differentio , differentialia in longitudinem
radii reflexi ingrediuntur : quibus rebus efledtis continuitatis
plurimum impeditur, atque folutio maxinig prolixis & inex-
tricabilibus calculis implicatur. Hoc ergo incommodum ut
evitemus, loco coordinatarum- alias quantitates in calculum
introduci conveniet, quibus natura curve xque determine-
tur, que autem ita fint comparatz, ut per- eas ratio refle-
xionis fatis fuccin@te & fimplicitey exprimi queat. Cum igitur,
fi propofita fuerit curva AMB cum pundlo radiante C,. ex
quolibet radie incidente CM pofitio radii reflexi MR, atque
adeo tam intervallum CR in axe pro lubitu afflumto AB,
quam angulus C R M, dchiri qteat; viciflim ex data relatione
inter intervallum CR & angulum CR M ipfa curva cognofci
poterit, uti in Ptoblemate fequente oftendetur.

Problema 1.

_ V. Si radii CM, ex pun&o lucido C emiffi, ad curvam
AMB in M refleGtantur, ut radii reflexi fint MRO, arque
in re®a .1 B pro:axe aflumta detur relatio inter intervallum
CR & angulum CRM; determinare inde naturam curvz refle-
Qentis A M B, ’ A |

e

Solutio.
Vocetur intetvallum CR=r & angulus CRM =0, cu-
jus fic finus ==s & cofinus = #, pofito finu toto — g , ita ut

= ds ~dy
fitssfuu=1,& dP = 7 = =—— . Siigitur data
: , s

fit ®quatio quzcunque inter r & angulum @, ejusve finum &
cofinum s & w; hinc definiri oportet naturam curve AMB;
quod commodiflime efficietur, fi inde relatio inter coordi-
natas orthogonales CP=x & PM=—y4y determinetar. Con-
cipiatur radius incidens proximus Cm, cui refpondeat refle-
Xus mr O, priori C MO occurrens in O, ita ut fit O pundtum
in cauftica, a radiis reflexis per tontaum formata: atque ex
natura reflexionis particula curve Mm fpeQari poterit tan-

‘ - quam
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quam elementum ellipfis, binis focis C & O defcriptz: erit-
que igitur CM+ MO=Cm+ m0. Ob firum autem pro-
ximum erit Rr==dr & angulus Crm=Q + 4@, unde fier

) ds —d 4
angulus ROr =d @:-;— = — X Centro O defcriba«

tur srculus g, ut fit Or=0p¢, atque in triangulo Rerad
¢ rectangulo ob Rr—=dr & angulumrRo=0Q erit rp=
dr fin Q=sdr, & Re=dr cof Q=udr. Vocetur nunc

CM+ MR=p,eritCm + mr=—p + dp: unde ob CM+ .

MO == Cm + mO habebitur p + RO = p 4 dp +r0, fen
dp==RQO—r0O = Rg=udr: unde fit integrando p —
4+ fudr. Sitjam porro R M=q & CM=z; erit g z=
p=a+fudr: at ob angulum CRM==Q datum erit 22—
ggtrr—2ugr={(p—g)* =pp—apq+47; ideoque’
Pp—rr "
_ 2(p—ur) :
igitur per # & @ jam definivimus p = CM + MR= g4 |
) : —_—ry '
Judr, cognitum erit latus RM =g= 2‘%7_:,7)
pp=z2uprsrr
2(p=—-ur)
g & angulo CR M= @ reperietur: PM=—<sq=— i(fL_..“"’)
| - 2(p—~ur)
M'i ideoque €p— 2LT"HTTHEP
2(p—ur) | 3(p—ur)
Quamobrem ex data relatione intex_?g CR=r & angulum CR M
=@ (pofitis fir P = s & cof @é ==#) coordinatz ortho-
gonales ita exprimentur, ut pofitoip =g+ fudr fic:
zpr—u(pp*rr) '
2 (p—ur)
PM=y=— s(rp—rr)
) 2 (P e u‘r)

PP=—rr=2pq—— 2 uqr,feu g=

» hincque '

CM=z==p=——g=—

&RP—=ug=

CP— x—

unde porro fit tadius incis

y dens

. Q‘uoniam 5

. Verumex RM— |
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. ryr—2u .
densCM—z= pp+ ————————'i-r & radius reflexus MRe=<
: T e - Ec I.
1= F=ur) 2
Coroll. 1.

VI. Si igitur cofinus anguli CRM==# ita detur per r,
ut formula fudr integrabilis exiftat; tum pro coordinatis x
& y formule algebraice reperientur, ideoque his cafibus
curva A MB erit algebraica. R

Coroll. 2.

VIL Qtia in formula integrali p==a 4 fu dr pro 4
quantitatem quamcunque conftantem aflumere licet,. perfpi-
cuum ex rejatione inter r & @ data, curvam A M B non deter-
minari, fed innumerabiles lineas*curvas exhiberi pofle, quz
relationi propofitz zque fatisfaciant.

Coroll. 3.
VIIL Quoniam eft fudr=ur—[rdu, erit p==a + ur—
rdu & p—ur=a—[rdu, & curva erit algebraica, fi
formula [rd« fuerit integrabilis. Ponatur ergo f[rdu=wv,
fiet p==a + wr=v, pp —rr==(a-v)* + 24r (a—v)—

] a—7 ssrr
ssry, & ob pemuyr=ar=v erit g= —— Fu4r— ——r
2

2 (a—v
= RM. )
Coroll. 4.

. slag—
IX. Hinc ergo porro erit PM = ( ‘v) + SUr—
. | 2
s3rr u(a—~v ssu |
y & RP = (e, + uur— -————t-i- atque
2 (&—v) 2 . 2(a=2)
a—v ssrr . .
CM= . Quare ex his formulis habe-
2(a—v
bimus:

u(a<v) ssurr
CP=X5855F e =

2 - 2(@~v)
. PM=
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s(a-v) ' e3ry -

—y— sur + =z
PH=y=ur 3 2(a-v)

a=v - ssrr :
CM=—=z2= — + —— & RM=¢g==ur }
2 - z(a—ov}» o
A ut it CM¥ MR==s—=u¥ ur.
2 3 (a—v) | ,

_Conftru&tio Curva. .

X. Quia relatio inter » & Q datur, ad- quedvis - interval.
lum CR=r cooftituatur angulus CRL = @, &, cum fit
# = cof. @, quaratur, vel conftruatur, valor formulz integra-
lis fudr,tum pro lubitu affumta conftante =4, capiatur reQa
RL=a+ fudr; junQaque CL bifecetur in 7, ex quo pun-
&o T fimul perpendiculum ad CL erigatur "M, re®am RL
fecans in M, erit M non folum pundum in curva quzfita,
fed etiam re@a T M ejus in M erit tangens, quo facilius con- |
firudtio praltice abfolvetur. Erit enim per conftru@tionem
CM=ML, ideoque CM4+ MR=RL=—a 4 [udr, qui eft '
ille ipfe valor ==p, quem fupra pro fumma re@arum C M 4 .
MR invenimus; ita ut M fic pun@um in curva, ubi radius CM
refletitur. Deinde ob angulos CM T & LM TF =quales ex
natura reflexionis perfpicuum eft, rectam M T efle tangentem
curvae in punéo M, ) )
| ‘ Coroll. 5.

XI. Ex his formulis {ponte liquet, fore ob ss $ yu==1;

- u Ld
skt uy==sr, ideoque r==x +°~y. Tum vero erit sy~
o . 8

a—v ssrr " :U .
UXE —e omm , ubi flloco ssrr valor ante in-
2 3 (a—v) i

ventus (sx + 4 y)? fubﬁi_tuqnir, hibebitur (a—v)? =2 (a—7)
lcy—ux)+ (sx+ uy)*; unde reperitur g —v=sy — 4%
—V (¥x+y)) =sy—ux+z.

“Coroll, 6

Xl Quia eft dy=rdu = xdu+- p
?E yd!

uydu

=5=xdu—

TAB. I
Fig, 2.
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yds obudu===sds, erit poftremam zquationem coroll,
preced. differentiando: . | )
—xda+ yds=sdy+yds—udx—xdu } dz, {eu
sdy —=udx 4 dz = o, feu d2 = udx — sdy. Hinc fit
ssdy? =(1—uu)dy* —uwudx®—3udxdz+dz*,ideo-

2udxdz 4 dy* —dz? i
que ¥ u== i T dy , unde extra@a radice
dxdz+d dx® 2 dz?
eit: U= =t yyf'(}x +dy 927
' dx* +dy*
Coroil. 7
. xdx+ydy
XIII. Verum ob 2=V (¥¥ 32) erit dz=—=—o——"—"
2 Vixx + )
x—xdy _
atque Y (dx* + dy? =—dz*) = YIXT*%Y . hincque
1 )=V (xx+3y) :

2ydxdy+ xdx* — ydy*
z(dx* + :I_y’_j

3Ax* wmydy—=2xdxry | u  2ydxdytx(dx*—dy*)

2 : - ideoque + = —— - —— .

z (dx*+dy*) $  y(dwi—dy?)—2xdxdy”?
L xy (dx*—dy*)—24d —~

unde reperitur CR=r= ng( #7 )" )madxdy (er—yy)
) v y(@x? —=dy?)=——2xdxdy

2zzdxdy

& s =

ergo fiet ¥ ==

= 2x+ Quz exdem for-

y(dx*—dy*) -2xdx3y )
mulx vulgo ex coordinatis ¥ & y inveniuntur.

Problema IL
TAB. 1  XIV. lisdem datis, quz ante erant affumta, nempe rela-
Fig. 1. tione inter CR==r & angulum CR M=, definire caufti-
' cam D Oo, quz a radiis reflexis M O per contatum formatur,
Solutio, -

Radius reflexus MO caufticam tangit in pun&o O, ubi
cum proximo m O concurrit. Cum igitur fit angulus ROr=

=
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= ‘:d!%.{.;g;'gfe-‘-}dz--"tv [P A SR
P == -; =0 pof'to s ('nu & u cofnu anguh

@, finu toto eiiﬂ'e:litef-. 1. & perpendxculum re mvemum
sdr  ds —du

et :Ya’r erxt —-— ' BAGUE- —— =
f“‘ AP RO. 4 = 5o
L '-RO sadr — $5dY o
undg mvemmr : W _-+—~ —;—1; Ce Quodf_ A
ex hoc pun&o 0 ad axe ‘}n A B perpendiculum ducatur 0s,
A 2 - et Ly ‘
erit SO—S. RO'___. —-—-——4 . — \7._._ & RS___“_ RO—.
( u
"ulLdr —-:mdr suudr
= —, & CS_. ’
ds - da '+ s Unde,f 1pre

muihca vacetr abfaﬁa ‘G s = X, & applicata S o= Y erit:

susgdr. . ssudr
S_. X—— — —— = .
¢ r ds r du
:sudr —s3dy
SO:: = = .
: ds - du .
Vel ponatur anguh C R M cotangens =< t, fetx f' t t:mg RMp
r
= t—- KRtt=— —
==t, erit PR U= f(l-l-tt)& f(l-f- t)
£ 2 . =tdt & ds —dt
t ds = == see—
(1422)y (i)’ VACE 7))
-drf(x-l-tt Lo
Quare habebitur RO= s ; hmcque SO ==
~dy —tdr | | rdt-tdr'
dt&R . - de B e =
-dr '

—i que formulz przcedennbué fagt fimpliciores. Deni-
2

que longitudo curvaz caufticz D 0 dﬂignar: poterit. Cum enim
fit ejus elementum Oo=Cm + m 0~ Cm—mO=Cm
mo~—~CM—=MO ob CM-PMO._.Cm-]-mO erit 0o =
diff. (C M+ M 0) ideoque integrando tota cyrva DO=CM

. E 3 : C MO
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4 MO +-C. Eft vero CM + MO=CM$ MR+RO=
sudr sudr

2+ ———..._a-}-fudri-

. sudr tdry  =dry (1+21)
- c - Lo -
C-]-/'udr-l- e a+ 'l“f (x+tr) rram

 —dd ?) -
Hinc, poﬁto d: cqnﬁante, ﬁet Oo= ';:(' hkidy , érgo

' ddry (i+ ¢
tota curva DO__C-—f e ) L E L

; ideoque DO ==a +

| Coroll. 1.

XV. Cum fic arcus caufticx DO =CM+ MO~—C, ma.
nifeftum eft, curvam AMB defcribi, fi caufticx DO filum cir.
cumplicetur, cujas alter terminus in pun@o C fit fixus; hoc--
que filum ope fili in M tendatar. Tam enim evolunone
hujus fili ftilus curvam 4 M B defcribet, uti conftat,

Coroll. 2.

XVL Si panamus, caufticam D O axem A B in D tangere,
Yta ut cerva A MB axi AB in A normaliter infiftat; dum pun-
&um M in 4 cadit, caufticx pun&um O in D incidet; fiet-
que DO=6, & CM + MO_ CA+ AD; unde erit 0 =
CA+ AD—C. Conftans ergo adhuc indeterminata C erit
= C A + AD; ideoque ubique erit DO = CM + MO —
CA—AD. . .

' S Coroll. 3.
XVIL In curva ergo cauftica DO praterea fponte datur

_ \ suudr ~tdr ) .
fubtangens R S== = & ipfa tangens RO =

sudr __ —dry (1+#)

— = > ; quz: produ&a ufque ad curvam

a M B radmm reﬂexum MO exlnbeblt.
Corolk 4.

. \

' sud  sudy
XVIIL EntautemMO p+ -;-;:—C =q+ ‘——.

At
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| PP—-rr

‘At ante invenimus = ———-, unde erit MO0 =
2(p—ur)
— sudr _

ﬁf—-—l ’ , fin autem ponamus frdu = v, ut fit
2(p—ur) . : "

=a ¥ ur—v, ﬁet MO=— ‘.’_‘_-_3;-- tur— __".f:r_

23 A 2((3-——‘0)

sudr

— quz longmxdo fi tangenti OR tnbuatur, habebntut
) v

punétum M,
Scholion.
XIX. Cum igitur ex zquatione inter angulum CRM =
® & intervillo CR==r propofita tam ipfa curva AMB re-

fledtem, quam‘ejus cauftica DO determinetur; ita quidem, ut

infinitz carve AMB inveniantur, que omnes eandem ha- |

beant caufticam D O: hujusmodi relano inter r & ¢ com-
modiflime adhibebitur ad Problemata, quibus curva refle-
Qentes data quapiam proprietate przdxtae reqmruntur fol-
venda, cujusmodi eft Problema propofitum, cujus folutio-
nem hic tradere conftitui. Etfi autem ex hag relatione inter

@ & r coordinatas orthogonales CP=x & P M=y elicui-

mus, unde reliqua curve 4 M B {fymtomarta cognofci poflunt,
tamen plures curve hujus affe@tiones commeodius ex angulo
Q@ & intervallo r definientur. Demittatur enim ex C in re-
&am R M perpendiculum CV, atque ob CR=r, CRV=
Q & fin. ==+ atque cof. P=u erit C¥V=sr & RV =ur.
Tum, quia eﬁRL—p—-—a +fudp=a}pur—frdu=a+
ur—7v, quantitatem hancp tanqﬁlam datam fpe&are licebit.
EritergoLV=p—ur, & angilh CLR tangens erit =
)

ch- sr

I = ;:-;;: cujus anguli W fit CMT, quem radius

incidens C M ac propterea quoqae*'reﬂexus cum tangente for-
p—ur

mat, complementum erit _tangens ang. CMT = =

E 3 Coroll. 1

TAB. [
Fig. 2.
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. Coroll. 1.
e e e e : p==ur
TAB.1  XX. Quia igitur eft tang. CMA = tang. OMm="—
: sr

Fig. 1.

erit ¢jusdem anguli fecans = Vpp—zupr+rr) , ideo-

: ’ sr :
que finus = Py & cofinus =

f(PP'—z upr + rr)
_ sy
f(pp._zupr-i- rr) )

28r p-—ur)

= » qui fimul eft finus anguli CHR; cu-

Ergo habebitur finus duplhi anguli

po—3 upr + rr’ |
jus cofinus erit po—2pur + (un—ss) rr____l 255ry
pPp—2upr+rr po-2uprrr

28r(p—ur)
po—2upr +'(uu-¥-ss)rr‘ )

& tang. CMR =

Coroll. 2. ..
XXI. In tnangu]o MOm mvenimus effe angulum MOm =
"'”“ pp—rr sadr
MO=mO= —_—
dQ = ke - m0= pyys i it
p—ur _ ‘
finOMm=— inc .
& fin, e f(pp-—-zupr-i—rr) Hinc™ ergo hai
bebitur hxc proporno :fin. OMwm : Qm = fin. M O m: Mm
p—ur Pp—rr sudr ds d
f(pp—-zupr-l-rr) ) 2([)-—-ur) + ds  u : unde
(pp...rr)d:-i- z:urlr(p-—ur
fit M —
= cu(p_ani V@ 3upr 7).
Coroll. 3.
XXIL Si concipiatur du@a reéta CO, ae brevitaris gratia
sudr

ponatur R 0 = — =W erit ex triangulo CRO redta
' 60—
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co——‘f(rr+'éa'rw+'w'w)' Tum in triangulo .CH0
erit:CO:fin.CMO=CM: fin.CO M. Y (rr ¥ 20rwtww):

ars(p—ur) pp—zupritrez . s
- ¥ . .
pp—2upr rr 2(p—ur) V (rr+ 2urw+ ww)
Ccom abedd Hinc f
of. ==

atque ¢ f(rr-l-zurw-l—*ww) inc fit tang.

ors udyr
COM= —— & cor. COM.... = + ___ -

% u(sdr + rzl:)
t S = yp . Unde relxqux anguli & linee, qux
forte defiderantur, facile determinari porerunt.
Coroll. 4

XXIII. Producatur tangens MT donec* axi AR occurrat
in 7, ducaturque normalis A/ N, erit ang. CMN = N MR,
¢jusque complementum == CM T; hinc erit fin. NMR =

sr p—ur

& cof. NMR —
‘/'(pp-gupr-}-rr) \/'(pp-zupr-l-rr)

unde ob fine NKM =—1s & cof. NR M-_—.u etit fin. TN M —

sp UP——T
(. Ir'= s — & fn.T::—_— —
« f(pp-zapr-!-rr) ] f(pp-——zupr-}-rr) )

fin. TMR = fin.CMT=— p—ar
atque fin. £ = in.C. = f(?Pf‘?”l" +rr) .

Coroll. 3. |
XXIV. Cum 1g1tur fit- RM=q;— o= erit in tri-
2(p—ur)

angulo NMR ob omnes angulos dat0|§ fin. TN M:RM="fin.
. {;"P _ pp—rr

V(pp—aupr +rr) ~ 2(p—ur)

—_ ir ., Y(pp—rr)
YV (pp—2upr $rr) %ﬁ.(p—-ur)

(pp—rr) V (pp—38pr4 rr)
C . 2p(pemur)

RMN:RN=—1{in.R: MN

= 5 :

. Deinde in triangulo
] | TMR

TAB. I
Fig. 3.
|

/
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TMR erit: fin. T: RM= fin. TMR:TR=fin. R: TM
_uAp'—-.r . pp—rr p—ur
V(pp—isprirr) a(p—ur)  y(pp—auprirry
pp—rr -, s(pp—rr) ¥V (pp— 2 upr4rr)
2 (up—r) T a(p—ur) (up—r) )
Coroll, 6.

XXV. Cum igitur fit RN= o (pp —rr) erit CN=
2p(p—ur)
r(pp—2upr+ rr) & ob TR— pp—r1r
2p(p—ur) - 2(sp—7)
PP ——2upr+rr
2(up—1r)
(pp--rr) (pp — 2upr4rr) (p;:—_z*:_l prt r_::)_ 2
20 (p=—=ur)(up—r) 2p(p—ur)(up—r}
—_ 2 CT.CN
At ek CT.CN = L2 24PrHI) e e
a7(p—ur)(wp—r) CT—CN
r 2CT.CN -
= 2' & r=CR= m.
Coroll. 7.

erit C T =

. Hinc fiet CTHCN=T N=

, &KCT—-CN=

2C7. CN
CT—CN
fola principia Geometrie obtinetur. Cum enim fit fin, TMC
={in. TMR,erit fin. T: fin, TMC~—CM:CT & {in.T: fin. TMR
= RM: TR, ideoque CM: CT=RM: TR & alternando
CM: RM==CT: TR. Atob angulum C MR bife@Gum erit

CM: RM=CN: RN, hincque CN RN=CT: TR, feu
CN: CR—CN=CT: CT+ CR: unde componendo CN:
CR=CT: 2CF4CR,feu CN: CT—=CR: 2CT+CR &
dividendo CN: CT — CN-- CR: z.CT, ergo CR ==
2CT. CN '

CT"‘ CLV )

XXVI. Hxc ultima zqualitas CR = facxle per

Problema
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L Problema III,
XXVII &i'radii €M axi-AB paralieliin cutvami ‘E M’B in-

cidangy, stgee 2d quodvis axis puadum Ry-ubj: radius refles

xus MRO tranfit; detur anguh;s ARM; hinc de&xre s

ram curve reﬂe&enns EMB:' -
sl Solutno. SRR

Sumtb in axe pro arbitrio puno 4, éx. eo errgatut

perpend:culansz!&’, radios incidentes. CM normaliter fecans in

€, voceturqueintervallum 4 R="r ,*& angulus ARM= @,

TAB. I

Fig. 4.

'fgqueﬁp.@-—-: & cof. @---:a exxﬁente finu toto ==11, ue.

'ds _ —du

fit so+ o u= 1&dQ= = — . JamexMid'

o AN

axem 4 B deguttatur perpendxculum M P, & vocetur bciffa
AP=x, applicata™ M=y: atque ex datis r & P valores
harum coordinatarum x & y deﬁmrt oportebxt. _Concjpiatur
radius iacidens com- pnon €Mi propinquus & paralle-
lus, quirefle®tmgur.in m0, ut 0 fit mterfe&lo horum duo-
rum radiérim reﬂexorum Elementum ergo curve Mm con-
fiderari poterit tanquam particula parabolz, focum in O &
axeti ipi AB parallelum habentis; - hincque ex natura para-
bolz erit CM+ MO=cm'+ 1 0. Erit vero ob fitum pro-

ximum Rr="dr & ang.. Arm_—-=¢+ d @, unde fiet angue

lus ROr==d@. Ex r ad RO ducatut perpendiculum rg¢,
ob mgulumrRg = @ exitrg=—=4dr fin. Q= sdr & Re=
dr cof. = udr. Vocgtur nunc C M+ MR=p, eritcm

+ mr==p +dp: cum: xgltul' fit CM 4+ MO ==cm+m0,

erit CM+MR+RO,._ conymrgrO, .ideoque p 4+ RO
=p +dp+r0,fko dp= RO~} 0 =Re=udr, indd
fiet p—a 4 fudr.  Sitjam porro RM =3, erxtMP-‘-—gg,
& RP==uq, hincque AP=x=rF—ug, & PM=3p=xs4.
Eft vero €M+ MR= x+q"'*p»—a+fudr, undeﬁtq

——up

1—-‘8

q:-:

.._p—-x,& x._..r-up-]-ax,lta iflt fit x-—)_- r

5 —:-% . Ex lns erga ﬁ d’emr relémo inter r. & % éx qﬂa

capiatur p==a + fudr, coordmata: x & y ita determinabun-
- F o0 tur,

,
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tur, ut fie: AP:‘—':th::ﬁ' —up &pM _’,_::‘(P-r)

I—u - LI QR /S
Unde aeqmmb mter coordinatas pro curva quzf ta obtmebn
eurt Q."E, 7 S
Coroll. 1.

XXVIII Quia in valore p=—=a + fudr conﬁans a pro arbi.
trio affami poteft; inhumerabiles luex curve exhiberi pof-
funt, que othnes eandem relationem inter angulum AR M
= @ & ititervallam AR=r przbent heque curve erum
algebrazcz, quoties formula /% dr integrationem admittic, _

- - Coroll, 2.

XXIX. Cum fit fudr=—=ur— frdu, potatur [rdu= 1"
u fl_ V—7 du

du -

- dv .
ut fitr== — , entp-—a'+ur—v=a+

du
Hing ﬁtMR_.q'_..a:_(.:_:-u) v ::Z —~7r, ;atfque;AP

a(a-—v)‘ . p

.-:-._—x__(t‘-l-a)r—-

Coroll 3.
XXX Ex his f‘ormuhs fequxtur etiam fore: sx + u y ==

— . —(I +a)r, unde Cﬂictﬂll' 5]"‘(1 "'”)

x:::a-‘v, & x+ -Z =7, Hmc obdv::rdx——xdu{-

a—
sr& SY—uX= N

RS

uy L =3 xdu b yd: erit dnﬁ'erennando :dy -]- yds +
E!*"“)Jx“"#fﬂ :-xrfa-l-yd:,feu :dy-[-(xs-u)dx—-o
R NRUVRL L
H J l"'#—_j fx-a. ‘
Coroll, 4.

XXXL At zquatio — sdy = (1—u) dx quadrata dabnt
(1 =xu) dy* = (I —~a) ’dx, feu (14u) dy* =(1~4) dx*;
dx? - dy? (x-—u)dx N —-vzdxdj

¢ ﬁt = & FRE e : -3
it s T T T by ay

: - - ideoque
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- SN SR —aglxdy L '(7_" ) )
ideoque O owmo gy Sr=ad S o=a s
2 .dy? axdxdy—ydx* 4 gdy®
y(dx yf) y—~J xdy? vl AR —
- adxdy’ 3dxdy o
ydx o ydy
=T

. Conﬂm&:p Curv:e. Co ’

XXXH. Quia pro quovis axis pundto R, ubi eft mterf'e&no
radii reﬂexn , datur angulus ARM, in re@a RM produdta
cpiatur RL=p =10+ fudr, quod intervallum, mﬁfudr
fic mtegrablle, per quadramras -conftrui poreft. ' “Tum in
ax€ capiatur RK=RL, & jungatur re&a KL, cujus.cum AE
interfé@io notetur in C. - Per € agatur reta CM axi AB pa-
rallela, donec re@a RL occurrat in M, erit. M punun in
curva, & CM radius. incidens;: cui reflexus’ MR- refpond’et.
Deinde, fi CL bifecetur in 7; erit reta M T taggens curva.
Nam ob trisgngula £ MC & LRK fimilia, erit LM =17 M ==

AP, ldeoque RL = p=RM+ CM, uti requiritur. De-

mde, quia refta M T angulum C ML bifecat, produda THM

in ¢ erit CMT—=—R M3, ldeoque ex natura reﬂexwmxs TM 4
ungens cuye n M. A
- Coroll. 5
XXXIII Cum igitur, produ&a tangente 7'M in ¢ {usque,

ubi axem A B interfecat,’ ﬁt ang. ¢ == CM T——R M:, erit -

RM-——R 2, 1deoque.Rt= g== 1;)-:;‘ . Demdg & -ducatur

MNipfi- LK parallela,em ea ad curvam in M. normahs,& RM
=RN: unde erit Re==R N, feu P¢ ;-PR --PIH' P N, hu;;-
que PR= $P:—1PN. |

. Coroll. G.J

XXXIV. Si dxcammp_.x,my_ 7,ent Pi= .3_’;"’
~ydy _ sydx ydy
&PN-.. pral 1deoquePB 2d_j+ 2dx w&\AR.
F a. - : =”"- ES
;

TAB. I
Fig. 5.



TAB. I
Fig. 4.
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y 29y __ ,
=¥ dy ¥ S ==rque eft eadem quatio, quam
fupra (§. XXXI) invenimus.
. ~ Problema IV.
XXXV, lisdem manentibus, quz in Problema(e prace-
dente erant aflumta, nempe ex data relatione inter fpatium
AR=r & angulum AR M ==, invenire caufticam D Oo,

quam radii reflexi per contactum formant.

Solutio.
Quoniam radius reflexus M O caufticam tangit in pun-

&o 0, ubi cum radio fibi proximo m O concurrit; ex angu-

—d *
lo ROr_d(p===—‘§:= -—’-1 & re==sdr erit RE)

sdr _ds sudr  —gsdy
R0 —a° xdeoqueRO._.. ~ = e Ducatur jam

=

ex O id axem A B perpendiculum oS, erit 0 = ssudr

‘ ds
s 3 gy ‘ suudr —ssudr - :
= e—— &R ~ﬁ-—- == - : und t AS—
4 du - ds . du e f §

ssudr

’

g

. Si ergo vocetur caufhcz DO abfciffa AS_..X

d
ssudr —r suud,

&a licata SO—. Y ent X::rm .
PP T '

:sur{r —s3dr .

&Y= ke == R Vel ponatur,ut fopra (§ Xiv),

anguli CRM = (P eotangens ==, ita.ut fit tang, RMP=

¢, fiet RO= d"f(‘ 4, s0= =7, & R$= rdr,
rdt—— tdr -dr ’

hmcqueX-- 97 & Y = T Denique Iongitudo

curvz caufticz D O affignari poterit. Cum enim fit ejus ele.

mentum Oo==cm + o= cm—mO obcm + mO=CM 4

MO erit Oo_cm+mo—-CM—M D:::dxﬂ'(CM + MO);
1deogue
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ideoque mtegrando DO}—-? CM ¥ MO ¥ C. Eft veroCM

+MO_CM+MR+Ro_p " ‘1‘—‘:-' =stfudr+

sudr

T’ undQ ﬁt longgmd_e @nﬁlcz DO==a+C+fyd,+
k) «

-

su dr é-«l-C‘-i- ffqrr © L dry(a +‘tt) o fids |
ds . f {1 j-tt) dr )
dd tt

conftans affumimr erit DO;:a-{-c ~f d ‘,;(l +

C o :-:uid‘r : ::ddr o
a+6‘+[ﬂ--—~ ——"+C-—f . O E I

o Cm:oll o -

xxxw Cum fic h;cau‘ﬁxcz DO=CHM+MO*C fi
ponamus, ca g xem AB" ‘tangefe, ita ut radio inci-
denti AB ref@h ifléaes B D; translato puncto M.in B fiet
DO=0, _Mbjgeoque c.....AB-l-BD-!-

=AP & AB—~C M—BP, erit DO=
quidem cauftica in ﬂgura exhibe-
retco, vel furfumg vergat, facile pa-
vis_cafu neganve Aceipi- oporteat; -
“hanc formulam a&,quegnv:s cafum
nevetiam obffat, #pfam cauih-

tet, quasmm lineas « ‘
neque ergo opus eft, e

fub quo radms_ rﬂ'ﬂe
dii incidentes eX :

' F 3 &qua-
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gquatio inter coordinatas x & y; quoniam hzc ex illa facile
elicicur.  In hoe autem maximum verfatur fubfidium ad Pro-
blema catoptricum propofitum refolvendum. Si enim folu-
tionem a coordinatis x & y inchoare vellemus, non folum in
calculos prolixiffimos delaberemur, fed etiam vix precipue
Problematis conditioni’, qua binma reflexionis punéta ad ean-
dem lineam curvam pertinere debent, fatisfacere poffemus.
Easdem fere difficultaces offenderemus, fi, uti in curvis, a
mobili circa datum centrum virium defcriptis, fieri folet,zqua-
tionem inter diftantiam cujusque curve pun&i M a foco ra-
diante C, & perpendiculum in tangentem ex C demiflum, in-
veftigare voluerimus ; etiamfi has quidem difficultates ita fupe-
raverim, ut folutionem & conftru@®ionem hujus Problematis,
quam in Affis Lipfienfibus Menf. April, Anni 1746 pag. 230 Jeq.
exhibui, hac via elicuerim. Verum poftmodum deprehendi,
eandem folutionem multo facilius obcineri,; fi quatio inter
quantitates fupra affumta r & @ inveftigewur, qua Problémati
fatisfiat. Hang igitur folutionem proxime exponere conftitui,
&, quia duos cafus diftinguere convenit, primum curvas Pro-
blemati fatisfacientes indagabo, quando radii incidentes interfe
funt paralleli, feu ex pun&o radiante infinitum diftante prof-
cifcuntur. Deinde vero alterum cafum, qui in propofitione folus
commemoratyr, ubi radii incidentes ex dato punto divergant,
folutum dabo, atque inprimis operam dabo, gt curvas fatisfa-
cientes algebraicas exhibeam, & formulis generalibus comple-
&ar. 1d ipfuwm falturus fum Menfe horum Aderum proximo,

~ Borbereitung su der Hanfifhen Chronict, .
- _ hoc eft,
PRAPARATIO AD E€HRONICON HANSAZATL
cum, que comple@itur difenffonem quaftionum: Unde co-
gnomen uybium Hanfeaticarum fit ortum; qui eventus
occafionem Hanfe Teutonice conflituende dedevint; que
fuerit priftina urbium Hanfeaticarum conditio ; ¢§ quid
Hanfe Teutonice hodierno die fét reliquum; cum non-
sullis annotationsbus, ad magorem sllyfirationem facien-
tibussconfignata. Autore D. 70. PETRO WILLE-
BRANDT. .

Lubecz,
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Lubece, 1747, fol.
: Plag. q.

Annus eft, & quod excurrit, ex quo Confultiffimus Autor confikum firum de

publicanda hiftoria urbium Hanfeaticarum publice aperuit, quo falto,
multi hiftorie patrie, cumprimis antiquitatum feptentrionalium, cupidi, ipfum
coram & per literas exftimularunt, ut, quam primum fieri poffet, filem dat-m
liberaret. Horum igitur defidesiis fa&urus fatis, literarum formis hdc opu-
fculum divulgandum curavit, ut rationem inftituti fui omnibus exponeret, €os-
demque cgreiores faceret, promiffos Commentarios brevi fecuturos effe, Praefens
introdu&io zribus abfolvitur Capitibus, quorum- fingulis propofitas quzftiones
dextre expedit, priftinam & hodiernam faciem urbium illarum continua ferie
reprefentans. Fidem hiftoriz fite conciliaturus, illos nominat,  sr quos pro-
fecit, Antonium nempe Colerums, illuftrem reip. Lubecenfis quondam Confulem,
viram fapientem, qui rebus  plurimis non interfuit folum, verum etiam prz-
fuit, qui Commentarios de urbibus’ Hanfeaticis, manu exaratos, reliquit.
Contulit przterea Chronica rara urbis Lubecenfis ac aliarum, qua pariter fcri-
pto tantum confignata in fcriniis adhuc delituerint, qua accurate 'cum rela-
tionibus Colerianis confentire, ficque ad confirmationem harum plurimum fa-
cere, ipfo a&u deprehendit, Non igitur Conf Autor incertos' rumufcu-
los, qui ore circumferuntur, non ambigue fidei-hémines, qui, qdicquid de
xebus prifcis vel suribus accipiune, vel ullibi feripttm inveniunt, nullo infi-
tuto examine, convafint, orbem non tam de prateritorum fe.-lorum rebus
erudientes, quam focum eidem facientes, fed illos, fecutus eft, quibus tabu-
Jaria publica adire, literas, feedera, rerumgque agendarum rationes, propius
nofle, ac coram intueri;datum fuit. Cap. 7 nomen urbium Hanfzaticarum inve-
ftigacurus, ad exameq revocat diverfas virorum eruditorum hariolationes, Adr.
Funius & Befoldus appellationis rationem arceffunt ab antiquo bans, quod
majoribus noftris aliquid mugnum atque excelfum defignavit. Aramaus & Pau-
lus Matthaus Webnerus diftas effe conrendunt quafi An-Sec-Sredte, urbes ma-
ritimas. Gundlingius & alii natales nominis hujus repetunt 2 Germanico han-
deln, cum commerciorum feliciter traltandorum ergo urbes hx in fociatatem
coierint. Qua derivationis rationes,cum locum fuum minus tueri poffint,
quod folide, fed tamen modefte, oftenditur, eximius Willebrandus nofter fe re-
cipit ad antiquam vocem banfs, que iflis temporibus ficieratem, conjun@ionem,
& agmen,notabat, quod ex conv_ex}i_gﬁ‘ a aliarum vocum antiquarum Germani-
carum, potiffimum privilegio Hemstci Ill, Anglie Regis, Lubece, principi ur-
bium illarum, A. 1272 d. § Jan. indulto, it evi®um. Verba funt: Concef-
Jimus infisper, quantum ad nos pertinet, burgenfibus {7 mercatoribus prediclis,
quod ipfi babeant Hanfam [ugm, proptiam confociationem. Adoptarunt hanc
fententiam jamdum viri infignes, Hagemeiflerus, Aldermannis, dlii, lgitur us-
bes banfam babentes , urbes basfeatice,) banfa Teutonica, fignificant conficiatio-
nem quarundam urbium Germanicarum, ob unum cundemque finem certo fadere
confjunéiarum. Cap. Il originem hujus focietatis pandic. Ubi laudatiffimus Im-
perator Fridericus I, Henrici V1 filius, jura fua & imperii adverfus iniqua Pon-

tificum molimina forti animo defendesat, Jupiter ifte Capitolinus hoc adeo
indigne






