Von. der Dm‘sfiel-lung -der Bxponentialgs. wnd-der Log. .dursh- Reihen. 87

. :
Da ' ko= Oi,OOOOOIODOOO ist, s0 ergiebt sich hieraus:

S

43499 , 100000
100000 » und somit fﬁ=m7—'2,30258,

nd daraus geht hervor, dass % eine endliche Zahl ist, welche von dem
Werte der Basis # abhiingt. Denn nimmt man eine anders Zahl als Basis a,
o wird der Logarithmus derselben Zah! 1 + ke zu dem obigen in einem
" gegebenen Verhéiltnis stehen, und es wivd sich somit ein anderer Wert von %
rgeben.

1
k

7. Capitel. w § 115.

V-O]l der Darstelllm g d er EXP OllB]lti EL] gl' Ossen. Dag” =1 4 kw ist, so wird, welche Za,]_ll man auch fiir i selzen mége:
und der Logarithmen durch Reihen.

_ &= (1 + ko).
g ist mithin:

=100 4 10—1G—2),

—1+7-z~ Ty g et

§ 114.

Ta a®=1 ist, und mit wachsendem Exponenten zugleich auch der Wert!
der Potenz gunimmt, falls @ eine Zahl grisser als 1 ist, so folgt daran
dass, wenn der Exponent unendlich wenig grosser ist als 0, auch die Potens’
die Binheit nur um unendlich wenig {ibersteigen wird. Ist daher « ei
unendlich kleine Zahl oder ein beliebig lleiner, jedoch von 0 verschiedenet
Bruch, so wird a“~1+ ¢, wenn ¢ ebenfa.]ls ging unendlich kleine Zahl;
bedeutet; demn ans dem vorhergehenden Capitel ist bekannt, dass, Wenn:

Setzf man nun a‘=,§= wobei # irgend eine endliche Zahl bedenten
oll, so0 wird 4, weil ‘w eine unendlich Xleine Zahl ist, unendlich gross, uud
a ]Jieraus‘m=—f;— folgt, so wird o gleich einem Bruche mit unendlich
rossem Nenner, also, wie angenommen, unen&lic.h Idein sein, Substituirt man
aher '% fiir w, so e":héllt man:

nicht ¢ unendlich klein sein wiirds, es auch w nicht sein kénnte. Es ist somlt o1t 7 |(a 1) e 1—1)(i—2) T8

entweder ¢ = o, oder ¢ > w, oder § << w, und zwvar wird dies offenbar ot 1% <28 1-2¢-34

der Grésse von @ abhingen. Da nun o noch unbekapnt ist, so wollen wif

§ = /o sstzen. Alsdann wird: ¢ = 14 %w, oder wenn wir o als Bas + ] (2_1])25‘;?’ 2?1 EZ 3) Thet 40 os

der Logarithmen nehmen:
ine Gleichung, die vollkommen richtig ist, sobald fir ¢ ein unendlich grosser
Vert gesetzt wivd. % aber ist darin, wie wir salen, eine bestimmte endliche
ahl, deren Wert von a dbhingt.

w = log {1 + &w).

Beispiel.

Damit s dosto dendlicher liervorirete, wis dic Zall 7% von der Bas
abhiingt, setzen wir ¢ =10 und suchen aus den gewthnlichen Tafeln d
Logarithmus einer Zahl, die nur sehr wenig grosser ist als 1, z. B. ¥

§ 118,

i
v

Da aher { eine ynendlmh grosse Zahl ist, so wnd Tl=] denn offen-

1 1 . .
14 ——=——> g0 dass also ho =———— ist. Alsdann soll sein: ar nihert sich der 'We1L des Braches immer mehr der Emheﬂi, je

1060000 1000000

log o000 _ ) 00000045429 = o,

1 s . P— 1
log (1 +ﬁm): 1600007 fbtadEutet, die grosser ist als jede nur denkbare Zahl, der Bruch zT ge-
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8- - - T Capitell —§ 117 bis § 119 Vo' der Darstalimiig” dor Byponamifialgr, uhd der Log. difich Reilen. = 89°

Offe "ar aber wird die Potenz (1 + Aw)’ um so mehr die Binheit ther-
“steigen, y.. -risser- die Zabl ¢ ist, und Weni man ¢ geradezu unendlich gross
nnimmf, se wvird der Wert der Potenz (1 - %w)’ jede beliebige Zahl, die
“grosser als 1 ist, erteichen Xtnnen. Sebzb man daher (1 4 Fw) =1-a, so
wird log(1 4 a,)_uu nnd, da v einen endlichen Wert besitizt, da es der
:Logarithmus von 1 4-% ist, so folgl Lierans, dass ¢ eine unendlich grosse
Zahl sein muss, weil sonst jo keinen endlichen Wert haben konnte,

gerade gleich der Binheit werden. Aus demselben Grunde aber wird y:ﬁ: 1
i— 3

=1 u, s w. TFolglich wird:
i—1_ 1 i—2 1 §i—3 1
% 9’ "8 3" Ty LmEW
und man erhilt daher, wenn man diese Werte einsebut:

ke B K33 Rt gt C
a,_~1_;_1_|_ ,.+1.g.3+1_‘2_3_4+--- in inf.

- . - . . - 119.
Diese Gleichung gieht aber zugieich die Beziehung an, welche zwisclien 3

_ 1
a und % hesteh; denn setzt man 2=1, so wird:

Da wir (1 + 4w} =1+ gesetst haben, so ist 1 4 %o = (1 - %) iund
¥

ko R i3 Et = (1+a)i—1. Hieraus folgt:
¢=l+ty+yygtiagtiesat ; ,
: : 2 =
Wenn 2. B. =10 ist, so muss, wie wir vorher fanden, notwendig: h '“”=7,§((1+“19)‘ — 1):
ungefihr k= 2,30258 sein. : . .
. ' d weil dw=1log(l 4z} ist, so wird:
§ 117. -

o . 1 -
\ | % -

: : ' -Iog(1+m)¢~ (14a)f—1 . .
Nehmen wir an, es sei b=a", so wird, wenn o als Basis der Log: ( ), .

rithmen gencmmen wird, logb=#x. Da nun ° =¢™ ist, so ergiebt sic
fiir 7° die nnendliche Reilie: '

ne | Pt el it

nfem i eine unendJmh grosse Zahl bedenfet. Nun ist aber:

i 1 ;_z(a_ w+1(;_1)(z;,_1)

z g, foes ‘ I+a)i=l4va———r7% 3
L T T R BT N WP B RO Boem g “;( ) )
' ' -1 (2 —1){8i—1
und wenn man logd fiir n sehreibb: 197374 at e

ke g3 Thet

Pe= g “10 og a+ 1 z(lggb) " .23 (log b)a—l—m(log Dia d ferner, weil 4 eine unendlieh grosse Zahl Ist:

a-—lr_l_ %2%—1_2 3i—1 3
9 2’ "~ 8 3 & _I-®W

Ist also der Werl von % iy einen gegebenen Wert der Basiz @ bekannt:
so lisat sieh jeds beliehige Bxponentialgrésse b°durch eine unendlicheReihs.
darstellen, deren Glieder mnach der Polenzen von ¢ fortsehreitén,  Nac
diesen Auseinandersefzungen kbunem wir nun auch zeigen, wie sich dig
Logarithmen in unendliche Reihen enfwickeln lassen. f

b 2 3 4
; T T EF
:,(1—|—a:)'*—a+1 gty
_ § 118.
e e Daeg® T fiw-i8ty-WonN-—o —einen-unendlich-ldeinan-Bruch-bedeoute
und die Beziehong zwischen o uud % durch die Gleichung:

7:: %3
TgTT12.3 7+

' z &' 2t ot
o+ @:_75(_1?5_“?“:{';_3 &T+”')’ —— B N

ef & als Basis der Logarithmen zu nehmen ist und % eine zu dieser

a—1 + e sis gehdrige Zahl bedeutef, welche mit ihr durch die Gleichung:

72 3
s—1b2p b

iTi3 T T

bestimmé wird, so 1st, wenn men & als Basis der Logarithmen nimmt:

w=log(l +Fw) und fw =Ilog(l + huw) - yerbunden ist.
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80 1. Capitel: —-§ 120 bis §-128. © Van der Dmale]hmg ey Taponentialgr. und der Tog. durch Reihen, - - H1

§ 120.

Da wir ouninehr eine Reihe fir den Logarit}imus der Zahl 1«2 b
sitzen, so kinnen wir mittelst derselben auch den Wert % fiir eine gogebena !
Basis ¢ Destimmen. Selzt man nimlich I+ gz =ua, so wird wegen loga=1

1(awl_(ﬂm1>2+<a—1)ﬂ_(a—1>*+...),

=zl 3 ] i

nd 808, ‘eser Grlemhuug lisst sich der Wert von & aus der Dasis ¢ finden.
etzt ma, Vso a=1C, so wird:

\
‘9 98 95 97
7"’2( ST S TUR I VU )
Da die Glieder d_le_ser Reilie sehr merklich abnehmen, so kaun man

arch Addition einiger Glieder sehr Dbaid eimen hinlinglich genanen Wert
on J erhalten. )

oder:

]I::(a— D (e— 1)"1 (rz— 1 (@a— 1)4
1 2 4

§ 192.

Da wan nun bel der Verfertigung eines Logarithmensystems die
agis @ nach Beliebex wihlen kann, s¢ kann man sie aunch so annehmen,
ass =1 wird. Seféen wir also k=1, so ecrhalten wir nach der § 116
sefundenen Reihe: '

Der Wert dieser Reihe muss, wenn @==10 gesetzt wird, anndhernd?
gleich 2,30258 sein, obwohl schwer einzusehen ist, wie

g 92 98 g9+
2,30258-—-1"""?4"'3—'—"4:—1-" .

Lo +
13371252

1.2

+—+

-

sein kinne, da doch die Glieder dieser Reihe fortwihrend grisser werde a’.__l
und man daher die Summe derselben nieht auf die Art ndherungsweise o
finden im Stande ist, dass man nur einige Glieder davon berechnet und mif
einander vereinigh, Indessen wird sich hald ein Mittel darbieten, diesem
Uebelstande abzuhelfen.

- e

Verwandelt man diese Briiche in Decimalbriiche und addirt sie sodanm,
p erhilt man fir a fﬂlgeuden ‘Wert:

2,7182818234590452 3536098

yo aunch noch die lri:tzte Ziffer genan ist. Die auf Grund dieser Basis
erechneten Logal'ithfnen werden gewdhnlich natiirliehe oder hyper-
olische Logarithmen genannt, weil die Quadratur der Hyperbel durch
olche Logarithmen ausgefihrf werden kamn. Wir werden nun in der
dlge der Kirze wegen Ifir diese Zahl 2,718281828459-.- stets den
Buchstaben e geblltuuchan g0 dass also ¢ die Basls der natiirlichen oder
hypelbohschen Togarithmen bedeutet, weleher der Wert =1 entsprich,
oder es soll e stets ch&e Summie der wuendlichen Raihe

111 i
1+i+ﬁ+1:2-3+1-2-3.4 Fo

§ 121.

s wird nun, wenn man in der Reihe -

@ negaliv voranssefzh:

1 4 b3 3 4 .
log(l %m);-“%(gi+x—+w—+m—+...).

1 ) 8 gb T
105(1+m)—10g(1—-a;)—10g1+1' —(Tm+%+%+%+---)-

% § 123

f‘BiB“]lﬂ)'erh-o-l"i"s-chﬂn“I:nga-ri%rh-m-e-uwhesitzen—a.-]sﬁ—d-ia-i’i}ige_n sohaft—dagg - —— e
ﬂ;érLogarithmus der Z@Jﬂ 1w gleich w ist, wenn w eine unendlich Ileine
alilgrésse bedeuted, und da vermbpe diesar Eigenschaft der Wert £=1
oot ist, so lassen sich die hyperbolischem Logarithmen aller Zahlen
gchnen. Es wird folglich, wenn man e fiiv die oben gefundens Zall setat:

14+ —
z ——=a, demnach @ =2_- L 3
j — o1

g0 folgt hierans, da Joge =1 Ist:

a—1 {a—1B (a—1)
k=2(a—|—1+3(ﬂ+ NIMEICES L ')’

st & 28 2t
=111t T 33 T334
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2 T Gapitell — § 123 bis § 124 Vo tlei-"D'arstéﬂﬁﬁg'dér Bryonentislgr. wid dor Log: durcl Réthen,~ 93

wihrend die hyperbolischen Logarithmen gelbst aus eiver der Reihen: Alle liese Logarithmen sind aus den obigen drei Reihen herechnet
2t gd gt 4b b orden \\ i Ansnghiits von log7, welclier sich ifi folgender Waise ergib :
og(l+ay=g— 2+'§"'z‘+?'—-6—+"': ‘ 1

Betzt\u:an in der. letzten Reihe Z=pgg> 80 wird
o Zw  20f w5 a7 Qg0

gy =1+ 5ty Tty oo 100 |

log = log ==(),02020270751751944840758230.
: . . . 98 49

welehe sehr stark convergiven, wenn man fiir # einen sehr Lkleinen Brue
setzt, gefunden werden Itnnen. So findet man aus der Ietzteren Gleichungi

Zight man dlesan, von
mit leiéhter Mithe die Logarithmen der Zahlen, welche nicht viel gréss '

. : logh0 =210 5—!—10 2 = 3,9120230054281460586187508
als 1 sind.  Sotsh wan nimlich &= 50 Wird: el ° i
: b, so erhilt man log49, und dieser ergiebt, durch 2 dividirt, log?7.

6 3 2
gy =leg=T15" |
' | § 124,

Sefzb man mﬂ-l—, 80 wird: ‘ |
7 Setzt man den hyperbelischen Logarithmus von I -+ oder

gl 2 . 2 . 2 2%
I R O A W R R

log(l +a)=

Setzt man x=_%= so wird:

logo =t baao 2 2
ogd:_].g. 3.0 E 797 . 8. W,

x % 28 gt

Py=TTgty ot

Nimmt man aber? die Zahl ¢ als Basis der Logarithmen, und ist der

Aus den Logarithmen dieser Briiche aher findet man die Logari’nhmé
der ganzen Zahlen, da nach der Natur der Logaridhmen:.

1w 2 ab at y
”—%G—§+§—z*“)—?

Hieraus folgt % ﬁ% Es wird daher am 1J:lsseﬁdsten der Wert von 7,

[a] 4- ) '
log%—l—log;g =log2; log'%+log2=10g3; 2log2=Ilog4; logg+log4=log5

log2 =4 log3 =log6; 3log2=1logh; 2logs =log9, log2 -+ logh=1logl
ist. ' ‘ ‘ slcher der Basis o cuntspricht, dadurch definivt, dass man sagt, er sei
¢h dem hyperbolitchen Logarithmus irgend einer Zahl dividirt durch
¢ Liogarithmus derselben Zall fiiv die-Basis . Nimmt man also geradezu
ls diese Zabl, so, wird e==1 und daher & gleich dem hyperbolischen

. Beispiel.
Es werden caher die hypelbohschen Liogarithmen der Zahlen vou'l bl

10 gleich: arithmus der Basis ¢. In dem gemeinen Logarithmensystem, in welehem
log 1=0, 00000 00C0G 00000 00000 0OCOO 10 ist, wird somif % gleich dem hyperbolischen Logarithmus von 10, also:
i log 2=0, 69314 71505 59945 30941 72321 C
o 3= 1, 09861 9988668109 6918952452 Ji=12,30258500200404568401 79814, A

log 4=1, 38629 43611 19890 61883 44649
log 5=1, 60943 79124 34100 37460 07593
log 6=1, 79175 94692 28055 00081 24773
log 7=1, 94591 01490 55313 30510 54639
log 8=2, 07944 15416 79835 92825 16964
log 9==2, 19722 45773 56210 38279 04905
log10 =2, 30258 50929 94045 68401 79914

slchen Wert wir hereits frither {§ 114) ndherungsweise gefunden hatten,
gim man demmnach jeden hyperbolischen Logarithmus durch diese Zahl %
vidich oder, was auf dasselbe hinavskommt, mit dem Decimalbruche;

G 434294 4819032518276511289

111L1pl1cnt so erhilt man die gemeinen. Loganﬁhmen, deren Basig o = 10 ist,




oben ein, so erhdlt man:

9 . . Oapitel. — § 125,

§ 125.
Da :
’—1+—g-+g—2+ & \\\
e=ltr+tigtTagz ™ N

ist, o wird, wenn man a¥ —¢° seizt und die hyperbolischen Logarithme:
nimmt, yloge=¢, weil log e=1 ist. Setet man nun diesen Wert von’

8. Capitel.

yloga | yi(loga)® , %(loga)®
L L U i-2.3

n den transcendenten Zahlgrossen, welche
und es kenn daher auch jede Deliehige Exponentialgrisse mittelst de aus dem Kreise elltSpl‘l]lgen.
hyperbolischien Logarithmen durch eine unendliche Reihe dargestellt werdeu
Bedeutet fermer ¢ eine umendlich grosse Zahl, so lassen sich sowolhl di
Expenentialgrossen wie die Logarithmen durch gewshnliehs Potenzen aus
driicken. Denn es ist:

3 1 {
=(1 +§) und folglich al'=(1 +fi%) )

und ferner erhilt man fiir die hyperbolischen Logarithmen:

§ 126.

- Nach den Logarﬂ@hmen und den Iixponentialgrissen miissen die Kreis-
Hogen und deren Sinus und Cosinus Detrachtet. werden, nicht nur
ghalb, weil sie eine andere Art von transcendenten Zahlgl Bsssgn
machen sondern 'auch, was weiter unten deutlicher Liervortreten wird,
sie aus den Loy'amthmen und den Exponentialgrissen selbst ent-
ingen, sobald dieé;elben imagingire Zahlgréssen enthalten.

Setzt man nun den Halbmesser eines Kreises oder den Sinus totus
h 1, so ist bekannt, dass man den Umfang des Kreises in
fienalen Zahlenrmoht genau asusdriicken kanuv, dass man aber
herungsweise fiir den halben Umfang des Kreises die Zall

1
log(l+a) =i ((1 + &) —1)-

Was den weiteren Gebrauch der hyperbolischen Logarithmen hetrifft
go wird darliber in der Tutegralrechnung ausfiliriicher gehandelt werden

8, 14159 2653589793 23846 26433 33270 50288 41971 69399 37510
58209 74944*59230 78164 06286 20899 36280 34825 34211 70679
82148 08G51'32823 06647 09384 46...

funden hat. Fiir diese Zahl wollen wir der Fiirze wegen = schreibeun,
ass also = gleich. dem halben Umfang eines Kreises vom Halbmesser ].
glmc}l der Lange cines Bogens von 130 Graden ist.

&

£y

12

Bezeichnet man einen beliebigen Bogen eines Kreises, dessen Halbmesser
its gleich 1 vorausgesetzt wird, mit 2, so betlachtet man gewthulich
yarzagsweise den Smus und Cosinus dieses Bogens g In der Folge be-
ichnen wir den Sinfis eines Bogeus ¢ durch sin arce oder Kiirzer durch
&, ebenso den Cosinus durch cosarcz oder liirzer durch cosg. Ls ist
her, da = der Bogei von 180° ist:

7 .- e e el




L% ~ 8 Capitel. —§ 128 bis § 129‘, Von den trausceiudenteu Zehlgréssen, welche aus dem Kreise enfspringen. 97

L1 L Wenn daher n ?‘:11' end eine gpanze Zahl hedeutet, so ist:
sinlr =0, cosOr=1; forner singn=1, cosgu=0; ‘ [E 8 ’

. D 3 =0 si '?giln —I—:ﬁ:)=+cosz sin (4?7';1¢r——3)=+cnsz
ginme =0, cosn =—1; singr=—1, cosgm==0; 2 | _
dn+1 . in+1 .
sin2r =0, cosln~=1. os( ) m+.zz =—ging os( ) W“,?,‘)_—_—.]-Slng
- : inus fu b der Grenzen + 1 und, dn4-2 An-2
Bs sind daher slle Sinus und Cosinus innerhalb der . - . ] " N .
— 1 enthalten. Ferner aber wird: b1\ ( g % +f) sing &in ( 5 T g) ~+ sing
‘ . ) 4n—+2 ' dn+2
cos,g:sju(%w_g), sing == ¢08 (%11—.‘5’ und sin?g + cosfe=1. cos( ) 1r+,a;)=——cos,e' os( ) 75—5‘)=—GOSH
Ausser diesen Bezeichuungen sind auch noch die folgenden m 11_131']{&11 sin (4”’;_ 3 . +,g) = — 08¢ sin (4%24—3 n mg) — — cose
tange, welehes die Tangente des Bogens ¢, und cote, welches 'die ?0 \ ;
tangente des Bogens # bedeutet, und zwar JSi'}, wie aus der Trigonome 11l cos (ﬂrﬂ_;-_aﬁ + &)= + sine cos (4??»;‘3 =) = — ging
bekannt igt: sine N cosé_ 1 — , e R
tange= o= mnd oote = tangz sin( 3 n+5D=—I- sing u( 3 n—p)=—si11.a
in+4 : .
Go8 L T +2)= - cosz WER 4”+4ﬁ ~— &)=+ cogg
§ 128, p) s )

. Ferner wird in der Trigonomefrie bewiesen, dass, wenn g und & zw

Diese Formeln ‘gelten, meg  eine posifive oder negative gangze
Bogen sind, die Formeln gelien: . |

Zghl sein, J

i

sin{y + &) = sing coseg + cosy sing
cos (y -~ &) = cosy cosg - siny sing
© sin(y — &) = siny coss — cosy sing
cos(y — &) = cosy cos# -+ siny sing,

§ 1929.

Wird sing=p und cose—gq gosetzt, 8o ist p®-+-¢g2=1. Ebenso ist,
enn siny =sm und,cosy=un gesetst wird, m2f+n2=1. Die Sinus und
sinus der aus digsen zusammengesetzten Bogen ergeben sich aus den

1 ] . ‘
‘ i { ie = =T W 8. W, ¢inselz
und hieraus gehen, wenn man fir g die Bogen ) ¥ rmeln: !

die folgenden hervor: ) ‘ ~

1 ‘ sing=p ; 0085 =
sin (%ﬁ+z)x—l—cnsa sin (gﬂ —°) =1 COBZ. n(y + &)= tig --np | 608 (y+ &) = ng — mp
. o ' ( 1 = 4 g (2y+€)=2mng + (12 — m2)p cos(2y-e) = (n? — m?) g — Annp
08 (§ ™ +z) = —ging ;o COBlgm-—s (By+e)=(BnPm—m?) q-+(n3—3mn)p 008(3y+¢) = (n*—3m) g—(Bma—m3)p
sin(n - &) = — sine sin(w — £) = - sing | mEm R
cos(m + &) = — cosg cos(m — ¢) = — co8& .ﬂjlllw-nd%lﬂﬂ»-:":1—1—8ABﬂ‘g"E—ll“.e’g“jy‘-l‘-:?;’,‘“ﬂy‘-%:?‘;ﬂ@/‘:l'—”? 08 W, 1f arith-
2 O (8 )__H cose etischer Progression fortschreiten, bilden ihre Sinus sowohl wie
sin (§ ™ ~+—,€) = —C08& gin (Eﬁ &)= re Uosinus sing rekurrente Reike von der Art, wic sie aus dem Nenner
5 ( 3 ) ) = 2nx + (m? + #2)2? enispringt. Es ist nimlch:
el o) = 4 ging cos{g®—g)=— 5lng . . .
Cos (2 " +'€) s . 2 _ sin (2y + &) == 2n sin(y -+ &) — (w3 - %) sin #, oder
sin (2w + ¢) = -+ sing ' sin(2z — £) = — sing sin (2y - #) = 2eosy sin (y + £) — sing, cbenso
_ — - coss cos (2w — 2) = =+ cose. c08{2y + £) == Zcosy cos (¥ -+ &) — cose,
c0s(2r - &) = X Yy ;

"Euler, - o




98 77 B Uspitel. — §130 his §7182.

Analog ergieht sich:
sin 3y + &) = 2cosy sin(2Zy + &) —sin(y + )
c08 (3y -+~ &) = 2 cosy cos(By+ &) — cos{y - £). Ferner:
sin (dy - &) = 2c0s y sin 3y + &) — sin (2 + &) '
608 (4y - &) = 205y cos(By-+-#) — cos(2y + ) w. & W
Mittelst dicses Gesetzes lassen sich die Formeln fiir die Sinus un

Cosinug der Bogen, die in anthmetlschel ngmssmn fortschreiten, so wei
man will forteetzen. -

§ 130.
Da
sin(y + &) == siny cose -~ cosy sing
und sin{y — &) = siny cos2 — cosy sing’

ist, so elhd,lt man, indem man dwse Ausdriicke einmal addirt, das andere;

Mal subtrahirt:

sin (y + &) +sin(y — &)
2

siny cosg =
. sin(y +&) —sin(y —
cosy sing = (y+2) ) =2,
" Da ferner
c08(y - &) = cosy cose —siny sing

und cos(y — &) = cosy cosg + siny sing

ist, so erhilt man anf gleiche Weise:

" 608y c03E = cos(y — #) -; co8 (y + £)

giti g sime = 05_(y—.a);pos(y—l—5) .

Befzt man nun yzfaﬁg, go crgeben sich aus den letzben. beide

Formeln die folgenden:

v 14 cosv v 14 cosw
cosggr—#——, also csy=]—5—

2 2
A L

mittelst welcher man aus dem gegobenen Cosinus irgend eines Wiﬁkelg ds
Sinus und Cosinns des lLalhen Winlkels finden kann. :

]
:

Von den tilansueudenten Zohlfedssen,. welche sug dem Kieise sntspringen. 99 .

§ 131

= -, Betgt man diese Werte in die fritheren Formeln ein, so erhilt

man folgende Gleichungen oder Lelhrsatze:

sing + sind = Esina'—;j cos a%?)

- . a+0 ., a—~0

sing — sind =208 —5— sin ——
2702

l cosa +cosd = 260366—_!2:9 cos ?—_;b

: - a+b . a—Db

IGOSZ) — C08@ — QSiDT 51n T ]
I .

“und hieraus entspringen durch Division die Sétze:.

; & a+d
sina+sind _,o+b o a—b_ BgTygT
s:‘mm —ainp | AETg T = —b

tzmg;—

sum, —+ sint —: a+0 2
cosn,—t- cosh ang—y
sind + sina a—0

= G0t—p— -
oS — cosSa 2
's.:'me:‘r—‘.siub_JE a-—1b
cosg + cosh MRMETTgT
ging — sinb a0

=goh—
cosh — cosa 4
cos&+cos?) a-+D a—D

: == ot - cot .
coser ~— cosb 2 2

Eudlich leitet %:na.n hieraus noch her:
. ] +
‘sing +sinb  cosh — cosa
cose + cosh sina — sinb
sine ~+ sinb  cos@ -+ cosd a—10

= got? —
sing — sinb "cosb — cosa 2

) ) sing 4+ sind cosd — cosg t2a+b
O “u.smau_smb“cus @ == o8k ST T

§ 132.
Da sm‘-’w 4 cogZe =1 ist, so ist auch, weun man die huke Seite cheser
Gleichung in ihre _{‘actowu anflost:

(cosg: “+y/—1sing) (cosz—]/— smz) =1,

8¢ man fe1g1e1° y+g=a und y—eg=2>0, so wird 1 —%’ und.

*




A0 - o oo 8o Cnpitel, — §133-bis §184. - -

Obwohl nun diese Factoren imaginfir sihd, se gewihren sic dech hei -
der Addition uad DLei der Vervielfiiltignng der Bogen einen sehr erheblichen

Nutzen. Sucht man nimlich das Product zweier solcher Factoren:
(cose +/— 1 sing) (cosy +1/—1sing),
so findet man:
cosy cose — siny sine 4 (cosy sing - siny cose)y/—1.

Da nun aber
cosy coss — siny sing = cos(y + &), und
siny cosz - cosy sing = sin{y + &)
ist, so ist das Product:
(cosy +7/— 1 sing) (cose /=T §in ) = cos (y-+4 g +y/—1 Slll(_j —+ &).

TEhenso findet man:
(eosy —)/—1sing) (cose —1/—1sing) = cos(y -~ &) —y/—1 sin(y'+ ),

und fermer:

(cospE/—1 sing) (cosy=L1/—1 sing) (cose £ 3/—1 sms) = cos(w +J+.a)

/_Sm (zy+e). -

§ 133,
Hieraus folgt:

§ 134

I8 - mgein unendlich kleiner Bogen, so wird sing==¢ und coss = 1.
Ist alst an ferner # eine unendlich grosse Zahl von der Besehaffenheit,
dass n¢’, inen Bogen von endlmhez Grosse, den wir v neunen woilen, dar-

stellt, so wird, well sing =g == 35 ist:

Lot ot of
"m—l_; 1.9 T T2.34 " T.238.4586
i
‘ 3 5 7
v v v e

, 5111?’=”—§1.2.3+1.2.3-4-5—1-2-3-4-5‘6-7

Ist daher der Bogen v gegeben, g0 lkann man mittelst dieser Reihen
seinen Sinus und Cosinus finden. Damit jedoeh der Nutzen dieser For-
meln noch deuthchm hervortrete, wollen ‘wir aunehmen, dass # einen Bogen .
bedeunte, der sich zu einem Q,uac'lra.nteu oder zn 90° velhcﬂt wie m:n, d. h.

es soll vﬁ%:-% s“em. Da nun der Wert ven = hekannt ist, so erhilt
man, wenn man denselben fiberall substifuirt:

!
m

sin arc% 90° = 1 - 1,5707963267948866192315216916

-
B 0,6459640975062462536557565636

Fon 'ﬂan--tmnsm:andenten'Zﬂh‘lgréssen,' welche aug dem Kreise entspringen: - 401 - =

1-2:3-4.5

3
{coss £/ —1 sing)l = cos e 3/ —18in2e, und ”5
(cose == /—1 sing)® = cosde &= /—1 sinde, und somit allgemein e - 0,0796926262461670451205055488
— ey ,
(cosz 2= 3/—1 sing)" = cosme Fy/—1sinne. o
. ) , — . 0,004681754135318688 1006854632
Wegen des doppelten Vorzeichens erhilt man hieraus: Loy
. —_— . 9
” (cose+1/—1 sm?)”—l—(cosz—l/—l sing)" . % - 0,00016044:11847873598218726605
COsNE = L
}
2 ! 11 .
o= (ovss +y/—i sing) ”(“"Sg‘“v 1 sing — 57+ 0,00000359884323521 20855404580
2]/—
. nid
| . . i o i79aa ¢
: Entwickelt man aber diese Binomisn in Reilen, so wird: PE] 0,0000000569217292196782681171
” —_ — — _ ' 15
' _ cosmp=o00s"e— (3 1) 0sm =25 sin 2+ 1)(;% 2231 (1=8) st s sint e — O+ 0,0000000006688035109811467294
_n n—1) (n—2) (n—8) (n—4) (n—5 0 g T
( 1.2.3.4.5.6 Yaus™ =5 sins + - 1’:17 - 0,000000000006066935731 1061950
; und
xi . 15
? . By MEmD @2 g — - 0,000000000000043 7706546731370
E SN = I (1} & 8118 “‘W g8m* g FES
! 21
p ) (=B (B () a5, -+ T 0.0000000000000002571 422839856
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- (,000G000C00000000012558995403
0,0G00000000000000000051 564550
0,0000000000000000000000181238

: 0,00000000000000000(]000&000549

1,0000000000000000000000000000

- 1,2537005501 361698275543118745

-0,2556695079010480136565635659

-0,0208654807683529 608730516364
-0,0009192602748594265802417158
- 0,00002520204237506060545810526
. 0,0000004710_8747788181?1503665
+ ,00000000638660308373155622408
- 0,0000000000656596311497947230
. 0,00.0Q000000005294400200734620

+0,0000000000000034377591730081

- 0,00000000000600001885991 65212

-0,0000000000000000000820675327

|
f
}

‘Von don franscendlenten Zahlgrissen, welche ans dem Hreise entspringen. 103

Da os nun gentigh, die Sinus und 'Gosinus' der Winkel bis zu 45° zu
kennen 80 ist der ;{{317110]1 L:: immer kleiner als %, und es werden daher
gie- | ,obenen Reihen wegen der darin vorkommenden Potenzen des
ruch s % selir stark convergiven, so dass man meistens nur einige wenige

Glieder zu berechmen. braucht, zumal wenn man den Sinus und Cosinus nichd
auf so viel Decimalstellen verlangt.

i § 185.
Hat man den Sifmgs und Cosimus gefunden, so kann man daraus mittelst

' i sing cosg

- —_ a &= e
@31? Formeln ta‘ng.e‘jl cosz U0 cote sing !
tangente berechnen. Da indessen die Multiplication und Division mit so
grossen Zahlen sehr hesehwerlich ist, so ist es besser, aueh fiir diese

besondere Refhen aufzusiellen. Es ist nun:

auch die Tangente und Co-

o3 o5 : o :
sme %193 12345 1234567 "
BIgY =i T T e ot
- 13 T 1332 123456
.' o? vé' 76
cosy T T2 T T.2.3.4 T 1.2.3.45-6
cotw = —=—+— - . - -
Eln% ' » v v
133712545 1234587 "

Setzt man dahér wieder den Bogen fu=%90", go wird analog wie

yorher : !

- 0,0000000000000000000003115285

- 0,00000000000000000000000101.65

30
— "3 0,000000000000000000000000002.

. Cm i Ymm q P
tang arc = EfO = O,Go66‘19772a670
L 0,2975567820597
3
P
ms
+ — 0,0018424752034
S T
a7
+ i -0,0001975800714
7
i P
P+ 5 - 0,0000216977245
!
+ = +0,0000034011870
7
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8 Capitel. — § 135 bis § 187,

|
:

!
Von den transeendenten Zahlgrissen,-welche aus dem Kreise entspringen: - -105-
[

§ 136.

Auf welche Art man zu diesen Reihen gelangt, wird weiter unten (§ 197
auseinandergeselst werden,

4+ —F -0,0000002664132 : L
T Ts ist bere \oben bemerkt worden, dass man, wenn die Sinus und
m1® Oosmus aller Wi welche kleiner als 45° sind, he]cannt siud, dadurch
+ —  -0,0000000295864. :
e ? #0864 zugleich die Sinu gmli Cosinua aller grisseren Winkel habe. Man kamn
7 sber anch schon aus.den Sinus und Cosinus der Winkel bis zn 30° die
T G - 0,0000000052867 inus und Cosinus aller grésseren Winkel allein durch Addition und Sub-
m!d e traetlon finden. Denn da sin30°={ ist, so wird nach § 180, wenn man
+ - 0,0000000003651 - 50° sefat: i
mEL €08 # == 5in {80° + &) + sin(30° — &), und
+ S - 0,0000000000405 sin 2 = cos(30° — #) — eos(30° + £),
23 ) ‘ d
+ %?Ta - 0,0000000000045 ggf_s:mlt findet man ans den Sinms und Cosinus der Winkel £ un
5 _ sin (30" + &) = cosg —sin (30° — &) und
+ W ‘0,0000000000005 . gos (DDD _|_ ,6) — 005<300 _ c,) — Sl]l&'
Hieravs evhilt mhn also die Sinus und Cosinus der kael von 30°
cot are % a0e % - 0,65661977923675 60°, nnd darans d.‘a.nn auch alle iibrigen.
dmn § 137,
— 55 0,3183098861837
dnP—m? . Bei den Tan geni.en und Cotangenten giebt es ein dhnliches Hiilfs-
- 0,2052888804145 fel.. Da nimlich b s -+ tangh
m3 : t?,ng @+b)=7_ tange - tangd
a -0,0065510747882 ‘so0 wird: :
2tanga cola — tangn
90,5 Qgeo=——"S"_ o= —
s +0,0003450202554 g6 =T _angry* 14 cotla 2
w7 ‘ -aus letzterer Formel ergeben sich ans den Tangenten und Cotangenten
T -0,0000202791060 Bogen welehe klpiner als 30° sind, die Cotangenten der Bogen
m? zu 60°, ; .
-5 0,0000012366527 st dann ferner o= 30°—10, so wird 2¢= 60— 20 und eot2a=—=
il g(30°+2b), demnach :
—= - 0,0000000764959 . t050° — B) — & 80° — 5
4?;113 tﬂ.—llg(30ﬂ e 2b)=00 (‘30 B) 2 EL]J:g'_(D_ _)
m
Tt +0,0000000047597 ach man auch die Tangenten der Bogen, welche grsser als 80°
s findet,
n - 0,0000000002569 ie Sekanten und Cosekanten aber lasseu sich aus den Tangenten
" blesse_Subiraction.ableiten,-denn-es-ist: e
i -0,0000000000185 :
18 COBGE & = cot%—cotg, und daher
—»E  $0000006000011.

se{z &= oot (45‘5 — g) —tange.

ierams geht deutlich hervor, anf welche Weise man die frigomo-
frischen Tafeln anfertigen kann.




FL I .. ..8 Capitel. — § 188, his § 140,

Von den transcendentﬁn-Zahlgrﬁssen,--'.\‘elshe aus dem Krelse enfspringen. 107
§ 138.

BEe werde nan abermals in den Formeln des § 133 der Bogen # als unent
lich klein vorausgeselzt und ferner fir # ¢ine nnendlich grosse Zahk
von der Beschaflenheit angenommen, dass ¢ einen endlichen Wer

4 der Sinus eines unendhch klginen Bogens dem Bon'en selbst gleieh, der
psinus a.hr\\glemh 1 1°t Man erhiit dadurch:

1
\ (cose +]/— 1 sin.z‘)T—{— (cosg —1/— T sing) ¥
exbiilt. Dann ist also ng=v, z==":, folglich sing=7 tnd cose= 1. - : 2
Setzt man diese Werts in die Formeln des § 133 ein, so nehmen dic .
selben die Gestali an: : ' e (cos 2 —|—]/_—Slll.a) — (eos Je._.]/’__ Slng)t
(1+ ”V ( "’V ) i l 2y—1

Nun haben wir aber in § 125 gezeigh, dass, wenn man die hyperbolischen
1

Co8Y =

und | S

ygarithmen nimmt, log(l 4 &) =4(1 +-2)* —4, oder, wenn man y fir 142
- 1 : _

hreibt, JT = l logy - 1 ist. Setet man daher hier fiir gy einmal

fu]/_

('”‘/_>< T

..;I/-—l

Tm vorhergehenden Capitel salien wir aber, dass (l—f—fﬂ—)&=cs igf

sinwy = t B
+y— sm.,, das andere Mal 005.6'—]/——1 sing, so ergiebt sich zu-

chst ans der crsten der eben hingeschriehenen Formeln:

wenn ¢ die Basis der hypmbnhschcn Logarithmen bezemhnet schreibt

1 +—1.-10g' (cos.e-;]/—_lsinz) 41 4-1. log (cose—3/— L sing)
deher fiir ¢ einmal +7;1/ , das andere Mal —-'u]/ 50 elhalt man v d ‘

= ;‘ 2

=1,

+o) =1 —e =1

-+

. ‘ 1 .
coso e gl die logarithmischenl Glieder wegen dgs Factors T verschwinden. Es
= - 5 , ;

.daher aus dieser! evsten Gleichung nichis Besonderes. Die zweite
cliung abar giebt:

und
+v]/—1 +ui/-—1

— ¢

2]/—1'

Hieraus ist ersichtlich, wie die imaginéiren Exponentialgrissen auf
fime und Coeiving reeller Bogen zwriickgefiirt werden kunnen Es
niimlicl:

N — 1 —_ .
s = %log‘(cosafl—]/—l sing)— —é-log(cos.a'— I/_l sineg)

—_— L - k)

i f 2y/—1
1 cosE4|/— sinv

+s =T . g=— log
e ] =cosv+1/——1 sinw, 27/—1 cosé —]/ Tsing
d X

b — jeraus geht hervor, wie man die imagindren Logarithmen auf Kreis-

C_HV_I = oogy —1/—1 sing, en zurfickfihren kann.
§ 139. _. f § 140, ‘
: . sin g o
Es sei jetst in denselben Formeln des § 133 » cine unendlich kle a co_sz = ta.ng.e: 1913 so driickt sich nach der letzteu Formel des

Zahl cder ‘1‘?:=iT: wo ¢ eine nnendlich grosse Zahl hedeuntet. Dann
1 b ‘t’ ~

o 1 +—1tangs .
: ZF I—V—_ltang'ﬁ

@ . L E 8
COS == cosz =1 uyud sinng = sin =7
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. dieser Reile die Lénge des Bogens ¢ un hestimmen, dessen Tangente ¢ glpicl

" Yon den ti'anscendentq;u- Zahlgrbasen; welehe ans dem Krelse-entsprizgen. 109

Nun ist aber nach § 123:
lo-2 2x  Zpd 28 227

1Tz 173 *5 7

wickelte irrationale Grifssen sind. Da also der Bogen yvom 30° gleich

g0 iwird:

1
o8 1 1

x4
—— e — +
6 “\ 3.3/3  5-3%F

2:/3 2¢%3 9/3 24/5
) —.,' + ]f - T/a. o+
T " 3.3 5.5 T 7.3

+Ang dieser Reihe haf; man den oben im § 126 angegehenen Wert von «
nglanblicher Mithe berechnet.

Betzat man also mml/ —1 tanges, so orgiebt sich:

. fange tangde  tangfe tang7e
o 3 5 7
Ist also tangs =1, folglich # ein Bogen, dessen Tangente # ist, so d
man ihn also mit arve tang¢ hezelchnen, d. k. ¢ = are tang# setzen kann,
ist, wenn die Tangenfe ¢ hekannt ist, der zu ihr gehérige Bogen:
t3 B T fad

3
£ == are tang t_T_?—'_?—?—I_?—

§ 149,

8o gross ist diese Muhe aber deswegen, weil erstens dis. einzelnen
der irrational sind, sodann deshalb, weil jedes Glied nur ungefshr drei-
leiner ist als das vorhergehende. Diesern Ushelstande kaun man
c¢h in folgender Weise abhelfen, - Man nelme den Bogen von 45° oder

: I 1 1 .
d Dehalte daffr dis Reihe 1 —g -5 —5+---> obwohl dieselbe nur
cliwacl convelgnt, bel, teile aber dissen Bogen in zwei andere @ und b,

Da wun, wemi die Tangente £ gleich dem Radius 1 ist, der Bugef
gleich dew Bogen von 45°, also .e=7:— wird, so hat man: l

™ 1 1 1
T3ty
und dies ist die Reihe, welche zuerst Leibnitz zur Berechnung des K

nmfanges gegeben hat. a8 g +b=7= 45“1 ist. -Da nun

b tangd
tanig (6= anga -- tang

§ 141 1 —tanga-tangd
Um nan mitbeist der gegebenen Reihe die Linge eines Kreish ol
ohne fibergrosse Miihe bestimmen zn kénnen, muss man offenbar fiir:

Tangente ¢ einen hinreichend kleinen Broch setzen Sueht man z. B. mi

1— fanga -tangd = tanga 4 tangd,

I —tanga

i tangdh = T tanza

Ll

1
10 is%, so findet man diesen Bogen:
1 1 1

=10 ~3000 T 00000 """
und der Wert dieser Reihe lisst sich ohne irgend welche Schwierigleitin
néherungsweise durch sinen Degimalbruch darstellen. Indessen kann 1id
daraus, dass man einen solchen Bogen lkennt, noch miehts in Bezng auf
Linge des ganzen Umfanges schliesson, da man das Verhaltnis mich :

i also jetzd tan'ga=%-} 80 wird taug‘b"u-%a und es lisst sich daler

der beiden Bogen &und U durch cine rationale Reihe ausdificken, die
esser als die frithere convergivt, Die Summe - dieser beiden Reihen

“den Wert von %a und es ist somib:

1 1 .1 1 1
geben kann, in welchem der Bogen, dessen Tangente glemh L 1st zud Jﬂi_g.gzﬁ'g,.gﬁ_ 7.27""9 g \

ganzen Kreisumfange steht. Man mmss daher, um den Um{'ang zu bestlmm_
einen Bogen suchen, der ein aliguoter Teil desselben ist, und dessen Ts
gente sich durch cinen hinreichend kleinen Bruch bequem ansdriicken las
Zu diesem Zweecke nimmt man gewshnlich den Bogem von 30°, des

A
R 1 1 1 1
11-3 3.39 5.85 7.5 9.3

‘ ! _
of diese Weise hitie man die Liinge des halben Kreisnmfanges = am
Jeichier finden I(onnen als es mittelst der vorher (§ 141) angefiilirten

1
Tangente gleich —=—= 5 ist, weil die Tangenten der Bogen, welche llginer € gescheheu ist. '

als 30° ynd zum Kmlsumf'mge in einem rationalen Verhiltnis stehen, allii




