]181‘[? wenn aber der B D);ponent ciner in jemen Ausdriicken vorkommenden Pedenz
auf mehrere Arten ans swei, oder avs drei, oder aus noch mehr Zahlen
der Reihe a, B, 7,8, ¢... durch Addition zugammengeselzt werden kann,
go wird der Ooefﬁmeut jener Potenz avs soviel Einheiten bestehen, als es
¢ verschiedene Arten cer Zusammensetzung gieht. TFindet sich z B. in dem
] -Ausdrucke von @ das Glied " Nz", so ist dies ein Zeichen dafir, dass die
Zahln als Summe von zwei verschiedsnen Zahlen der Reihe o e, 8,7, 8
auf N verschiedens Atten darstellbar fsh. Und wenn in der Entwicklung
des gegebenen Prodiicts das Glied Nz"<™ vorkommt, so zeigt der
Coefficient N an,: auf wieviel verschiedene Arten die Zahl 2 als
Summe von e verschmdenen Zahlen der - Reihe a«, 8, v, 8, e, ... dar
gestellf werden kann. u

16. Capitel.

Von der Zerlegung der Zahlen in Meile.

i § 299,
Wenn man daherldas gegebena Product
1+ :tr “8) (1 + %) (1 +o78) (1 +-2%8)..

durch . Ausfithrung de1 Multiplikation wirklich entwickelt, so geht aus
dem sich ergebenden Ausdmcke unmitfelbar hervor, auf wicviel ver-
schiedene Avten eing gegebene Zahl als Summe von heliehig vielen
verschiedenen Zahlen der Reihe «, B, T, 8, ¢, { .... dargestellt
werden lkann. - Weum bimlich gefragt wird, auf Wlevml verachiedene Arfen
die Zahl # die Summe von sm verschiedenen Zahlen jemer Reihe sein kénne,
0 hat man in dem entwickelfen Ausdrucke das Glied z”s™ a.ufzusuchen
dasseu Coefficient alsdann die gesuchfe Zahl angiebf.

. § 297.
Ist der Avsdruck:
(14 2%8) (1 +aF2) (O aTa) 1+ 2°8) (1 +2%5). ..

gegeben, so enfstelt die Frage: Welche Form nimmi derselbe ai

wenn er duteh .wirkliche Ausfuhlung der Multiplikation.en?

wickelt wird? :
Nelmen wir an, dass dadurch die Reihe:

1+ Pe+ Q6?4 Red + Se* + -+
hervorgehe, so ist offeuba,r_:

P = der Bumme der Potenzen 2 -+ &® + &% + 2° + 2° +...; ferner ist
¢ = der Snmme der Producte aus je zwei verschled.enen Potenzen, i
oder es ist @
= der Swnme mehrerer Potenzen von z, ndmlich derjenigen, deren Ex
ponenten die Summen je zweier verschwdenen
Zahlen der Reihe o, f, 1,8, &, £, #... sind; dann ist
B = der Bumme derjenigen Potenzen von &, deveri Efpﬁiiéﬂﬁeﬁ die Si
‘ " men von je drei verschiedenen; ferner
& = der Summe derjenigen Pofenzen von x, deven Exponenten die Bum:
men von js vier versehiedenen Zahlen eben disse
Reihe o, B, v, 8, =... sind;

? § 800,

Damit dies recht;deutlich werde, sei folgendes aus unendlich vielen
actoren bestehends Picduct gegeben ;
{1 + as) (1 + 222) (1 4 z¢) (1 + @48 (1 + a8) ..
utwmkalt man dasselbe durch wirkliche Ausfiilrung der Multlplﬂtatmn in
ine Reile, so folgh: _
+& (@ 2% 4+ ati 2t - ad a4 AT S o z® 4+
+ % (2% -2t - %5 4228 - 37 B2 - 4a® - 4210 5m11+

—ﬂ?\"ﬁﬂ der Zerlégﬁng der 7 ahlen in Teile. T N 251 o

+29 (2% + 4 + 2% 4 307 14 Dol 4 Tal2 g 8uI5 10z

. 8, W,
- rg-!l (mlﬂ - $11 -+ 25919 P 3$13 - 5m14: - leﬁ =+ 9‘2’15 -+ 11.‘1‘;17 =+ 15:};13
) § 208. + 28 (z 4 222 4. 923 + 3 B - Ta® 4 11087 o 1407 4 202 .
Die in den Ausdriicken ven E, ¢, R, 5, ... vorkommenden Potenzen o + &7 (%78 - 229 - P80, - 83 - 53?4 T8 - 1134 - 15535 - 91286

)

)

")

)

+ &% (819 - 216 - 2217 B8 - Hip® o T . 10971 4 1842 18228 .. )
)

)

)

haben, wemnn ihre Exponenten nur zuf eine einzige Weise aus a, f, v 5.

+ &8 (@3 - 37 4 908 + 38 4 Hayt® - Tadl 4 11a42 1 15248 1 99g4e
durch Addition gebildet werden kinnen, als Coefficienten simtlich die Ei . .. e e e e e
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Hi-Gapttel—§301"Tir § 504
B 1

¢ gegelen, und geht diaraus, wenn man die Division wirklich ausfihrt, die
b Reibe L+ Po+ Qo2+ RS+ Spt 4 -
;:hervqr, 80 ist oﬁ"enba.rl;:

Aus diesen Reilen also lasst sich sogleich angeben, auf wie:
viel verschiedene Arton eine gegebene Zahl aus einei gegebenen
Anzahl verschiedener Glieder der Reihe 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, .
dureh Addition entstelen kann Wollte man z. B. wissbn, anf wie
© vielerlel Arfen dis. Zah! 35 die Summe von 7 verschiedenen Gliedern dei
Reihe 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7, ... sein kénne, so suche man in der Reihe, welche’
mit & multiplicirt ist, die Potensz 33 anf, dann giebt der Coefficient 15 der-
selben an, dass die gegebene Zall 35 auf 15 verschiedend Arien als Smim
von 7 Gliedern der. Reile 1, 2, 3,4,5,6, 7,8, ... dargestell werden kan

P = der Summe der ,:Poteuzen yon #, deren Exponenten in der Reihe «, p,

T 87 &L, 1. .. enthalten sind; ferner” ist

¢ @ = der Summe der Potenzen von a, deren Bxponenten Summen zweier

4 Zahlen dieser Refhe sind, so aber, dass diese Zahlen

3 auch einander gleich sein konnen; abenso ist

! I = der Bumme der Potenzen von z, deren Hxponenten durch Addition

von drei solehen Zahlen Jjener Reile entstehen ;

BE S = der Summe der ]’E'qtenzen vou z, deren Exponenten dureh Addition von

vier'solchen,in jenerReihe enthaltenen, Zahlen gebildet sind 3
j L 8. W.

7 ; § 303,

Wenn man also den ganzen Ausdruck nach allen seinen Glisdern entwickelt
nd die Glieder mit derselben Pofenz von # znsammenfasst, so erkennt man
araus, auf wie viel verschiedene Arten eine gegebene Zahl »
urch Addition von m. teils verschiedenen, teils nicht verschiedenen
ahlen dex Reihe «,f,v,8¢¢... entstehen kann. Sucht man némlich
n dem entwickelten Ausdruck das Glied 2" 2" anf, und ist dessen Coefficiant
, &0 dass also das ganze Glied Nz" 2™ hejsst, s0 zeigt der Coefficient ¥
1, 2uf wie vielerlei Arfen dis Zahl = durch Addition von e in der
eihe o,8,7,8,¢,... erthaltenen Zahlen gebildet werden kann. Hierdurelh
ird die gegenwiriige Frage derjenigen, die wir kurz vorher beanfwortet

§ 501

Setzt man aber =1 und vereinigt man die gleichen Potenzen von-,
# oder, was dasselbe ist, entwickelt man den unendlichen Ausdruck:

1+ '+;.-f-’)(1+w3)(1+m4)(1+mﬁ)(1+mﬁ)...

in die Reihe:
1—|-'m—}—w’-’—|—2m-3+2$4—|—3x5+ duab + a7 4 Gm5—|—-.'.., e

g0 giebt ein jeder Coefficient an, auf wie vielerlei Arten da
Exponent der betreffenden Potenz von a iiberhaupt ans verschiedene
Gliedern der Reihe 1, 9, 3, 4, 5, 6, 7, 8, ... durch Addition ent
stiehon kaun S Iisst sich die Zall 8 augenscheinlich auf 6 Arten durcli
Addition verschiedener Zaklen hervorbringen, und zwar sind diese:

8=l

S 71 aben, vollkommen analog exledigt.

=513 Wir wollen dies anf einen hesonders merkwiirdigen Fall anwenden.
8=5+241 ir denken uns namlich den Ausdruck: :
B=4 431, . !

| - s
(1 —ae) (I — 2%2) (1 — 2%%) (1 — ) (1 —xde). ..
‘durch Ausfihrung der Division in die Reihe enfwickelt:
tE @+t 2+ 2t e+ g b T g8 g e
F e (22 2t - %07 4520 + 32T + dad L 4 + Szl 4.

Dabei ist su beachten, dauss dis gegebene Zahl selbst nﬁtggrec f6t
werden muss, weil die Anzahl der zn nehmenden Glieder nicht vorgeschrishen
ist, und daher anch-ein einziges genommen werden kann.

Y o erogang dor Zahlen in Teilo, B

£-302 TR @ Tt 2%+ 3aF + a7 + 6af + 740 4 310 4 1021 + - .
+at ot + 28+ 225 Y- 307 + 5a® 4 62® 4 9410 + 11pt 4 15412 - ...

)

)

)

, )

et (20 af - 227 A 328 - Bad - Vald - 1051 - 13412 = 18t 4--- )
)

)

)

Hiernach sieht man also, wie eine jede Zahl durch Addftion ve
schiedener Zahlen enistehen kann. Man lisst aber .die Bedingun
-dass die eingelnen Zahlen verschieden sein sollen, fallen, sehald m:
dig eben betrachieten Factoren in den Nenmer getzt, Ish alse der Ausdrucl

1

(1—a"e)(1—afe) (1 — (1l —ats) (1 — z°e)...

T80+ o+ 908 800 + 520+ Tt + 11072 + 1401 4 2025 + -
e (@7 A+ 2 - 3010 4 Bl 4 712 4 1 515 4 151 4 21t -
&% (28 4+ 2® + 2010 4 Bl - Byl T34 [ 1gM o+ 15015 4 9916 ...

P
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Von der-Zerlegung der Zahlen in Teile, 2455

§ 30.

. Nach diesen allgemeinen Erbrterungen wollen wir nun niher daraof
ciugehen, wie man die Anzahl disser Darstellungen wirklich findet,
und.zwar wollen wir dabei mit dem auch vorher suersh betrachteten Falle
beginnen, in welechem die ganzen Zahlen, welche man bei der Zu-
sammensefzung einer Zahl durch Addition auwendet, von einander ver-
schieden sind. Dazn mége der Ausdruck :

Aus diesen Reilen lésst sich daher unmittelbar angeben,
auf wicviel verscliiedene Arten eine gegebene Zahl durch Addi-
tion einer vorgeschriebenenm Angzall von Gliedern der Reihe 1,2, 8
4,56, 7... entsbehen rann. Wollle wan z B. wissen, auf wie vielerlel
Arten die Zahl 13 durch Addition von finf ganzen Zahlen gebildet werden
kann, so suche man das Glied 215 anf; dann’ giebt der Coefficient 18
desselben an, dass die gegebene Zahl 13 durch Addilion von 5 Zahlen au
18 verschiedens Arten entsteht:

Z =1+ a:,e')l (1 4+ a%8) (1 + 2%¢) (1 4 wte) (1 -- abe) . ..
§ 505.

Betzt man aber 2=1 und zleht die gleich hohen Potenzen von
zusammen, so ergiebt sich durch Entwicklung des Ausdrucks:

3 gegeh.en sein, u.ud diesjerl mége, wenn man ihn entwickslt und nach Potenzen
von # ordnet, die Reihe ‘ergehen :

Z =1+ Ps+ Q® + ReP 4 Sed + TS - ...

1

s handelt sich darum, ein Verfahr ' i :
T T o= T T — ‘ , ein Verfahren zu ermitteln, naeh welehem

an dia Fungtioneu L@ R, 8, T... auf cine leichte Art Bnden kann,
mfiet man ein solches, so ist dadurcl die vorgelegte Frage in der hesten
Weise erledigt. ' ' :

die Reile:
1+ 2+ 202 + 328 4 bt 4 Twd 4 1125 4~ 1527 - 2928 - - - -» :

: § 807.

Wenn man nun an Stelle von 2 setst z&, g0 erlilt man offenbar:

1 222) (1 + 23¢) (1 + 24 Bg)m 2.
(1-2%) (I40%) (1 + a48) L+ ae) o= 12

in welcher jeder Coefficient angiebt, auf wie vielerlei Arfen de
Lxponent der zugehfivigen Potenz iiberhaupt dureh Addition vo
ganzen Zahlen, mégen dieselben nun gleich oder ungleich sein, hervor
gebracht werden kann. So erkennt man aus dem Gliede 118, dass di
Zabl G aus ganzen Zahlen auf 11 verschiedene Avten durch Addition wu
sammengeseizt werden kaun, und zwar ist: ‘

s geht somit der Wert des Productes Z dadurch, dass man darin fir

.. )
6= [5. setzt @e, tiber in Tz 00d es isb daher, da
f=511 EnalE
Ge=d 2 - Z=1+Pe~ Qe+ Red+ Sgt + ...
b=4+1+1 i
6=3+3 ﬁ_?g=l+13x;a‘+Qm253+Pm3g3+Sm434+..,
G=342+41 R ‘ ‘ :
G—384-14+11 Multiplicirt man aber diese Gleichung mit 1+ ze, so wird :
6=24+2+42 Z=1+ Pze+ QaPs® + Rae® + Sutet 1 -

+ 78 -+ Pa2e? - Quded + Rotet + .. “

6=2+2+1+1
6=2+1+1+4+1+1

ind lieravs folgt, wenr man diesen Wert von Z mit dem fritheren ver-
(=14+14+1414+14+1 '

keleicht ;
@ ; P2 @l Bt

Dabei ist ebenfalls zu bemerken, dass die gegebene Zahl, da sie in P = T—2° @f=1__ PEL R=1h1,3’ =z

Reihe 1,2,3,4,5,6... selbst enthalfen ist, auch als eine Art der D

stellung gerschnet wevden muss. 1 erhilt daher die folowenden Werte:
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B e e 1 e L R e e Vo:h der Zerlegung dar Zahlen in Teile, 257
' m. " geteilt werden kann. IDividirt man nwn obige Reihe durch 4% so erhalt
.P_=1 — man diejenige Reihe, {velche aus der Entwickhing des Bruches:
0 PN ( 1
v =2 (1—a? _ _ 00— (I—a%
' p: entspringt, nimlich: |
L= - -
(A—2) (1 —2%) (1 —~2% T @+ 202 4 20 4 Bt 4 308 - dab 4o ...
‘ 10 . : ‘ .
S p—l 2)’”(1 e Y g  Bezcichnet mau das allgemeine Glied dieser Reihe mit Na", so folgt
(_—3»)( —& aus der Art der Entstehung derselben, dass der Coefficient A anzeigt, auf
7 @13 wievisl verschiedone Whigen der Exponenut # aus den Zallen 1 und 2 dareh

Tl (- Q=2 — b (1—2% Addition zusammengesetzt werden kann. Da nun das allgemeine Glied der

friheren Reihe gleich Ag®+? ist, s0 ergiebt sich hieraus der Satz:

W S. W.
Die Zahln 43 Iisst sieh auf ehen soviele verschiedene
. Arten in zwgi ungleicle Teile teilen, als die Zahl! » aus
§ 308. deul Zahlen *1 und 2 durch Addition zusammengesetst

Wir Iténnen daher nuf diese Weise eine-jede dexjenigen Potenzen
reihen von ®, aus welehen bestimmi werden soll, .auf wievie
verschiedene Arien sich eine gegebene Zahl aus einer verge
schriebenen Anzahl ganzer Teile dureh Addition Fugammen
setzen lisst, wirklich besonders darstellen.  Usberdies aber'-ge_h:
Lierans hervor, dass diese Reiken rekurvente Reihen sind, da sie aus
der Entwicklung einer gebrocheunen Funection von # entstehen. So gieli
der erste Ansdruck: : .

werden kann.

- ; § 310.

Der drite Ausdruck:

' : ab
o=

giebf, wenn man ihn eﬂtwickelt, die Rethe:

— = 20 2+ DaB 4 808+ 410 4 Bpll 4 Tp12 p gaa g,

die geometrische Reile: t weleher dey Coefﬁcie]llt eines jeden Gliedes angiebt, auf wievie] Arten
. sich der Exponent der ugehirigen Potenz von iz in drei ungleiche Teile

veilen lisgh. Durel Eut‘#vicklung des Bruches:

f 1

A=) (T—aH (=29

her enfsteht die Reihe:E

z+a? + B+t T
woraus sofort erhellt, dass jede Zahl nur einmal in der Reile der,gal.nz
Zahlen enthalten ist. :

o e Ausdrncl § 509. 1—l—m—!—2m2+3x3+4—x¢+5m5+7m5+84:7+---=
er zweite Ausdruclk:

23 nd hierin giebt, wenn das allgemeine Glied der Reihe mit N hezoichnet

it
1.
I
i

-

==

vird, der Coefficient N an, auf wie vielexlei Arten die Zahl % aus den
alilen 1, 2, 8 dureh Addition entstehen kann, Da nun das allgemeine Glied
fler yorhergehenden Reihs gleich A=-+5 jst, so folgt hierans der Bata:
Die Zahl n-6 l4sst sich auf ehenso viele verschie-
~dene Arfen in drei ungleiche Teile zerlegen, als die Zahl

naus den Zalhlen 1,2, 3 'durch Addition zusathmengesetzt
werden kann. -

giebt die Reihe:
23 - 2t o 25 4 208 +- Ba” 4 348 -+ daf 4- 40 -y

in welcher der Coefficient eines jeden Gliedes angiebt, wic oft der Bxpo :
vou z° sich in zwei ungleiche Teile zerlegen lisst. So geht_a,u_s
Gliede 4g? hervor, dass die Zahl 9 auf 4 Arten in zwel unglgche ‘

Euler. ) 17
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§ 31L. ] § 318.

Nachdem wir di;e Zerlegung der Zahlen in ungleiche Teile

‘ het.ra,chiiet haben, wol;an wir nun auch die Zerlegung der Zahlem in

‘T‘elle fiir den Fall tntersuchen, wo die Gleichheit deor einzelnen Teile

.hicht amsgeschlossen . inf, Diese Betrachiung beruht auf dem Ausdrick:. ’
] : (I —a2) (1 —2%) (1 — 2%) (1 — a%) (1 — #%) ... "

- weleher durch Auvsfithrang der Division die Reile liefern mége:

Z=1"+ P+ Q=2+ Re® + Spt + Tt 4 ...

Der vierfo Ausdruek :
! wlﬂ

—a) (1 —2) (1 —a) (1 —a9
giebt, wenn man ihn entwickelt, die rekurrente Reihe:
210+ gl + 2912 + Bat3 + D' + Gt + QMoo

in welcher der Coefficient eines jeden Gliedes anzeigh wis oft sich der:
Lxponent der zugehirigen Potenz von # in vier ungleiche Teils teilen ldsst
Dureh Botwicklung des Bruches : :

1
a0 -1 —a

aber erhbiilt man die vorhergehende Reihe durch #'9 dividirt, nfmlich:
1+ @ -+ 2 - 843 -1 Bat -+ 6+ Db + 11 + -+

Setzt man das allgemeine Glied dieser Reihe gleieh Nz™, so giebt der
Coefficient & offenbar an, auf wieviel verschiedene Arten die Zahl 2 aus den
vier Zahlen 1,2, 3. 4 durch Addition gebildet werden kann., Da nun das
allgemeine Glied der vorigen Rethe Na™1 ist, so folgt hierams.der Satz

Die Zalhl 410 ldsst sich auf ebenso viele verschice
dene Arten in vier ungleiche Teile zmerlegen, als die Zahl
n aus den Zahlen I, 2, 3, 4 dureh Addition susammen:-
gesetzt werden kann. :

- H
Setzt man nun ge an die Stelle von #, so wird offenbar:

i 1 :
(I-—a2) (1 ——;,;,;33) d—2% 0 —#%9) .. ={1 —uz) Z,

und wenn man in der Reihe dieselbe Substitution macht:

(1 —ue) Z= 1+ Pae+ Qu%? 4 Raded +- Swiet + -

Multipliirt man al}er obige Reihe mit 1 — 28, 8¢ erhilt man:
i
(l—2s) Z=14+Pe+ Qe +Re® -5t + ...

j — @2 — Prg® — Qued— Rgzt — .-
. ]
Vergleicht man a.]f{o die beiden Ausdriicke, so folgt:

§ 312.

. 1__-‘,3.‘1 1‘—.'13'2’ -l—ma, =1_m4’-.,
Allgemein also giebt der Coefficient N, wenn man den Ansdrnek: Eund hieraus ergeben, sich fir P, @, &, §... die Werte:
. H =, el Sy Wy Ay A ... ATcH
1 : A i
(=2 Q=D (1 —2%) (L —a) (1 —29) ... (1—2") P== ]
in eine Reibe entwickelt und das allgemeine Glied derselben mit X" bezeichn 1" 22
an, auf wieviel verschisdene Arten die Zahl » aus den Zahlen 1,2,8,4...5 '_"mm
durch Addition entstehen kann. Enfwickelt man aber den Ausdrnck: - . %3
mm (1?12—1- 1) , ! = (1 -— :ﬂ}') (1 — 222) (1 —_ .‘1{'3J
: : at
— i (]l — 23 (1 — gt _gm . S= : ‘
I=2)0—a)(1—2).....(01—27) ot Q=)A= T—a% [T -2
in eine Reihe, so ist das allgemeine Glied derselben gleich Nz" 2 0 T & W
" wilrend der OCoefficient ¥ dabei anzeigh, wie oft die Zahl n+"”"’“2 + s 314
+ ' H .

in w ungleiche Teile geteilt werden kann. Darans folgl also der Batz

Die Zahl az+”—“—(”f’;—9
gchiedene Arten in =z ungleiche Teile zerlegen, als

Zall # aus den Zahlen 1,2, 3,4...m durch Addif
zusammergesetzt werden kann. .

Diese Ausdriicke unterscheiden sich von den friiheren nur da-

urch, dess hier die Zahler kleinere Exponenten haben, als im vorher-

chenden.Falle. 'Es stimimen daher auch die Reihen, welelhe sich durch Ent-

.cklung dieser Ausdriic]}e ergeben, in Besug auf ihve Coefficienten vollstindig

t den friiberen ﬁhereiﬂ:, ein Umstand, der iibrigens auch sehon aus der Ver-
17

lasst sich auf ebenso viele
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gleichung der §§ 300 und 304 erhellf, dessen Grund aher erst hier ersichtlich :
ist. Hieraus folgen somit ganz dhnliche Sidtze wie oben, nimlich:

Die Zahl n+4 2 lisstsich auf ebenso viele versehiedene.”

Arten in zwei Teile zerlegen, als die Zahl # aus der

Zahlen 1und 2 dureh Addition zusammengesefzt werden:

Tanmn. ' '

Die Zahln -3 ldsgd gich aufebenso viele versechieden

Arten in drei Teile zerlegen, als die Zahl = aus den

Zahlen 1,2,3 durch Addition zusammengesebzt werden

kanmn. - '

Die Zahl 244 lasst sich auf ebenso viele verschiedend

Arten in vier. Teile zerlegen, als die Zalhl » aus den

Zahlen 1,2,3,4 durch Addition zusammengeseizt werden

kann, :

Und allgemein: ‘

Die Zahl n—-m l&sst sich auf ebenso viele verschiedend

Arten in m Teile zerlegen, als die Zahl # aus den Zahlen

©1,2,8,4,...m durch Addition zusammengesetzt werdehn

kann.

; § 816.

Dadurch nun, bass man dis rekurrenten Reihen wirklich
bildet, findet man auch, auf wieviel Arten sich eine gegehene Zahl
‘durch Addition ausden Zaklen 1,9,3,.., m susammensetbzen 1asst.
Zu diesem Zwecke nlﬁ'sste man den Brueh:

: 1
-(1—-_9;) (1—a")1—2 - (1 —a™

entwickeln und die davaus entspringende rekurrente Reihe bis zu dem Gliede
b Na" fortsetzen, desser Coefficient NV angiebt, auf wie vielerlei Arten die
Zahl n durch Addition ans den Zahlen 1,2,3,4,...m entstehen kann, In-
dessen wiirde die Erledigung der in Rede stehenden Frage anf diesem Wege
nicht geringe Selwierigkeiten darbieten, sobald m und # auch nur missig
grosse Zalhlen sind. Tdenn da die Bezichungsskala, welche sich aus dem
B.durch Ausfihrung der Multiplilation entwickelten Nenner ergiebt, aus einer
grisseren Anzahl von Gliedern besteht, so wiirde es selr viel Miilie machen,
weln man die Reile bis zu einem hiheren Gliede fortsefzen wollte.

!’ § 317.
Man erleichtert 'lsich die Sache aber sehr, wenn man zunichst die
nfacheren Fille entwickel, da alsdann der Uebergang von diesen za

den zusa.mmengesetztergén leicht ist. Ist nun das allgemeine Glied der
Teihe, welche ans dem Bruche: : '

§ 315,

Die Frage also, aul wieviel Arten sich eine gegebens Zahl in s und
gleiche oder #iberhaupt in m, teils gleiche, teils ungleiche, Teila zerlsgen
lagge, kann in jedem Falle beantwortet werden, wenn man weiss;
auf wieviel Axten sieh eine jede Zahl durch Addition aus den
Zahlen 1,%,3,4,...m zusamumenseizen lisst. Hs erhellt dies aus den
folgenden Sifzen, die aus den fritheren abgeleilet sind: .

Eine Zahl# lisst sich auf ebenso viele Arten in m

gleiche Teile zerlegen, als die Zahl n—m(i;_—l) dur.c];

Addiftion aus den Zahlen 1,2, 3,4, ... m zusammengeset
werden kanmn, : *

Tine Zahl n 1isst sich auf ebenso viele Artenm in
Teile iiberhanpt, m&gen dieselben gleich oder ungleic
sein, zerlegen, als die Zahl #—m durch Addition a
den Zahlen 1,2,3,4,...m zunsammengesetzt werden kan

Higraug folgen ferner die Sitme:

‘ 1
Q—®) (1 —a®)(1—2%) - (1 — 2™

entspringt, gleich A%®, F ferner das allgemeine Glied der aus dem Bruche:
ST

m

&

90— A=) 1=

:ntstehendeu Reihe gleilr:h Ma", wo der Coefficient If angiebt, auf wieviel
Arten die Zahl 2-—m durch Addition aus den Zahlen 1,2,3,...m zu-
fammengeseizt werden Iann, so ergiebt sieh, wenn man den letzteren Ans-

drock von dem ersten subtrahirt: '

Die Zahl n ldsst sich ebenso oft in m ungleiche Tei

_m{m—+1) 1

j .
(1 '“'—5i:/') (1 — -ﬂ}ﬁ) (I—mﬂ) e _(l_mﬂl—l) ?

zerlegen, als sich die Zahl n in m Teile #

haupt, soiem es5 gleieche oder ungleiche, zerlegen ldss
Die Zahln lisst sich ebenso oft in m Teils ii_berha.
seien es gleiche oder ungleiche, zerlegen, als sich d

Zall - ﬂ%-_—l_l—)

l_ulq &8 ist klar, dass das allgemeine Glied der hieraus entspringenden Reihe
]GIG‘h (N — M)a" istt Es gicht somit, der Coofficient N— AL an, auf
wieviel Arfen die Zahl e dureh Addition aus den Zahlen 1,2, 3,...m—1

in z ungleiche Teile zerlegen Llis: ebildet werden kamn,

e e ——
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§ 318.
Tahelle
Hiergus ergiebt sich demnach folgende Regel: .
. s :sei I die Zahl, w‘elc‘hg angieht, anf WiBYi_Gl Arten Ll |mlwi v VI | VIT | VIO X X X1
gich die Zahl 5 durech Addition ans den Zahlen 1,2,8,... — -
m— 1, 11 O N A S R N | 1 1 1 1 1 1
21 1 2 2| : 2 23 2 2 2 2 2 2
ferner If die Zahl welehe angiebt, anf wieviel Arten 3 1 9 3|3 3l 3 3 3 3 3 3
smh die Zahl. » —m durch Addition aus den Zahlen 41 1.1 3 Lr 5 sl .5 5 5 5 5 b
1.¢ i 1 3 5 (i 7 7 70 7 7 7 7
""’ ? : N 4 7 -9 10 11 11 11 11 11 11
endhch N die Zahl, welche angiebt, auf wievial Alten g i ‘5i= -8 ié 13 %g gi) })E gg %g : 3;3
: 10 ! 18 2 2 22 2 2 2
gich die Zahl » dlllc]l Addition aus’den Zahlen 1,2,3.. 0] 1 5| 12| 18 az| -2 23 09 30 a0 30
Zusammensetzan lasst 100 1 6 14 23 30 85 38 40 41 42 42
alsdaun ist, wie wir gesehen haben, 1 6 | 16| .27 37| 44] 49 59 5d 55| 56
_ : 10 7 19| 84| 47 58 GB 76 73 78 76
L=N-—M und daher N ==L+ I 1 7| 21| ‘39 57 71 82 89 941 - 97 99
. o 1 8 24 47 70 a0 105 116 123 128 131
Wenn man daher bereits gefunden hat, auf wieviel Arten sich dig i S gg gi lg‘i‘ iég }gi i‘gg igi g?g o ;Eg
Zahlen n und - 9p, und awar erstere aus den Zahlen 1,2, 8,...m =1, 1 91 33| '3 119 168] 201 230 252 267 278
letztere aber aus den Zahlen 1,2, 3,:..m, durch Addition hervorbringen I?_ 1| 10| 37| 84| 141 199| 248 288 318 340 355
lassen, so findet man dadureh, dass man die beiden Anzshlen addirt, zuglemh %(} i }(1) g ig ISESL %gi ggg ggg ?gi : ggg ‘é’gg %‘ég
anf wieviel Arten die Zahl » durch Addition aus. den Zallen 1,9, 3,. _ —— '
hergeleitet werden kann, Mittelst dieses Satzes kann man von d,en ol R %gg et Bl I R L B - B
einfacheren TFallen, welche weiter lkeine Schwierigheiten darbiete 2 1 | 12 | 56 -17620 991| 454 e18| ved| 887 984 | 1080
stufenweise zu den zusammengesstzteren fortgehen Aunf. die %% i 13 61 . 189 333 532 g3§ Igég- %gg? iigg iggg
i i 3 _ ) ) ; 1 65 | 185 77| 612 8 . 3 j
Weise ist die nebenstehande Tabelle berechnet worden. 26| 1 |1z 70| 208| 427| 7oo| 1009| 1%97| 1sés| 1ve1| 1930
A7) 1 | 14 95| 225| 480| 8I1| 1176( 1327 1845] 2112| 2331
Der Gebrauch dieser Tabelle ist folgender: R8( 1 | 15 | S0 | 249| 540 951| 1367, 1B01| - 2184 | 2534 2812
‘ . 200 1 | 15 85| 270{ 6O8| 1047 1579| 2104 9593| 8015| 3370
Will man wissen, wie oft die Zahl 50 in 7 ungleiche Teile sich zerleg B0] 1 | 18 | 91| 297, 674 1206 1624| 2462| 3060 - 3500 | 4035
. ) - . . 7.8 e 31 1 : B £ 5 2
y ‘ . . . RO — — 16 96 | 321 748 1360 2093 28567 3580 4242 | 4802
lasse, €0 nghme man in der ersten Vertikalreihe die Zahl 50 o) 2 300 1 | 17 | 109 | a511 g51| 15d0) 2400| 2519| avo@| sois| E7ES
und in der obersten Horizontalveihe die rémische Zahl VII. ‘Die Zahl 52 gi ! ig ioi 278 918 172g 2738 32?3 gggg ggﬁg %?é
. Rl , . : T e ma . 114 | 441 1014 18945 | 3130 | 44 ! 2
w_elql.l_e _51911 mit 22 m derselben H911zonta1— und mit VIT in -derselbién: 1 18 120 aur| 1115| 2172 3539 | 5066, 6615| s070| 9373
Verukalreihe befindet, giebt alsdann die gesuchie Anzahl an. 1 | 19 | 127 | 475| 1926| 2432| 4011| 5812| 7657| 9418| 11004
1 19 [ 133 511} 1342 270%| 4526 G630 8824 10936| 12866
Will man aber wissen, wie oft die Zahl 50 in 7 Teile #berhaupt, sei 1 | 20 | 140 | 551| 1469| 3009| 5102| 7564 | 10156| 12690| 15021
es gleiche oder uuglewhe zerlegt werden konne, so mehme man in 8 2 1 20 | 147 | 5B8| 1602 3381| 5731| 8BB88| 11648| 14663 17475°
ersten Vertikalreihe die Zahl 50 — 7 = 43 und suche die mit 43 40] 1 | o1 | 154 | 62| 1747| 3692| €430 9740 13335| 16025 20295
. e gleicher Horizontalyeihe hafindliche Zahl der mif VIT ]Jezemhnetan_y_emk' 1 91 | 161 ¢ 72 1898 4070719011018 15224 19466 23501
I [ 22 | 169 | 720 2062 | 4494 | 8033 12450 17354| 22367| 27169
rejhe. Die so sich ergebende Zahl 8946 ist die gesuchte. 1 | 25 | 176 | 7se| 2233 | 4955 | 8948 | 1201%| 19720| 25008 31316
1 23 | 184 [ B16| 2418| 5427 0953 15765 | 22380| 29292 36043
1 23 | 182 | 8B4 | 2611 594211044 | 17674, 25381| 33401 41373
1 24 | 200 | 920 28518| 6510122411 19805 23620| 38047| 47420
1 24 | 208.| 992 3034 (- 7104 13534 | 22122| 82278| 43214| 54218
1 25 | 217 |1033| 3266 7760 |14850( 24699 36347| 48037 61903
1 25 |.225 | 1089 | 3507 8442 |16475| 27493 ( 40831] 55494| 70516
1 26 [ 234 j11b4| 3765 0192 |18188| 30588| 45B12| 62740 80215

Von-depZeslegung=derLaldon-in-Foilo=-
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2064 . ~A6:-Lapitel———~8-310-bis-§-521 Von der Zerleguig der Zahlen in TI 355

- , - immer zwei anfeinanderfolgende addirt, so erhilt man die Reihe
T s y 7 ; 4 X
jojmph vy v X ‘ - . der natiirlichen Zghlen, nimlich, wenn oben z==1 gesstzt wird:
81| 1 26 1 243 |1215| 4033 | 9975 | 18926 | 33940| 51294 | 70760| 910s8 + Ak 14+14+2-24848+L+d+54+5 +6 4+ 6 —+---
52101 | 27 | 952 | 19851 431910829 [21873 1 57638 | 57358 | TD72H | 103226 [ YT . 9.,
ad{ 11 27 | 381 11350 | 461611720 123961 | 41655 | 64015 | 50623 | 116792 1+"+"+%+"+6+7+b+9+10+11+12+
ad % gg ggé }igf ‘éggg i%gg ggg?g ﬂgggj} 251)233 iggggi }i;gi?{ ; Umgekehrt findet man aus der Reihe der natiirlichen Zahlen die erste
D 2 2 : 3702 | 28652 ; 03 2804, | 14 N L . - . .
56 1 |29 | ago 1578 5608 | 14800 | 31995 25074 s89re 126399 | 167672 ¢ Reihe, wenn man jedes Glied der oberen Reike von dem anf das ent-
S71 1 | 29 | 300 | 1650| B9GO (15944 | 34082 | 61575] 97922 | 141136 |19865¢ 4l spreehende Glied dor nnteren Reike folgenden Gliede dieser letzteren sub-
81 1 | 30 | 310 [1735| G351 17180 | 37108 | 67696108527 | 157564 1211762 P {rahirt
WL | 80 | 320 1815 | 674718467 | 40340 | 74280 | 120092 | 175586 | 237459 : )
G0 1 | 31 ) 331 |1906| 7166|10858 |43819 | 81457 |132751 | 195491 | 266006 - § 320.
61| 1 | 81 | s41{1991| 759921501 47527 | so162| 148520 | 217280 207495 Die mit 11T bezerchnete Vertiltalreihe entsprivgt aus dem Bruche:
620 1 | 32 ;352 | 2087 8056 |22856 51508 | 97539 | 161554 | 241970 | 532337 7
G3| 1 | 89 | 363 |2178| 8520 | 24473 | 55748 | 106692 | 177654 | 267507 | 370733 : 1
G4 1 [ 33 | 874 |2950| 9027 (26207 | G0259 | 116263 | 105666 | 296320 | 413112 =R —2—
65 1. 83 | 385 |2376| 9542 | 28009 | 65117 | 126602 | 214044 | 327748 | 459718 Da nun aber: | '
66 1 | B4 | 307 | 248410083 | 20041 | 70281 | 137977 | 255899 | 369198 | 511045 | ft NuL aver: ‘; -
67 1 | 34 | 408 | 268G [ 10642 | 51943 | 75762 | 150042 | 258569 | 399705 | 567377 .- i1 (14+2)(1+ a4 22
68| L1 | 35 | 420 (270011929 | 34085 | 81612 [ 163069 | 283161 | 440725 | 629881 ° 0—27 (0 -2(1—a) (1— )
6] 1 | 35 | 432 | 2808 | 11835 | 36308 | 87816 | 176075 | 309729 | 485315 | 697097

§ ist, 50 muss man offenbar dadureh, dass man zundchst je drei aufeinander-
b folgende Glieder dieser Reihe uud sodann je zwei aufeinanderfolgende
¢ Glieder der dadurch eu’mtehendeu neuen Reihe addirt, die Trigonalzahlen
b erlialten. Dies erhellt aus folgendem Schema:

14+1+24 34 A-I— 54+ 7+ 84104124144+ 16+ 19+
1+24+4+ 6+ 9—!—124—1(‘—[—20-!—‘)5—1--30—]—36+49+$9+
1+3+6+10+1’u+21+98+06+-10+55+66+7b+91+

Umgekehrt ergiebt‘;sich daraus, wie aus der Reihe deir Trigonalzahlen
e ersfe Reihe gefunden wird.

§ 819.

Dig Vertlkallmhen dieser Tabelle sind zwar rekurrente Reilien,
sle stehen indessen mit den natiirlichen Zahlen, sowie mit den
Trigenal-, Pyramidalzahlen u. s w. in so engem Zusammenhange,
dass es sich der Mithe lohnt, kwrz darauf einzugelien. Da némlich ans dem
Bruche:

1
(I—az)(1—=ay

\v.

dig Reihe:

1+ &+ 202 + 208+ Bat 4 35 +- -, ' § 821
und somit ams : Ebenso ist, da dlne mlt IV bezeichnete Vertikalreibe aus dem
. roche : !
1

' b
L (I—a)(Q—af) : = —ad (=1 —zd
die Reihe: : entspringt: '
o4+ 2% 4+ 22t + 345 - Bab + .- X

hervorgeht, so erhilt man durch Addition beider Reihen die folgende Reihe:

(Ata) (1 ata)(itata?tad) 1
I-—a)(—aB(0—2H(1—ah — d—a)¢

Wenn man also in der angegebenen Reihe zun#ichst jo vier anfeinander-

1+ 22+ 322 + 4% -+ 5% ++ Gad + Tab - - - -,

mgeﬂﬂ_ﬂ__l_@d,ﬁl,_m_del_dadmcll_entsiehenden_neuen—l?,mh s—sodannje—drei

also die Rieille, welche durch Ausfiilrung der Division aus dem Bruche: ufeinanderfolgende, und endlich in der bierdurch erhaltenen Reilie je zwei

ufemau&elfolgende Ghe'del addirt, so erhdlt man die Pyramidalzahlen,
wie aus folgender Rechnung erhelld:

I+1+ 24 34 5+ 6+ 9+ 114 154 18+ 28+ 27-+---
1+24 44 7411416428+ 514 .41+ 534 67~ 85+
1438+ 7413422484+ 50+ 70 -- 95 ~+125 + 161 4203+ -+
1+4--10+ 20+ 35+ 56 4 84 + 120 4~ 165 + 920 + 286 ~ 364 4 -

'
!

14w _ 1
I—a)(1—a%) (1 —az)F

entgpringt. Daraws gelt hervor, dass die Coefficienten der ainzelnen Glied:
der letzten Reibe dic Reihe der natiilichen Zahlen ergeben. Wenn ma
daher ans der Tabelle die Zahlen der Vertikalreihe II nimmt un
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Tabelle vorkommenden Reihen abgeleitet werden. Das dagu ap-

solbst ein:

266 =—=1f=Cupitel 8=922~is-§—524:

In derselben Weise fithrt die mit V hezelchnele Reihe zu den Py-
ramidalzahlen-zweiter Ordnung, die mit VI bezeichnebe zu den
Pyramidalzahlen dritier Ordnung u. & w.

§ 329,

Umga.kehrt ktnnen aus den figurirten Zahlen die in der
suwendende Verfahren leuchtet beim Anblick der folgemden Rechnung vou

142+ 34 44 54+ 6+ 74 8+ 9+ 10+

141+ 24 24 84 8+ 4+ 44+ 5+ 5-4-- Rejhe I

I+3+ 6+10+ 15+ 21+ 98 + 36+ 45+ 554 .-
1+%+ 44+ 64+ 9+ 12+ 164 20+ 254+ 30+---

1+14 2+ 34+ 44+ 44+ 7+ 8+ 10+ 12+ - ReiheIIT;

14410420435+ 56+ 84+ 120 + 165 + 220 - - --
14+ 3+ 7T-+13+22+ 34+ 504 70+ 95--125+ -
1494+ 44 7114 16+ 234+ 31+ 41+ 53+ -

1+14+ 2+ 84+ 54+ 6+ B+ 114 15+ 18-4---- Reihe I

145+ 15 + 85 4 70 + 126 + 210 -+ 330 -+ 495 -+ 715 + - -

14 4411 + 24 + 46 + 80 -+ 130 + 200 + 295 - 420 + ---

1+3+ 74+ 14+25+ 41+ G4+ 95+ 136+ 188 + -+

1+24+ 44 7T4+12+4 18+ 27+ 38+ 83+ 71+

L+1+ 24 3+ 5+ 7+Jﬂ+lg+18+2&+-me
. 8. w.

Hierin sind die ersten Reihen die figurirten Zﬂhleu, zieht man Jed:
Glied der pweiten Beihe von dem nfchstfolgenden der ersten Reihe ab,- s
erhilt man die zweite Reile. Die dritte Reihe hildet man, indem man
Bumme je zweier aufeinanderfolgenden Glieder derselhen von dem nachaten”
Gliede der zweiten Reihe subirahirt. Ebense bildet man die Glieder Jed
folgenden Reihe, indemn man die Summe von je drei, vier u. s. w. bgnac
barten Glisdern von dem folgenden Gliede der néchstvorhergehenden Rei
abzieht und damit so lange forifahrt, bis man zu einer Reihe gelang
‘welche mit 1+ 1+ 2 -4---- anfingt und eben die in der Tabelle hefindljchs)

. g
| -
| tenzen vou # enthilt, deren Expomenten von der Form nitn

VoI der Zevlegung dor Znfilen in Teile, i

5 BEs ergicht sich némlich dann die Reihe, welche aus dem Bruche entspringt:

. : b 1 :
(I—a) (I —a®) (1 —ad) (1 —uh) (1o a®) (1 — %) (1 — 27) -
Da dwselbe mkunent ist, s0 miissen wir zuerst den Nenuer betrachten,

- um darans  die Bezuhungsska,la, wu orhalten. Multiplicirt man aber - die

. Factoren des NBDDBZLS nach und nach mit eivander, so- ergiebt sich die
- Reile: :

l—z—altad+al — 12 gl g 4 36 435 pd0 1t pdl ...
Sieht man dieselbe niher an, so findet sich, dass sie nur solche Po-

o) -sind, und

- dass die einzelnen Gliader positiv oder negativ sind, je nachdem # eine
. gerade oder ungerade Zahl ish, '

i § 324. .
Da somit die Bea‘iehungsskala die folgende ist:
—I-]+100-10 10000—5—100+100
80 ‘ist die aus der Dnt"wlcklung des Bruches:
1
(1—a)(1 —w“) (1—2H(1 —a) (1 — %) (1—29(1 —a:‘)

entstehende Reihe: |
l+z +, 2208+ 3af+ b2t +  Tab 4+ 118+ 1527 + 2228 +302° +

42010 BBl TTa24 1012 155+ 176215+ 931x1+ 2074+

385 xM-+490212+ 627204+ 792221+ 1002222 + 125002 4 15702% 4-- - -

In dieser Reihe giebt jeder Coefficisnt an, wie oft dor Expo- -

nent der zngehirigen Potenz von © aus ganzen Zahlen tberhaupt
flurch Addition zusammengesetzt werden Tkann, So kavn die

'

Zahl 7 anf 15 versehiedéne Arten durch Addition entstehen, nimlich:

Reihe darstellt.
§ 523.

Die Vertikalreihen der Tabelle fangen simtlich in dersel
Weise an und haben, Je grisser der zugehorige Stellenzeiger wir
mehr und mehr Glieder mit einander gemein. Daraus ish ersicht]
dass sie schliesslich ganz und gar mit einander uberemshmmeu werds

T=7

=641
T=5+2
T=5-41-1
T=4+4+3
T=4424+1
R T, R T |
T=84+3+1

7’,:3+2+1+1

{3+ 141411

7£2+2+2+1

- Te=2424+1+1++1

: T==24+14+14+1+141
7?1+1+1+1+1+]+L
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"§ 325,

Entwickelt man aber das Product ‘ )

(1 2) (L2 (U4 %) (1 429 (1499 (1 + 29 -

in eine Reihe, so wird dieselbe:

1422 + 208 4 20t + 30" + 4 =+ 5a7 4 Ga® -4 8ad + 1010+ ..,

und hierin giebt jeder Coefficient an, auf wieviel Arten der Expo-
nent der zungehfrigen Potenz von x durch Addition aus ungleichen
ganzen Zahlen gebildet werden kaun. So lisst sich die Zahl 9 auf 8
verschiedene Weisen aus ungleichen Zahlen dorch Addition Ausammen-

setaen, udmlich:

9=9
9=8+41
0=7+2
9=6-+3
9=6+2+1
9=>5--4
9=5-+3+1
9=4-+349.
§ 326.

Um nen eine Vergleichung zwischen diesen Formen anm

stellen, sei:

P=(l—a)(1—2) (1 —a®) (1l —ad)(1—a®(l—ab. ..
Q=0 +2)(L+2) @+ a8 (L+ad)(d +a% (1 +2a5) -,
also: : :

PQ=(1—a)(1—a)(—a)A—a) AL —21) (1 —at¥) -

Da die Facloren cheses Products: aneh simtlich in # enthalten smd §

folgt, wenn man P dureh P@ dividirt:-

G =2 (=29 (= ) (L ~a7) (1 — )

vﬁm der ZerlegungdowZallen—in-Poias—— - —909

_entstehen Kann. Da imu dieser Ausdruck denuemgen gleich ist, den wir im

i vorhergehenden Paragraphen betrachtet haben, so folgt ]11e1aus der Batz:
' Jede Zahl lisst sieh dureh Addition avs lanfer un: -

geraden, sei es gleichen,. sei es ungleichen, Zahlen auf
ebenso viele verschicdeone Arten zusammensetzen, als sie

. durch Addition aus allen ganzen, aber vou emandel ver-
schiedenen Zalilen gebildet werden kann.

o § 827
Wie wir vorher séuheu, ist:
P=T g —yl Hf—.fx"’+ T — 12— 15 B g% 35—
Setzt man hierin ’232 fiir 2, soerhilt man:
Pg=1 —mz—ix‘i—i—:cm—l—m“i—a,?*-mm-l-wﬁ—f—xﬂ

Bs ergiebt smh ﬂahm, wenn man die zweite Reihe durch die-erste
dividirt: i
1— 22— gt 4 g10 gt — g% — 30
9= 1—w—a:2+m”+-ac"'—wm-—-ml"‘-l-'vﬂz-l-m%—

Mithin ist @ chelilfa.lls eing relurrente Reihe, die aus der Reihe 5

outsteht, wenn man die’éelba mit 1 — a2 — gt 4 210 e 14 __ 2% ... mylii-
plicirt, Da nun nach § 324:

%%1 +z + Zx‘z ~+ daf + Bt 4 b+ 1126 + }5:1;7 + 22.1;3+3Qm9 +-
ist, so wird diese Rei]lé, Wenn 1man sie mit
:1____,32__‘@4_,_5,310_,_2;14__
145 224 353 - St + T + 1106 + 1527 + 2928 4~ 302% +-- -

— @ — ¥ — 2yt —3Ba%— Baf — TaT — 1128 — 1659 —. .-
= at— 25— 2 — BaT— Bab— Tat—...

oder:

| und daher:
| o 1
‘ =T = T T T

Entwickelt man aber diesen Brueh, so erhiils man eine Reihe, in wele
jeder Coefficient angiebf, auf wicviel verschiedene Arten der Exponent de
befreffenden Potenz von  durch Addition aus den ungeraden Zahls

1—km—km%+2m&%2m%+3xL+4mL+5mt+GxL+8m&+~-==Qr

Wenn daher die additive Zusammensetzung der Zahlen aus

teils g-lemhen, teils 1u1g'1&1chen Zahlen bekannt ist, so kann man

daraus auch die additive Zusammensetzung derselben aus lauter
i'

unglelchen und darauns wieder die additive Zusammensetzung aus

uter ungeraden Zahlen ableiten.
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" durch Entwicklung desselben die Reilie hervor:

90— 16 Cupitel-——§-398-his—§-38%— —

§ 328.

Bs sind nun hierhei noch einige merkwiirdige Fille iibrig, deren a

Untersuchung bei der Erforschung der Natur der Zahlen nieht shne Nutzen 9§

ist. Man' betrachte 7. B. den folgenden Ausdruck: -

QA4+a) 1+ (L4 (1425 —}—_:ulﬁ) (1429,

. welehem jeder folgende Exponent von « das Doppelte des vorhergehenden

ist. Enfwickelt man diesen Ausdruck, so erhdlt man folgende Reihe:
1=z + a2+ a8+t +ad ol 427 284

Da es indessen dem Zweifel unterliegen kénute, ob diese Reihe auch
wirldich bis ins Unendliche dem Gesetze der geometrischen Progression’,
gemiss fortsehreite, so wollen wir dlese Reihe selbst untersuchen. Es gehe
also aus dem Producte:

P=(1+2) {1 +a%) {+a% (128 (1 + 1) (1 + 22"

wmfz_—-mxww-m-w.q-u B s

3

P= 1+gca;—i—@.qﬂ+~(:c3+r3m4—i—sm5+Cm“—l—'qa:7—]—ﬂw3+~-'

Nun geht aber offenbar dadureh, dass man a2 fu1 z seotzd; das Pwduct
fiber in: :

== Pﬂlel iy Ieg‘unvﬂm ZﬂﬂEIT]D ~1E11E. ' Vi

|

~ Hent aufemandmfolcrendel Glieder gleich 2 ist, stets und nur auf eine

_cinzige Weise duren Addition bilden I'LSSf Diese Bigenschaft ish

111 del Prexis bekannt beim Wigen.
2, 4, 8, 16,382 ... Pfund, sc lIann man demit allein jede Last wiigen,

vomusgesetzt dass men von den Teilen eines Pfundes absieht. So kann

man mit den zehn Gowichien :

18, 28, 4%, 84, 161, 324, 644, 195 %, 256 %, 5124

- jede Last Dbis zu 1024 % wigen, und wenn wan noch ein Gewicht vou

- 1024 % hinzunimmt, so reicht man damit bis zu Lasten von 2048 % aus,

i § 330,

Man pflegh aber in den Anleitungen zum Wigen auel nach zu ZEigen,
| dass man mit noch weniger Gewiehten, von denen jedes zu dem néchst-
- grésseren im Verhilinis von 1:3 stelt, also mit Gewichten von 1,.3 3, 9,27, 81..

Pfond jede Last wigen kann, falls man Bruchteile eines Pﬁmdes 1110111;
berficksichtigt,
- Wagschale legen wollen, sondern man muss, sowie es die Umstinde erfor-
-~ dern, beide Wagﬁchmlen damit belasten. DIBE Verfahren berubi daranf, dass
L man aus den Ghedem der geometrischén Reihe 1,3,9,27,81... cine

Dabei ilazf man aber die Gewichte micht Dloss auf die eine

Hat man ndmlich Gewichie von .

(1+a% (1 _;_x‘k) (] + a®) (1+2%) (1 +a%%) - =1 fw gzi;eialliiiyfﬂs]]‘zi;;lljnflifmuj teils durch Subtractlou Zusanmmen-
Macht man dahel in der Reihe dieselhe Subsfitution, so wird: , 1=1
7 ' . 2=3—1
1_|_m=1+axﬂ—l—ﬁw‘*-l-“{m“f6m3+smm+.ﬁﬂ¢19+'”, ' 3=3
folglicl, wenn man mit 1 -z muMiplicirh, | 54‘:931‘;_ .
P=1+s+oea’+azd+ izt + 8ot +yaf + 2" + 8+ B2t + - , 69— 3
Ve1gle1cht man also die heiden Werte von P mit einander, so ergiebt s T—=0_—841
a=1, =0, =g, 8=, e=f, (=1, n=7, 5™ 8=90—1
BEs werden somit alle Coefficienten gleich I, und durch Entwicklung des 9=3
gegebenen Productes P entsteht die geomstrische Reile: 1(1)=g:||:; .
1+t atbattab a4 19—9+3
§ PN | [ oo T -
Da nun hierin die sémtlichen Potenzen von z, und zwar jede nur el
mal, vorkommen, so folgt ans der Form des Products : . $ 331,

u+@u+ma+ﬁmempmma+wa

dass sich eine jede ganze Zahl aug verschiedenen Glledel‘n
geometrischen Progression 1,2, 4,8, 16,32..., bei welcher der Qu

Um die Richtigkeit dleses Verfalirens zu zeigen, Dbelrachie man das

unendhche Produst: -

@I+ @ 1)@ 1+ @ T 14T =P




% D"?"J . = - 17-’.-.-(3{5.1;1{@]-;_7_7%:39-].

In der Enfwicklung desselben kommen nur solche Potenzen von & vor, dergu'
Exponenten aus den Zahlen 1,8,9,27,81..., sei es durch Addition, sel
es durch Subtraction, gebildet werden konmen. Um aber zu erfahren, ob
auch alle Potenzen, und zwar jede nur eimmal, darin vorkommen, verfahven

wir folgendermassen: Ist

17, Capitel. .
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P=roon 4ba a1k ok B et bt eaes ol o o Gebrauch der rekurrenten Reihen bei

der Berechnung der Wurzeln der Gleichungen.

go crhilt man offenbar, wenn man #? fiir & schreibt:

—P——-=---+ba:”“+aa;’"3—I—l-?—a::vﬁ—!—ﬁa:ﬂ—l-*(wg—l—---
g '+ 142 ) )
Folglich : y .
‘ ‘. i
P=ta tvar P +ar Tt +a + 14 a4 ad’ +az? +oat + pa § 352

‘ Im dritten Bande fler Abhandlungen der Akadomie der Wissenschaften
¢z Petersburg hat Daniel Bernoulli den grossen Nutzen der rekurrenten
 Reihen bei der Bereghuung der Wurzeln einer Gleiehung von irgend
| welchem Grade gezejg‘t,g_indem er nachwies, wie man die Werte det Wurzeln
.irgend einer algebraiscjlen Gleichung, sie mége sein, von welchem Grade
ie wolle, mit Hilfe der relurrenten Reihen annshernd gérau hestimmen
rann.  Da diese Eutdecgcung sehr hiiufig grossen Vorteil hietet, 'so wollen wir
"sie hier sorgfiltiger anspinandersetzen und zeigen, in welchen F&llen sie an-
 wendbar ist. Zuweilen filéz‘.m]ich geschicht es wider alle Brwarting, dass man
ine Wurzel der Gleichung auf diesem Wege nicht findet.  Wir wollen daher,
um die Bedeutung dieses Verfahrens recht Iiar hervortreten zu lagsen,

en eigentlichen Grand desselben aus den Eigenschaften der rekurrenten
eihen zu erforschen suchen. ' :

] § 333
Da jederlfekurrente'fReihe durch Bnfwicklung eines rationalen Bruches
ntsteht, so sei dieser Bruch:

a4 be+ cs? +ded - et ..,
Vg fe? — 2 — Gt —. .

+ pa® + 82" +
Vergleicht man abor die beiden Ausdriicke fiir P mif einander, so er
giebt siel:
a=1, f=a, y=a, §=ua, e=f, {=§, ..

a=1, b=a, c=a, d=a, ¢=Db, ...
Mithin wird :

P=l+as+z’+al+attai-abd-a’ 4
R e SR e T LT S PR

Hieraus ist ersichtlich, dass alle Potenzen von z, sowohl die mit posi
tiven wie dig mit negativen Exponenten, vorkommen, und dass somit all
Zahlen aus den Gliedern der geomeirischen Progression, deren Quotient 3
ist, teils durch Addition. teils durch Subiraction gebildet warden kinnen
und zwar eine jede nur auf eine einzige Weise.

nd hieraus entspringe @ie rekurrente Reile:
A+ Bs 4+ O6% 4+ De® - Fed o Fov+.--,

e {immen:
’ ' Ad=a
%.B:Dtﬁ.—f—b
C=oB +f4d+¢
D=aC +pB +y4d+d
H=0aD -8 1B -84 1L¢
u. 8. w.
- Eulern - ‘ 18

obei_sich die Coefficibnten —d, B, 0 D....._dureh—die—Gleichungen—pe-———————
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Von dem Gebrauch der rekurrenten Reihen hei efc. 275

Ist aber % nur eine selr grosse Zahl, so wird nur anndhernd
P=Ap" sein. Ebenso ist:
|

Das allgeméine Glied der Reihe oder den Coefficienten der POtB].lZ.. |
£ finded man aber durch Zerlegung des ge'gebene_n Brulches'm
einfache Briiche, .welche, wie sblches im 13. Capitel gezeigt worden ist ;

N i haben Q =A™,
die Factoren des Nemners 1 — wg— e — 188 —--- zu Nennern .

und somit:

t

Q_
1 B P

q

§ 534,

Die Torm des allgemeinen Gliedes hingt ab‘er vornehF1H(?11 ab von
der Art der einfachen Factoren -des Nenners, ob dlesel_heu némlich reel%
pder imaginiy, und ob sie alle von einaudqr versc]ufsdeu, od:ar zw;rm
oder mehrers von ihnen gleich sind. Um chiese verschiedenen Félle g |
Reihe pach durchzugelien, nehmen wir zunfchst an, dass alle;ellin—'_:_-
fachen Pactoren des Nenners reell und von em;_mder verschieden e
geien. Sind daher: :

(1—p) (1 —gd(L—re) (1 —se)
die similichen einfachen Factoren des Nemmers, so ldsst sich der gegebens
Bruch in die folgenden sinfachen Briiche zerlegen:

A " B 4 G "+ D e
l—pg " 1—g&

1—v¥g  1—sz
Hat man also diese Briiche gefunden und entwickelt, so ist das all-!
gemeine Glied der rekurrenten Reihe gleich '

" 4 By" + & + D"+ ),

Daraus geht hervor, dass, wenn die relrurrente Raihe weit genug fortgesetzt
ist, der Coefficient irgend eines Gliedes durch den des vorher-
gehenden dividirt den Wert der grossten Zahl p annshernd genan
ausdriicken wird, '

§ 336.
Wenn daher der Nenner des gegebenen Bruchea:

et bsdce?+ded-. -
1—ag—fe? —yed — 828 .0

. lanter reelle und ungleiche sinfache Factoren hat, so kann man mittelst
- der daraus entspringenden rekmrenten Reihe einen der einfachen Factoren
finden, n#mlich denjenigen Factor 1—- pe, In welchem die Zall p den
grossten Wert besitzt. ; Dabei ltommen die Coefficienten des Zihlers
G, b,¢,d... nicht in Betracht: es ergicht sich, wis man djeselben auch
. annehmen moge, doch ‘stets derselbe Wert fiir die grisste Zahl ». Gans

und dieses wollen wir gleich P¢” setzen. “Es soll namlich P der Goefﬁcier.ﬂ;;
der Potenz ¢ und ferner ¢, K... die Coefficienten der folgenden Potenz
se'm‘, so dass alse die re]tu.rrenﬁe Reihe wird:

A+ Bo O+ D+ -+ P+ Q"+ R 4

. die Reihe Dbis ins Unendliche forigesefzt hat; wenn man aber auch nur eine
- grissere Anzahl von Gliedern der Reihs gefunden hat, so wird doch der
Wert von p dem walreh Werte um so niher kommen, jo grisser die Anzahl
der Glieder war- und je imehr der Wert von » dic Werte von ¢,7,5... fiber-
fit. Dabei ist es vollig gleichgiiltig, ob diese grésste Zall P
§ 335, ?tivlgder nega.ti‘;r ist, weil dic Pofenzen 'del'selben_ in beiden Fillen:
. - ; In derselhen Weise wathsaii.
Wir setzen nun voraus, dass # eine sehr grosse Za].ll, dasjs a w wal
die velurrente Reihe. auf sebr viele Glieder f01:t§833t3t 5el. _Wie]l .
gleiehhohs Potenzen von ungleichen Zahlen von einander verschieden sin

und zwar nm o mehr, je grosser der Hxponent ist, so wird von den eil

.

§ 337.
In welcher Weise mun diese Untersnchung auf die Berechnung

' genan richtig findet man dem Wert von # allerdings ‘erst dann, wenn man .

zelnen Grossen Yo", Bg", &",. .., diejenige, welche aus der grossten d der Wurzeln irgend einer al gebraischeu—Gleichiing—Anwendung—finden

fnne, ist hiernach hinlinglich ersichilich. Denn sind die Factoren des
¢ Nonners 1 — ag — g2 —'.— 168 — 82 — ... bekannt, so findet men aus diesen
icht die Wurzeln der @leichung:

Zahlen p, g, ... entspringt, die ande'rn an QIﬁssa 'Weit iibertljfaﬁe.n, un
es werden somit die andern im Verglemh' zu dieser cinen vollstindig vgi ‘
schwinden, wenn s geradezn eine uuelitdhch grosse Zall ist. D? nun,&.a
Zahlen p, g, ... von einander verschieden sein sollen, so mige p I | 28 Bt b
grisste unter ihnen sein, s wird daher, sobald » unendlich gros 3

b ndmlch 1— pz eiv Factor Jenes Nennérs, so ist 2 — - cine Wurzel

ieser Gleichung. Da man nun die grisste Zahl » aus der rekurrenten

genommen wird,
P=Ay".
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Vi 17. Capiiel. — § 337 bis § 598,

Reibe Andet, so erhilt man eben auf ciese Weise die kleinste Wurzel der "

Gleichung :
I —og—pe? —qed —...=10.

Betzt man aber & = 15, 30 dass dadurch die Gleichung:

k1l m-—32

—_ m— 8 —
x _amm 1-—-—{3.’1’} -—’}’!ﬂ, _____0

entsteht, &o ergieb‘t gich mittelst dieses Verfahrens die grisste Wul'z'_él Al

x=yp dieser letzteren Gleichung.

§ 338.
Wenn also die Gleichung:

m

- —2
g —ap™ T — ™ T —

,Twm—ﬂ____"___o

gegeben ist, in welcher alle Wurzeln reell und vou einander verschieden
sind, so findet man die grésste von diesen Wurzeln auf folgende
Weise: Man hilde aus den Coefficienten dieser Gleichung den Bruch:

a-be+ca?+det - -
1l —oag— Pt — et —- -

2

und leite daraus die rekurrente Reihe her, indem man den Zihler des

Bruches, oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Anfangsglieder der

Reihe nach Belieben annimmt. Ist diese Reihe gleich:
A4+ Be+ 02+ D + PO+ Q" T 4.,

@

so wird der Bruch bz

Gleichung wm so genauer angeben, je gjrﬁséer die Zall 7 ist. 1

F

Erstes Beispisl,
Man soll die grisste Wurzel der Gleichung:

2—8zx—1=0
bestimmen.

den Wert der gréssten Wurzel x der gegeberen;

!
Yon_dem_ Gebraneh der velmprenten.Roihen -hei-gte. . Ll A

T 27 '
Es giebt daher der Truch Tg‘e%s nahezu genan den Wert der grissten Wurzel

der gegebenen' (leichung. Verwandelt man diesen Bruch in einen Decimal-
bruch, so findet man’ denselben .gleich:

3,3027744,

wihrend der wahre Wert der gréssten Wurzel gleich

! 3+]/1_3—

L = 3,3027756

: N
ist, so dass sich also die beiden Werte nur um 1000060 unterseheiden.
9

Uein'igens ist za benier]ren, dass die Briiche ¥ abwechselnd grisser

und kleiner sind als der wahre Wert der Wurzel. -

] ‘ Zwoeites Beispiel.

‘Es sel die Gleichung:
P 3.’2‘4'—4:$3=

ST

gegeben, deren Wurzeln die Sinus dreier Bogen sind, die dreifach genommen

- den Sinus 7 haben,

Nachdem man die Gleichung auf dis Form:
i l—6z+82x8=0

gebracht hat, suche inau, um bei ganzen Zazhlen zu bleiben, die kleinsie

1
Wurzel, so dass man nicht erst 7 fir # zu setzen braucht. Bildet man
dann den Broeh;

¥

i o+ by + ¢a?
' 1—6z+8z8°

und nimmté man, weil dadurch dia Rechnung am leichtesten wird, die drel .
- Anfangsglieder der Refhe gleich G, 0, 1 an wud 1asst zZugleich die Potensen
von z weg, da man nur die Coefficienten hrauneht, so erhilt man folgende
rekurrente Raihe:

0, 0, 1, 6; 36, 208, 1200, 6912, 39308, 929248 ..:

Bildet man den Bruch:
- a—+ b
1—3—2" ‘1
und sebzt man die ersten beiden Glieder der darans entstebenden Reil
gleich 1 und 2, so wird diese Reihe:

1, 2, 7, 93, 76, 251, 829, 2738, .. ..

findet man aber fiir éﬁesen den Werth 0,1738482, welcher um
kleiner als der gefundene ist,

Hs_ist d aber—dielleinste_Wurzelder—Gleichung--naheru—gleich:-

39808 - 311

999948 — 1791 - 01738515,

und dieses miisste der:Sinus eines’ Winkels von 10° sein, Aus den Tafeln

33
10000000
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Noch leiehter kzum man eben dipselbe Wirzel dadurch finden, dass man
&= § ¢ setzt, Woduwh sich die Gleichung:
1—3y+y8=0
Aus dieser entspringt anf cine ihnliche Weise die Reihe:
0,0, 1, 8, 9, 26, 75, 216, 622, 1791, 5157 .
und es wird daher die Kleinste Wurzel der Gleichung na,hezu glelc]l
1l 199

T 5157 573

ergiebt.

= (,3472949,
woraus sich
1
#=r gy ==0,1736474

ergiebt. Dieser Wert aber ist noch um vieles genauer, als der vorhgrgeheude.'

Drittes Beispiel,
Wiirde von eben derselben Gleichung:
' 0=1— 6z -+ 8a?
die grisste Wurzel verlangt, so sefze man z—

P—=3y+1=0

win,

> wodurch man

erhilt.
relurrenten Reihe,, deren Besichungsskala (0, 8, — 1) ist.
tiese Reihe, wenn man die drei Anfangsglieder nack Belieben annimmt

1,1,1,2 25, 4,13, 7, 35, 8§ 98, — 11,
Da man i dieser Refhe su negativen Gliedern kommib, so ist dies ein
Zeichen dafir, dass die grosste Wurzel negativ ist.

x= — sin 70° = —0,9896926. Man muss daher hieraof hei den Anfangg-
gliedern Rﬁcksicht nehmen, wie es z B. in folgender Reihe gosehehen ist:

1=92=4=4—7+ 14— 25+49—89+lr2—a16‘+605—-
Hleratls witrde sich

¥=r37g Wl os="gxn=

—0,057

Fir diese Gleichung findet man die gifosste Wurzel mittelst der -
Bs wird daher -

Iu der Tat ist .-

Yon—dem—Gehrauch—der—elommenten-Reihen-hei—ole — 279

g unterschoiden, dass die zweite Wurzel sin50® in den Coefficienten der

' Potenzen, bis zu welcken man die Reihe fortgesetzt hat, noch ein betricht-

liches Vethdlinis zu cer grissten Wurzel hat und daher nicht im Vergleich

A 20 dieser verschwindet. Hiervow liingen auch die grossen Unterschiede

‘@ ab, um welche die gefundenen Werle abwechselnd zu gross oder zu Ilein
- sind. So wird, wenn man .

g |
R !

— 3.6 , — 158 —78
y=——17—2—mmmt, B=—lmg = gg — —0,018.
Da némlich die Potenzen der grissten Wurzel abwechselnd positiv
| und negativ sind, so werden auch die Potemzen der zweifen Wurzel ab-
. wechselnd addirt und subirahirt; es miisste daher, scll diese Abweichung
. nicht melr merklich smn, die Reihe noch sehr viel weiter fortgesetzt werden.

§ 340. *

Man kann jedoeh, diesem Uebelstande anch dadurch abhelfen,
dass .man die Gleichung wmiftelst einer geeigneten Substitution anf
eine Form bringt, bei welcher die Wurzelwerte ginander nicht mehr so
".mabe liegen. Setzt man 2. B. in der Gleichung:

4 0=1— 6+ 8a4,

. doren Wurzeln - sin 70° —+ sin 50°, + sin 10° sind, # =y —1, so werden
~ 1 —sin 70°, 14 sin 50‘ 1 4 sin 10° die Wurzeln der Glelchung

: 0=8p2 — 2432+ 18y — 1

* sein, und es ist demnach fiir diese 1 — sin 70° die kleinste Wurzel, wél].lrend
. 8in 70° die grisste Wurzel der vorigen Gleichung war; hingsgen ist I + sin 50°

- mittlere Wurzel war. Man kann also auf diese Weise durch eine Substi-
tution jede Wurzel in die gréssfe -oder lleinste Wurzel der nenen- Gleichung
. verwandeln und diesellﬁe demnach durch dag shen beschrighene Verfalren
bestimmen. Da fiberdies in diesem Beispiel die Wurzel 1—- &in 70° m
vieles klginer ist, als die beiden fihrigen, so ldsst sie sich auch leichi dureh
ine relurrente Reihe anndhernd bestimmen.

Viertes Beispiel

- im gegenwhrtigen Falle die grosste Wurzel, wihrend wvorher sin 50° die -

Man—s oll—d-ie—]clei-n%te—Wlmel—der—(-:‘r—le*"1_1“ ng-

ergeben, welcher Wert jedoch von dem waliren Werte bétré.cht]ich abweioht,

§ 389,

Der Grund dieser Abweichung liegt vornehmlich darin, dass
die Wurzeln der gegehenen Gleichung sin 102, sin 50° und —- sin 70° smd u
dass somit die beiden grissten Wulzeln sich 8o wenig von ema.nder

L 0=8gyd — 22 + 18y — 1

finden, welche von 1 zibgezogen den Binns des Winkels von 70° liefert,
‘ Betzt man y =42y so dass :

" P 0= B 95— 1

- wird, so finded man';die Ieinste Wurzel dieser Gleichung dureh eine

e e s




. bar, wenu die Glefchung imaginire Wurzeln besitzt.

280 1T Cﬂ‘Ditel. — § 841 bis § 543,

! bilden, so wilrde der ‘Quotient zweier aufeinanderfolgenden Glieder niemals
| constani werden, Dagegen werden hier die Quotienten aus den wechsels-
weise genommenen Glipdern einander gleieh, und zwar findet mao so, indem
man jedes Glied durch das zweilvorige dividirt, das Quadrat der gréssten
Wurzel. So ist z. B. niherungsweise:

e 1563 938 813

CYTEE T T @

rekurrente Reihe mit der Beziehungsskala (9, —6, +1), die grisste szcl
hingegen durch eine solche init der Bemlmngsskala (6, —9, —|—1) Blldet
man also fiir die kleinste Wurzel die Reile:
1,1,1, 4, 81, 956, 2122, 17593, 145861, .. .,
50 wird ndherungsweise :
175938
145861

b4

I

= 0,12061483 und y= 0,06030741, i
mithin : ’ S0 oft sich daher die wechselsweise genommenen Glieder einem
constanten Verhiltiisse nidhern, erhilt man jedesmal das Quadrat
der gesuchten Wurzel ndherungsweise. Die Wurzel z — /gsclh‘st
- aber findet man daduych, dass man z=g -+ 2 setzf. Dadurch geht die

gogebens Gleichung ini die folgende iiber:

5in70° = 1 — y = (,93969258,

weleher Wert selbst in der letzhen Stelle noch viehtig ist. Aus diesem
Beispiele ist dahev ersichtlich, einen wie grossen Nutzen eine zweck-
missige Umformung der Gleichung mittelst ciner Substitution g
bei der Berechnung ihrer Wurzeln gewdhrt, und ferner dass das “8
angefillrte Verfahren nicht nur auf die Bereehrung der glossten und
kleinsten Wurzel anwendbar ist, sondern auch alle Wurzeln liefert.

\ 1-— 8y —by? — g3 =0,

| deren kleinste Wurzel hus der Reihe

1,1, ¢,9 33, 145, 609, 2585, 10945,
§ 341,

Hat man also hereits irgend eine Wurzel der gegsbenen Grlelchung
nihernngsweéise bestimmt, so dass z. B. die Zahl % miiglichst wenig -
vou dem wahren Werte einer Wurzel abweichi, so sefze man x—h=y
oder # =y 4% Dadurch erhilt man eing Gleichung, deren Kleinste Wurze] =
gleich x—J/ ist. Bestimmt man diese mittelst einer rekurrenten Leihe,
was sehr leicht ist, da diese Wurzel sehr viel kleiner ist als die fibrigen, so-
erhili man ‘durch Addition derselben zu % den richtigen Wert von % fiir
die gegebens Gleichung. Dieser Kunstgriff bleibt selbst dann noch anwend-

. -erhalten Wnd Sie ist ‘na;mhch nahezn gleich

‘ 2585

C)
0045 — 2561,

wihrend 2,2361 na,heluugswexse gleich ]/— 4. . gleich der gréssten Wurzel
der gegebenen Grlem]mng ish. ‘

5

' § 345.

Obwohl der Zaller des Bruches, anus welchem die rekurrenie Ieibe
 gebildet wird, nach Belieben angenommen werden darf, so fréigh doch
eine geschickte Wahl desselben sehr viel dazu Def, den Wert der
“Wurzel schnell mit! grosser Ann&herung zn besfimmen. Denn
da das allgemeine Glied der relurrenten Reihe, wenn man die Factoren des
enners so wie oben im § 834 annimmt, gleich & (Ap” + Bg" + G +--2)
o ist, und die Coefﬁcieliten U, B, E... sich aus dem Z&hler des Bruches
bestimmen, so kann N'iz dem einen Falle sinmen grossen, in einem anderen
inen kleinen Wert erhalten, und es wird im ersten Falle die grosste
Wurzel p selr bald, im letzten aber nur langsam gefunden werden. Ja

§ 342

Ganz unenthehrlich ist dieser Kunstgriff sogar in dem Fallg,
wenn dis Gleichung zwei gleiche, aber dem -Verzeichen nach ent-
gegengesetzte Wurzeln hat.  Wenn ndmlich eine Gleichung, deren
grisste Wurgel p ist, auch die Wurzel — » ha¥, so wiirde man diese Wurzel
2 selbst dann nicht erhalfen, wenun man auch die rekurrente Reihe bis ins
Unendliche fortsetzen wollte. Um dies an einem Beispiele zu erlintern, sei
die Gleichung:

e . Won.dam Lﬁabmuch—ﬂer—ﬂkuur.ﬁntan—ﬁ aﬂlﬁnfb einle. 2B

- ma—n—]{-ann—sogai'—den—z'élﬂﬂer—so—aﬂﬂehmen,—&aﬁ-s-@[—vuﬂstEi-_nd—ig_mrsell-wﬁﬂdat,

W=zt —br + H=0

nd in diesem Falle wird die Heihe, selbsi weun sie ing Unendliche fort-
esetzt wird, fiberhanpt niemals die grésste Wurzel p liefern. Dieser Fall
itt aber ein, wenn dpr Zihler so angenommen wird, dass er selbst den
e Pactor 1 — pe besitsb, da dieser alsdann vollstindig aus der Rechnung ver-
sehwindet. Ist 2 B. die Gleichang: -

22— G2+ 105 — 3=

gegeben. Dieselbe besitet die grosste Wurzel ]/5 ausgerdem auber auch;
noch die Wurzel —y/5. Wollke man nun, um die grisste Wurzel zu finde

das vorher beschriebene Verfahren anwenden und die rekmrrente Reihe Jmt
der Beziehungsskala (1, + 5, ~- 5), ndmlich die Reile:

1,2,3,8,13, 38, 63, 138, 313, 938, 1563, ...

[
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& gefilnt werde, muss man ‘den Zihler so wihlen, dags er mit dem
¥ Nenner keinen Fachor gemeinsam hat, und dies erreicht man,
4 wenn man als Zihier die Binheit nimmt, wodurch das erste Glied der

. Reihe gleich 1 wird, und sodann aus dissem einzigen Gliede nach der Be-
i siehungsskala alle folgenden Glisder hestimmt, Auf diese Weise findet man
i damn sicher, je nachdem es vorgeschrieben war, die grosste oder die
» kleinste Wurzel der Gleichung. Ist z. B. die Gleichung:

: _ ‘ B s — =
in welcher swh die Quotienten anfeinanderfolgender Glieder durchaus nicht - 4 Sy+1=0
& gegeben, und soll derein grisste Worzel bestimmt werden, so entspringt sus

. der Bezichungsskala (0 + 3, — 1), wenn man mit 1 anfingt, die relurrente
. Heihe:

1—0+8—1~+9--6428— 27+ 90— 109 + 297 — 517 4+ 1000 — 1848
-+ 3517 — 6544 + .-+,
in welcher sich dis Quotienten aufeinanderfolgender Glieder offenbar eimer

; constanten Grisse niliern, und welche zeigt, dass die grésste Wurzel
- negativ und nahezn gleich

gegeben, deven grosste Wurzel gleich 3 ist, und bildet man daraus den Bruch:

1— 3¢z
1 — Gz - 1027 — 3¢8°

so dass die Beuiohungsskala der relurrenten Reihe (6, — 10, + 8) whre, so
erhielte man die Reihe: .

1, 8, 8, 21, 55, 144, 377, ...,

dem Welte nihern, Vielmehr ertspringt dieselbe Reibe anch aus dem

Bruche: 1 '
1=8z+2 '

sie liefert demnach die grosste Wurzel der Gleichung:

#—3x+1=0.

— 6544
y=—gpr7=— 1860676

ist, wilirend sie in Wehrheit — 1,86793852 sein miisste. Als Grund daffir,
‘dass die Anngherung an den wahren Wert so langsam erfoigt, ist beleﬂ‘.s
| frither der angegeben worden, dass die anders Wurzel nicht v1el Jdeiner als
" die grosste und zugleich positiv ist.

P

§ 344,

Es kann jedoch der Zihler auch so angehommen werden, dass .
man mittelst der rekurrenten Reihe eine jede Wurzel der Gleichung -
findet, und zwar evreicht man dies dadurch, dass man als Zahler das
Product ans allen Factoren des Nenners mit Ausnahme desjenigen, welcher
der zu findenden Wurzel enfspricht, nimmt. Wahlt man z. B. im vorigen -
Beispiele 1 — 32422 als Zihler, so liefert der Bruch:

§ 346.

Wenn man das, was wir sowohl im Allgemeinen als im Anschluss an
. die angefiihrten Beispiels auseinandergesetzt habien, wohl berlegt, so wird
B man den grossen Nutzen dieses Verfalrens zur Berechnung der Wurzeln der

"Glemhungen deutlich erkennen. Auch. die Runstgriife, durch welche man die
: Rechnung ablkiirzen und leichder machen kraun, sind hinlinglich erklart worden,
-50 dass niehts mehr hinzuzufiien bliebe, wenw wir nfcht ueclh die Falle, in
‘denen die Glelchuﬂg gleiche odel imagindre Wurzeln besﬂ:zt,
beriicksichtigen miisster;. Wir nehmen also an, dass der Nenner des Bruches:

atbs+o?+de?+ .-
1 —ag-— 307 — o — gt — ...

1— 382+ 22
1 —6e 4 10e% — 347

die relurrenfe Reihe: _
3,0, 97, 81, 243, ...,

und diese zeigt, da sie eine geomebrische ist, sofert die Wurzel z=3 an

1 ' :
Jener Brueh ist nfimlich dem einfachen Bruche S gleich. Daraus geh
hervor, dass, wenn man die Anfangsglieder, welche ja beliebig an
genommen werden diirfen, so annimmt, dass sie eine geometrische Pro
gression bilden, deren Verhadltniszahl gleich einer Wurzel de
Gleichung ist, alsdann die ganze rekurrente Reile eine geometrisch

wird, und dess sie dalier gerade diese Wurzel giebt, ubwohl dieselbe weder
die grisste noch die kleinste ist.

'den Factor (1 — pe)? besitze, wihrend die anderen Factoren 1 — a2y, 1 —7e,-

R scien, Alsdann ist das -aligemeine Glied der daraus entstehenden rekurrenten
Wi Boihe: !

1 #"((f + 1) W™ + Byp" + G + - ).

4 Um nun zu bemteﬂen welehen Wert dasselbe anulmmt sobald 7 eine
i sehr grosse Zahl ist, milsten wir zwei Fille untmscheldcn, je nachdem

§ 845,

Damit man also nicht, wihrend man die grosste oder kleinste Wurze
sucht, wider Erwarten durch die rekurrents Reihe auf eine andere Wwrze
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ndmlich p die grisste von allen Wurzeln p, g, » ... darstellt ode
nickt, Im ersten Falle, wo p die grosste Wurzel ist, konnen dis.:
fibrigen Glieder Bp” + €g" 4~ --- wegen des Coefficienten » -+ 1 nicht so
schuell gegen ilm verschwinden wie vorher. Ist aber g=p, 80 wird das ‘§ . °
Glied (n 4 1) Ap"™ anch nur sehr langsam im Vergleich in Gg" versehwinden, |
80 dags also die Berechnung der grisster Wurzel hier sehr beschwerlich ist,

: . Drittes Beispiel

Tst aber die Gleicﬁung:

N 9:5l+m2—8(v—12m0

. gegeben, deren Wurzein 3, — 2, — 2 sind, so wird sich die grisste Wurzel
~ viel langsamer ergeben. Denn man erbilt die Reihe:

, — 1,8, — &, 65, 3, 457, 347, 3345, 4915, ...,

. welche man noch sehr weit fortsstzen mfissbe, ehe man daraus erkennen

kbunte, dass die aus ihr sich ergebende Wurzel gleich 3 sei.
1

Erstes Beispiel
Es sei die Gleichung: '
ad— 8z 4+ 4=10
gegehen, deren grisste Wurzel 2 zweimal verkommt.

Man suche diese grisste Wurzel auf die vorler beschriehene Wmse dmch, :
Entwicklung des Bruches:

§ 347.

Wenn drei Facteren des Neuners einander gleich sind, wenn

1 A
T — 38z + dg8 . derselbe also einen Fagtor (I —p#)° und noch andere 1. ge, 1 —sz, ...
Dieselbe Tefert folgende rekurrente Refhe ¢ Dbesitzt, so ist das allgememe Glied der daraus enfstehenden rekurrenten Reile:
fart relourr :
1, 3, 9, 23, 57, 135, 313, 711, 1593, .. ., , g“((”*?#?—)ﬂrp - (+ B+ + ﬁzgm-c.sa-u---).‘

bei welcher jedes Glied durch das vorbergehende dividirt eine Zahl giebt,
welche grisser ist als 2, Der Grund hiervon erhellt -leicht aus dem all
gemeinen Gliede. Deun lisst man in demselben die Glieder Gg™. .. weg
50 wird das der Potenz ¢* entsprechende Glied gleich

(n + 1) Ap™ + Bp”,

Ist daher p die grissie Wu.rzel und die Zahl # so gross, dass die Potenzen
¢, ... im Vergleich mi 2" verschwinden, so e1]1a11: man aus der rekurrenten
| Reihe den Ausdruck: !

J;(n-f— 2 +8A+ (n+ J)’B + &
i(az—l— D4+ 2)A+ m+ DY

das folgende gleich s

(n+ 2) W+ + Bt
" und dieses giebt durch jeues dividirt:

e+ A+B
(n+1)A+B

eine Za,]JJ die stets glossel als p ist, ‘wofern nicht 22 bereits unendlich gross -
gevorden ist. : : S

© welcher aber nur dann den wahren Wert der Wurzel o darstellen Wira, Ferm #
eine fiberaus, ja giemhsa.m unendlich grosse Zahl ist. Es ist aber jener
. Ausdruck glemh

s (n+2)A+ B

-}(fn,—?— D+ 4+n+108

1 .

%f Wire aber p nicht die prosste Wurzel, so wiirde 'die Berechnung derselben
¢ noch weif mehr Schwierigkeiten verwrsachen. Darans folgt, dass die
Gleiehungen, welehs gleiche Wurzeln besitzen, auf diesem Wege
mittelst -der rekurrbnten Reihen weit seliwieriger aufzulisen
sind, als wenn alle Wurzeln von einander verschieden sind,

Ziweites Beispiel
Ist jetzt die Gleichung:
#*—a?—bp—3=0

gegeben, deren grésste Wurzel gleicl 3 ist. wihrend die heiden anderen

Vou deme Gehranah der TolonTenten Relkion bei ofe. 460

gleich — 1 sind, so suche man die grésste Wurzel mittelst einer rekurrenien
TReihe, dersn Beziehungsskala (1, + 5, < 3) ist. Diese Reihe wird:

1, 1, 6, 14, 47, 185, 412, 1228, ... .
Diesclbe giebt daher zigmlich schnell den Wert 8, weil die Potenzen der

Ideineren Wurzel —1 trotz der Multiplikation mit »+ 1 doch bald im Ver-
gleich zu den Potenzen von 3 verschwinden.

e § 848.

Behen wir jetzt zu, wie die ins Unendliche fortgesetzte relurrente Reihe
i beschaffen sein muss, - wenn der Nemnnmer des Bruches imaginire
‘_‘Factown hat. HEa beeitze also. der Nemner des Bruches:

_a-be o+ ded o
l—oag—pe?— e — et —---
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die reellen Pactoren 1 —ge, 1 wmre, ...

die folgende: .
- A+ Be+ G+ Ded 4+ P+ Qe T o,

80 st nach dem, was wir oben (im 13. Capitel) gehabt haben, der Coefflcient:

P Wsin(n +1)¢ + B sinng

n n "3 .‘;
S ¥ —l—@g + "+

Tst also die Zah) p Keiner als jede der fibrigen g, #, ..
die grisste Wurzel der Gleichung: '

m a—1

" —ag —ﬁmm."g—-'rw’“—aw_...=0

reell ist, so findet man diese mittelst der rekwrrenten Reihen ehenso, als
ob gar leine imaginiren Wurzeln vorhanden wiren.

.§ 340,

Die Berechnung der grissten reellen Wurzel kann also auch heim
Vorbandensein imaginirer Wurzeln in derselben Weise wie vorher
geschishen, falls diese lezferen so Dheschaffen sind, dass das Product
aus je zweien, weleche einen reellen TFactor ergeben, nicht
grisser ist als das Quadrat der grosstem Wurzel. Sind aber
zwei imaginire Wuwrzeln von solcher Beschaffonleit vorhanden, dass ibr
Prodnet ebenso gross oder grésser ist als das Quadrat der
grissten reellen Wurzel, so findet man auf dis vorher angegehene
Weise nichts; weil die Potenz »" gegen dieselbe Potenz der grissten reellen
‘Wurzel gehalten niemals verschwindet, wenn man aneh die Reihe ins Un-
endliche fortsetst. Um dies zu erlintern, wollen wir einige Beispiel
ansihren. '

Brates Beispiel
s soll die grosste Wurzel der Gleichung:

2 —2%—4=0

und aosserdem den frinomisclien
Factor 1 — 2pscose - p?s?, welcher zwei einfache imaginire Factoren in §
sich schliesst. Ist nun die aus jenem Bruche entspringende rekurrénte Reihe J

4 so lasst sich aus derselben hinreichend deutiich die reelle Wurzel 2 erkennen.

., 80 dass also % .
? 1 Wurzel ist.

““{fon dem (febrauch der relwrenlen Reihen bei ele. 287

beschriehenen Wege finden. Bildet man dazu die rekurrente Reihe mit der

Beziehuugsskala (0, ~-2, -~ 4), némlich:
1,0, 2, 4, 4, 16, 24, 48, 112, 182, 416, 832, ...,

Zweites Beispiel
Es sei die Gleichung:

#— 4t - B — 8 =0

gegeben, bei weleher die eine reelle Wurzel gleich 2, das Product der
beiden imagindren sher gleich 4, also gleich dem Quadrate der reellen

Man suche also die Wurzel mittelst einer relurrenten Reilie tnd setze

: | dazu, um sich die Rechnung zu erleichtern, # =2y Dadurch entsteht die

(#eichung :
eichung Y — 22 %y —1=0

und aus dieser die rekurrente Reihs:
1,9,2,1,0,0,1,2,2,1,0,0,1,2,2 1, ...

sich daraus weiter nichfs schliessen, als dass die grosste Wurzel entweder
nicht reell ist, oder dass zwei imaginfire Wuwrzeln vorhanden sind, deren
Product entweder ebenso gross odsr grisser ist, als das Quadrat der reellen
‘Wurzel .

;
1

Drittes Beispiel. -

Bs sei je’.ﬁzt die Grhfaichung:
i

& — 32?4 do— 2 =10

“pegalien, bel weleher die reelle Wurgzel gleich 1, dug Product derimagi-
n#ren aber gleich 2 ist.

Bildet man gemiss. der Bezishungsskala 3, — 4, 2) dis Reihe :

1,8,5, 5,1, —7, —15, — 15, + 1, 33} 65, 65, 1...,
|

‘so sind in dieser die Glieder bald positiv, bald negativ, und man kann
; daher hieraus die reelle Wurzel T in keiner Weise erkennen. Dergleichen
" Unvegelmissighkeiten sind allemal ein Kennzeichen dafiir, dass die Wuarzel,

Da nun in dieser Reihe stets dieselben Glieder wiederkebrsm, so lasst

gefanden werden. )
List man diese Gleichung in die beiden Factoren:

(@ —9) (2 + 2%+ 2)

auf, so folgt hieraus, dass dieselbe eine realle Wurzel gleich 2 und noch
zwel imagindre Wurzeln hat, deren Product gleich 2, also kleiner als dal
Quadrat der reellen Wurzel ist. Man lkann die letztere also auf dem vorhe

welche die Reihe liefern mfissts, imagindr isi. _
In der Tat ist hier das Product der Imagindren Wuzeler griésser als

' das Quadrat der reellen Wurzel 1.

§ 850,

Ieb also in dem allgemeinen Bruchs das Product zweier imaginfiren
Wurzeln p? grisser als das Quadrab irgend siner reellen Wurzel,

5. — e —
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so dass die Potenzan g, ™.
" Vergleich zu g™ verschwinden, so wird:

_Usin(p+1)e+B snmvchJE n

sine ’
0= Usin(n + 2 ¢ -+~ Bsin(n+-e L
sing
und somit:
@ _ Usin(n+2De+Bsin(n+1)g
P Usin(n+ Lo+ B sinng

Dieser Ansdruek nimmt niemals einen .constanten Wert an, wenn auch #

ins Unendliche wéchst, da die Sinus der Winkel sfets sehr verdnderlich

. Dleiben, so dass sie bald positiv, bald negativ sind.

§ 351.

. Co . 8
Wenn man indessen die beiden Briiche und. -

L
g "R

bestimint wnd darans die Gréssen 9 und 9 ehmmnt wodureh zugleich. die. -

Zahl n ans der Rechnung wagfdllt, so findet man:
Pp? - R=20p coso,

und daher :
: Lo Pp?+ R
0089 =~ o7
Bbenso wird - : :
it
| cosq: Shp
Dwrch Verglemhuug dieser beiden Werle ergiebt sich:
RE— QS QS
Qa PR
und
QR — P8

T Gosp=

_,]/((JB—PR) (R:— (JS)

Wenn man daher die rekurrente Keihe bergits so weit fortgesetzt haf,
dass die Potenzen der anderen Wurzeln im Vergleich zu " verschwinden,
so kann man auch denm trinomisehen Factor 1 — 2pe cos ¢ + p2? auf
dissem. Wage bestimmen.

in derselben Weise _

.., Wenn # eme unendlich grosse Zahl 1st im §

{

“Vor- e Gebuadhedeér-tekurrenten-Reilieh el ele=
1

und hieraus:

A Qeinmp—Ppsin(n+1e

B Fpsin(n+e— Geinn+ Lo
Ebenso wird:

A _ Bsin(m+loe—@psin(n+2e

B wenm+3)y—Rsinm+2)e

Setzt man diese heiden Werte einander ' gleich, so erhilt man:
@?p sinng sin{n + 8)p — @*psin(n+ 1) sin(n + 2)9
— QR sinposin(n 4+ Dy + QRsinln+ Dy sinfn+1)e
— PQp?sin(n+1) o sin(n-+3) ¢ - PQp? sin(n+2) ¢ sin(n+ 2)o.
Da ‘aber

0=

sing sinb=% cos(a—0b) —% cos(a—+5)

4 ist, so entsteht hieraus die Gleichung:

1 1 '
0=w2~ @ (cos3p —dosp) + 5 OF (1—-cos2¢) +%PQ193(1 ~—cog2g),
i

! 1
und diese gelt, wenn man sie dureh 7 @ dividirt, in die folgende @her:

(Pr*+R) (1—cos2¢) = @p(coso—cosiy).

Nun ist aber: ‘ :
CoEQ =105 2 8050 - &in 2p gingp

608 3o ==c052p coso —sin 2y sing,

£0s ¢ — 008 30 =25in 23 sin p=4sin 2% cosy

. ' 1—cos2p=2sin%,

Folglich ist: '
P+ BR=20pcose, -

od

§°302,

Da die dazu erforderliche Rechnung aber fiir Ungeiibte Schwierighkeiten
haben Xtnute, so wollen wir dieselbe vollstindig hersetzen. Aus dem

gefundenen Werle von % Tolgt:

APp sin (n+2) ¢ + BPy sin (24 1) o = AQ ein (n + 1) ¢ 4 BP sin ny,

cos PR

9y
Ehenso ish '

@+ 8

cose = 2np

19
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Hieraus ergeben gich aber die oben angegebenen Werte: § 354.

=

QR—PS .
2@~ PR @~ G5)

mehr und mehreiner geometrischen Plogressmn nihert, solisst
und k

ennen, von welcher Gleichung der Quotient, welchen man durch
i Division 11gend eines Gliedes durch das vorhergehende e ‘hilt, eine Wurzel
ist. Hs seion némlich P, @, B, S, 7,... sehr weit vom Anfang entfernte
Glieder einer rekurrenten Reihe, und von del Art, dass man sie als Glieder
einer geometrigchan Pl‘oglessmn betrachien kann, nund es sei ferner:

T'=ouS+3R-+vQ 8P,

cosg=

- § 353.

Wenn aber der Nenner des Bruches, aus welchem die relmrrente Reihe ‘“.
gebildet wixd, mehrere einander gleiche frinomische. Factoren -§ so dass (o, +, -7, -?- 8) die Beiehungsskala der Reihe darstellt Setzt
hesitat, so geht aus der oben angegebenen Form des aligemeinen Gliades Q B s 7
hervor:'dass alsdann die Berechnung der Wurzeln noch weil unsicherer Inan dann den Wﬂt "011 P& 80 wird 7= 992, = x5, = m4 und
wird. Isi indessen irgend eine reelle Wurzel hereits nihernngsweise -
hekanut, so kann stets der Wert eben dieser Wurzel durch Transformation der
(leichung noch weit genauver gefunden werden. Sefzd inan nimleh = gleich ‘
der Swmme aus y und jemem schon gefundenen Werte, und sucht man - woraus hervorgelt, dass der Quotient %-sch]iesﬂich eine Wirzel dor ge-

sodann die Xleinste Wurzel der neuen Gleichung fir g, so liefert dieselbe, -F . e ] _ i
wenn man sie 7u jenem Werte addirh, den genauen Wert von a. .§ fundenen Gleichung liefern wird. Tben dieses lehrt aber auch die vorher-

WeLn man d.mse Welte in die eben angegebene Gléichung einselzt, so wird:

zt=az P22+ vz -,

gehende Methode, und ferner, dass der Brugh % auch zugleich die griisste
, Beispiel Wurzel der Gleichung farstollt,
Es sei die Glsichung: ' ’

P — 32?4y —4 =20 $ 355,

Man kann dieses mealuen die Wurzeln der Gleichungen zu herachnen,
auch dann noeh zuweilen mit thell anwenden, wenn die Anzahl der
Glieder einer Grlelchuug unendlich - ist. Um dies zu zeigen, sei die
Glem]umg . :

gegoben, von welcher man darans, dass fiir & = 1:

@ —3a?+ by —4=—1
1 B g A
AT T sm

gegeben, deren kleinste Wurzel 2 den Boghn eines Winkels ven 30“ oder

den sechsten Theil des ‘halben Kreisumfanges darstellt. Bringt man diese
Gleichung auf die I‘01u1+__

wird, weiss, dass die eine Wurzel nahezu gleich 1 ist.
'Mzn setze also = 13-y, wodnreh die meus (leichung:
_ 1—2y— = _
enisteht. Bildet man hieraus, um die kleinste Wwrzel zu finden, dic
relurrente Reihe mit der Beziehungsskala (2, 0, 4+ 1), nimlich: .

1, 2, 4, 9, 20, 44, 97, 214, 472, 1041, 229_6, . B g o

¥

—=q,

Wenn sich aber irgend eine relturrente Reile schliesslieh

sich auch sus dem I‘mtschleltungsgesetz derselben unmlttelbal er-

' ; 12+ — 5+ g8

so erbilt man daduveh als kleinste Wurzel niherungsweise:

' 1041 - fund bildet man gemiss der ins Unendlmhe fortgelenden Beziehungsskala:

¥ = ggg5 — 0453397 ' ‘ 1 1 ) _
. 2,0, —5, 0, +6’ 0, = gr5=, O, < v,
und daher: 3 0 2520
o= 1,4533897. ~ dm rekurrente Reihe:
Diesen Wert diirfte man auf andevem Wege schwerlich so leiebt und so; 23 44 1681 2408
it ], 2, 4:,?, 3,—6-6—,?’...,

gonan finden kénnen.
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so wird darans niherungsweise:

168145  1681-3 _ 5043
TT9408.60  2408-4 9632

= (,52356.

18. Capitel.

Aus dem bekanuten Verhilinisse des Kreisumfanges zum Durchmesser ergiebt’

. 3
sich aber: g~ 0,023598, so dass also die gefundene Wurzel nur um 100000 °
von dem waliren Werte abweicht., s ist jedech das ein sehr vorteilhafter

Von den Kettenbriichen.

Umstand bel der gegebenen Gleichung, dass alle ihre Wurzeln reell sind, —
und dass die anderen Wurzeln sehr beirfchilich von der kleinsten ver-
gchieden sind. Da diese Bedingungen aber nur sehr selfen bhel Gleichungen § 356.

mit nnendlich vielen Gliedern erfillt sind, so ist das angegebene Verfahren
auch nur selten zur Berechnung ihrer Wurzeln brauchhbar.

- Bl untelscha,tzende Hit1fsmittel.

§ 357.

. folgenden Ausdriicke:
oder 4 e :
b+

L ad

‘ 1
a+——7
b+

Nachdem ieh in den voihergshenden Capiteln sewohl {iber die umend-
lichen Reéihen, als anch iiber die aus unendlicl vielen Factoren bestehenden
Producte gehandelt habe, glaube ich auch noch Einiges iiber die dritte Art
' unendlicher Ausdriicke, namlich iiber die Kettenbriiche, hinzufigen zu
miissen, Denn obwohl die Theorie dieser Brileche bisher noch wenig aus-
- gebildet ist, so uute1hegt es doch keinem Zweifel, dass man dereinst in der
- Analysis des Unendlichen einen sehr ausgedehnten Gebrauch daven machen
. wird. Die Proben, die ich hereits ¢fter davon gegeben habe, machen die

. Brfiillung -dieser Erwartung in hehem Grade wahrscheinlich. Besonders aber-
. gewdhrt die Unfersuchung, die ich mir im gegenwirtigen Capifel anzustellen
vorgenommen habe, dér Arithmetik und der gemalnen Algebra nicht

Ich verstehe aber unter einem Kettenbruche einen Bruch,
deszen Nenner aus einer ganzen Zahl und einem andern Bruche hestehi,
dessen Nenmer seinerseits wieder das Aggrepat aus einer ganzen Zahl und
. einem Bruche ist, der wieder ebenso beschaffen ist. Die Reilie dieser
- Briiche kann sich dabel ins Unendliche erstrecken, oder atich an
Cirgend diwer Stells abbreshamn. Delaltlge Kettenbluche 8ind . B. die

¢+

1 0+ = &
a4+

d—+

. gegen sind die Z#hler der Briiche irgend welche Zahlen,

€
B — [4 _—
+f+ T

: In der exsten Forin sind die Zéhler der Briiche sdmflich gleich 1, und ;
- diésen Fall werden wir vorsugsweise betrachfer, in der andern Form da-
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§ 558,

" Nachdem wir so die Form (ieser Kettenbriighe beschriehen haben,
miissen wir zunéchst sehen, wie man den Wert derselben in der ge-
wihnlichen Weise ausdrficken lkann.
finden, gehen wir schrithweise vor, indem wir jene Briiche zuerst beim ersten,

dann beim zweiten, dann beim dritten. Bruche u. s. w. abbrechen. Dadurch - E

erhdlt man: '
o=a
I _ab+1
‘rIT T
&4 11=abab+a+a
AT e+ 1
a .
1 abed 4~ ab + ad - cd - 1
&+ =
5 1 bed +0 4+ d
. _]_ 1
eta .
1 . _ abede+-abe + ade + cde + abe +a 4 ¢+ ¢
a4 - i -
5 1 boda +-le - de+Dec + 1
+ = .
¢ - '
cl—i—l
e
U 8. W.
§ 359.

Obwohl sich bei diesen gewdhnlichen Britchen das Gesetz, nach
welehem die Zéhler und Nenner aus den Buchstaben a,b,ed,...
gebildet werden, nicht so leichi erkennen ldsst, so sight man doch bel
einiger Avfmerksamleit bald, auf welche.Art sin jeder dieser Briiche
aus den vorhergehenden entsteht. Es ist nsmlich jeder Zililer
das Aggregat ang dem mit einem neuwen Buchstaben multipli-
cirten letzien und dem einfach genommenen vorletziten Zihler

Um diesen wm .so leichter zu ' 4

T~ It
plicirt nnd zum Producte den vorletzten Zahler addirt. Dasselbe Gesetz
gilt auch fiir die Newher. Damit man aber diese Regel von Anfang an in

Anwendung ‘bringen kbnne, habe ich dex Bruch % vorangesetzi. Denn ob-
wolil derselbe nicht af;s dem I(ettenbmche entsteht, so maeht er doch das
Portschreitungsgesetz deutlicher. Es stellt aber jeder Brueh den Wert

des Kettenbruches bis zn dem Buchstaben einsechliesslich dar,
welcher fiber dem anmitielbar vorhergehenden Brucke steht.

. | § 360,
Ebenso ergiebt die andere Art der Kettenbriiche:
(73
O e e
i b’-}* ﬂ
o ¢+ L 5
a4
) é -+ _s_,

- je nachdem man sie :au dieser oder jemer Stelle abbricht, die folgenden
“Werte: !
- o=a.

" ab+ao

)

i abe - fa + ve

B

l

a -+

‘ﬂgé __abed -- Bad + aed - yab - ey .
‘B - bed —+ Bd - b

WS Wey

‘und  jeder dieser Briiche lésst sich aus den beiden vorhergehendem auf
folgende Weise finden : '

Bhen dasselbe Gesetz befolgen die Neuner. Schreibt man daher die - @, b, & d, - ¢
Buchsteben a,b,¢,d,... der Reihe mach hin, so kann man daraus die ge- 1 & ab+u abe + Ba -+~ uo  abed + Pad + zed + yab + ay
fondenen—Britche—avnf—folgende Weisehildemrs 51 b o+ bod -+ Bd + b

& b, . @ d, . e @, B, T g, . B

1 o ab+1 ‘abe+a—+c¢ abed+ob+ad +-cd—+1

[ ber1 Bed+ b+ d e f § 361.

und zwar findet man hierbei den Zihler irgend eines Bruches, indem man

den uamiitelbar vorhergehenden mit dem darfiber stehenden Inder multi~

X @ 0o d ..., unter dieselben aber die Indices o, f, 7, 3, ...

Man schreibe nimlich fiber die zu bhildenden Briiche die Indices
Farner sefze




l'
]

RO ¢ | e .18, Oppitel, — § 362 hig § 864

Alsdann

findet ‘man jeden Tolgenden Bruch, indem man den Zihler des
unmittelbar vorhergehenden mit dem darither stehenden, den
Zihler des vorletzten Bruches dagegen mit dem unter ihm
stehenden Index multiplicirt und die Producte addirt; das
Aggregab 15t der Zahler des nfichsten Bruches. Bbenso ist der Nenner
desselben das Aggregat der Products, welche man erhilt, wenn man den
Nenner des letzten Bruches mit dem -dariiber stehenden und den Nenuer

man an die erste Sielle den ]31uc]1 é, an die zweite aber %

des vorletzten Bruches mit dem unmter ihm stehenden Index multiplicirt. . §.

Ein jeder der so gefundemen Briiche aber stellt den Wert des
Kettenbruches dar, wenn derselbe bis zn demjenigen Nenner einschliess-
lich fortgesetzt wird, welcher dem vorhergehenden Bruche ihersehrieben ist,

§ 362.

Wenn man daher die Reihe dieser Briiche soweit fortsetst, als der
Kettenbrneh Indices giebt, so stellt der letzte Bruech den wabren
Wert des Kettenbruches dar. Die vorhergehenden Briiche aber
kommen diesem Werte immer niler und geben daher ein sehr geeig-
netes Anndherungsverfahren an die Hand.

Setzen wir nimlich den wahren Wert des Kettenbruches gleich z, also:

’ o
o+

b= ? '

a4+

e+

1
50 ist offenbar der ersfe Bruch — p S8vosser als @, der zweite - aber kleiner -

1
als 2, der drifte ﬂH‘? wieder gmssm, der vierte mederum Ideiner als w,

lléiner sind &ls #. Ferner H.]J(-}l ist ersichtlich, dass jeder Blunh dem_'. .
wabhren Werfe von 2 niher kommt, als irgend einer der vorher-

gehoaden, und man erhilt daher auf diese Weise sehr schnell und bequem
den Wert von z niherungsweise. 'Dies findet anch dann stath, wenn der
Kettenbruch ing Unendlche fortgeht, wofern nur die Zahler o, By 7:6,...
nicht zu sehr wachsen. Sind aber dis Zihler si

néherungsweise Berechnung mit gar kefner Schmer;gkelt verbunden,

§ 363.

Damit man den Grund dieser Anndherung an den walren Wert des
Kottenbruches besser einsusshen vermbge, wollen wir die Unterschisde
zwischen den verschiedemen PBriichen hetrachten. Lisst man dabei dem

hch_glem]l_l_,_so_mt_dle_ |
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ersten Bruch % bel Seite,
und dritten gleich
%

]

b
der Unterschied zwischen dem dritten und vierten gleich
. . -
o+ @)’

der Unterschied swischien dem vierten und fiinften gleich

afy
{bc - B) (bed -+ fd +10)

m s. w. Hs wird df;her der Wert des Keattenbruches durch_eiua
gewthnliche Reihe von Gliedern dargestellt wie folgt: '

L : of + oy _
T be+B) | (bc+ B) (bed - pd D)

L=

1 und diese Reihe brichi jederzeit ab, wenn der Kettenbrueh nicht ins Un-

endliche fortgeh.

§ 564.

Wir haben somit:ein Mittel gefunden, um einen Kettenbruch in
gine Reilie von Gliedern zu verwandeln, deren Vorzeichen stefs
abwechseln, falls dey erste Buchslabe & verschwindet.

Ist némlich :

. [
b+
' G+l—"75
d 4 -
r3+]-5ﬁ7

so ist nach dem, was wir soeben gefunden haben:

_a af ] afy
P b(be B rba+m (Bed=-Rd—A-1b)

s0 ist der Unferschied zwischen dem zweiten

g ofyd
b ~ [ooT) (oodepdeTToe+S0e-Hpo) |

Ieine bestindig wachsenden Zalhlen, sondern etwa

Wenn daher e, f, 7, 8,...
irgend welche

samtlich gleich 1 sind, wahrend die Wenner a, 0, ¢, d, ...

i positiven ganzen Zahlen bedeuten, so wird der Wert des Kettenbruches

durch eine sehr stark convergirende Reihe von Gliedern darstellbar sein.
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§ 366. .
Damit dies Géset:_: um so deutligher hervorirete, nehmen wir an, es sei:
P=1p '
¢ =t + B
| R=1led 483 1
t=A—B+C—D+E—F+- S =rbode -+ Bde - 1be —+ 8bc - P
gegeben, so erbdlt man, wenn man die einzelnen Glieder derselben den .- T =bedef + pdef + Toef + dbef + ched + <3d + eb —+ B3

_ entsprechenden Gliedern der aus dem Kettenbruche entstendenen Reibe § V= bodefy + Bdefy + befy -+ 8befy + elody + shede + efdy + efde —+ ey
gleich sstat: ' ' —+ eybe + [ + edbc + =6,

§ 365.

Wenn man dies wohl iiberlegt hat, so wird man auch umgekehrt eine
jede Reibe voh Gliedern mit abwechselnden Vorzeichen in einen
Kettenhruch verwandeln, oder also einen Kettenbruch findeii knnen,
desson Wert gleich der Swmme der gegebenen Reihe ist.

Ist namlich die Reile:

A =%- : - folglich: o= _4b Dann ist nach dem Gesetz, nach welchem diese Ausdriicke gebildet
7 .ﬁ . B werden: ‘ ' ’ .
: c B
T b0 " ﬁ=—_A—B == Pe+f
c_ 9 _ Ci(be+B) B=qQd+al
B~ bed ¥ pa+ " Ty BE—0) 8 = Re 489
D_ e+ o De(bed+ Bd -+ b) T=5 +:R
O bede + Bde 4 be+ b - B8 ST e B (C— D) V= Ty L8
Da mun aber Bhe Es ist daher in diesen Buchstaben:
Be= - 3 :
. . A—B v of ey afyd | afyde
ist, s0 wird: ”=ﬁ7ﬁ@+ﬁ‘m+ﬁ_"‘
- . Abe ,
tP=a—p
und daher: § 367.
- = ACed _ Da wir nun:
: . 4—35E—0) =4 —B+0—D++ E—F==-
Ferner ist:
. Y | ACbed " ABbed - -zesetzt haben, so wird:
bﬂd+ﬁfl+'rb—(bc+ﬁ)_d"tfrb-A-_B+(A_B) B0 B B-0) . : . o
. A=—: alsou=AP
folglich: : P
bed —+ Bd -+ v0 Bd B =£, B 5@
berf . B—C 4 g 7 A
. S 4 E—y - oF
und daler: ) BDde 1 BT R » "TEp
S T B (=) ~ D_%. DS
Ebenso findet man: ¢85 » "T0p
e— o OB E_eR BT
(C—DY(D—I) D7 2 *T DR
u. 8 W U 5 W
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Nimmt man aber die Differenzen, so hat man:

A—B= “(gQ—ﬁ) - UQG m'%’“
B— 0= aﬁ(ﬁ&gl’). _ apﬁg =%}!
¢—p="M %91%3@) _ agg: _ C?e
p—p- OB _sbif_ DS

. 8. W,

Multiplicirt man je zwei anfeinanderfolgende Differsuzen, 50 ergiebt sich:

ergeben. Es ]iéi,ug{; dies jedoch aunel noch von der Beschaffenheit der
Zahlen A, B, C, D,... ab, je nachdem dieselben ganze oder gebrochene
Zahlen sind. Nimmt man diese als ganze Zahlen an, so wird der

" gestellten Anforderung geniigt, wenn man:

=1, aleo  a=A4,

e=4—2B5, " f =23,

d=B— €, N v= AC,

g= (1, ,, 5= BD,

f=D~—FE, . e = CF,
u. § W.

saizt.
Ist demmnach:

a=A—B+0—D+E—F+---,

P R ABed ,
(A—B){(B—C) = 4Bed - 7’ und l—j=m_—c) so kann der Wert von =z dureh einen Isttenbruch folgendermassen auns-.
e q s BOde gedriiekt werden:
(B—C) (C—D)= BCds S v 0=E=0)0—D) _ 4
: . . B T _ CDef o B
(@ -D) (-D D) = CDef A - (C—1H (D-—E) 1 —|—i A0
A—B+——75
1 8. W. B—C+—
D ‘ . OB
a nun : — Dt
P—p, g=-"0 Abe ‘
T YT AR AR
ist, so wird: : § 369,
o= Apb Wenn jedoch alle Glieder der Raihe gebrochene Zahlen sind,
RBhe so dass
P=2=% gl 1.1 1.1 |
ACed 4 BTC D'E T
1= TR
S (4 ?édlz €) ist; so erh8lt man fﬁrf a0, P, 7,0... die folgenden Werte: !
"TB-0W0-D N
C C Hef e==
(0—D5 -8 g e
WL 8. W. B—A4
— Bied
LBV (F )
§ 368. f b Cide _
Nachdem wir nun die Werte der Ziller o, f, ¥, 3, ... gefunden haben ' (C—B)(D—0)
kipner wir die Nenuner d, ¢ d, e, ... nach Belieben annelimen; doch - Dief
ist ss gut, dieselben go zu wihlen, dass sie nicht allein selbst ganze {D—0) (B~
o 8 .

Zahlen sind, sondern dass sich auch fir a, §, v, 6,... ganze Werle ~




goselzt, so erglebt sich fir  der Keftenbiuch:

5
B—‘1+'—*—02
C—B+p—gq—r

Erstes Beispiel. Duttes Belsple]

- Ist die uuendhche Ruhe ,
i1 1 1

‘ Mmoo M M- % 9+ 3 +
gegeben, §0 lasst sich dieselbe, da higr

Die unendliche Reibe:

il 1.1
33 TItTE T

in einen Keftenbruch zu verwandeln.
"Da hier

a

Ad=m, B=m+mn, O=m-+ n,...

4= 1', B=2, (=3, D=4,. ist, in den folgendsn Kettenbruch verwandeln:

Diesen Ausdmck hat zuerst Brouncker fir den Kreisumfang gegeben.

im0 b e e B G el (G s e e s e e e S Rt e T =mmanms
Wird daher ) g 1
b=A4, mithin o =1 : I=1+ I
e=D5—A4, n p= 42 9+ g
d=(0—R, . v=B? 2 25
e=D—0, , OG=C? N
. 5. W. D

and der Wert der gegebenen Reihe gleich log2 ist, so wird: P 1
: m?
mp—
log 2 = e
1 (o -1-2m)*
14— n -+ +
1+ 4 - (m -~ 3m)?
3 - B
1 + 7% -
1 e 16 und daravs witrd doreh Umkehrung desselben:
2 g
S o ' 1
ot (wé—l-n)zl !
. 1+ 242"
. Zweites Beispiel ﬂ‘f‘i+(m3f3?)2
Die unendliche Rejhe: e
g=1_%+%_%+%_..., E ~ Viertes Beispisl.

Da wir oben im § 178 gefonden haben, dass
worin = den Umfang eines KIEISBS mit dém Durchmesser 1 bedeutet, in
ainen Keftenbruch zu verwandeln. .
Setzt man ffir 4, B, C, D, ... die Zahlen 1, 3,5, 7.., oin, so entsteht.
der Bruch: -

cos W ‘ . ,
w05 ——m

P 1 1 1 1 1
mE M f—m 4w m—w 2+
a1 sin - + - At
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‘ ___Yon den Kettenlyfichen. .

ist, so hat man fir den Kettenbruch: 80 erhdlt man den Bruch:

‘1
A=m, B=n—m, C=n+m, D=0 —m,...; P= )
A+ 3
derselbe wird daher: BE—14 ,
¢
. C—1+ B
219 —_—
e85 — - 1 D._1+E_1+...
. mm _” N n® :
nsin-~  m ) 2m+(n_m)2 Erstes Beigpiel,
— B _ :
omy - ) ey Bezeichnet e die' Zahl, deren hyperbolischer Logarithmus gleich 1 ist,
) —an—[—-mw 80 fanden wir oben: )
2911—{—9——“*—%_2?13_,_”_7 l=]__h1“+ 1 1 " 1
€ 1°1.2 1.2.371.2.3.4
§ 870.

Wenn die Glieder der gegebenen Reihe Producte sind, bei denen
die Anzahl der Factoren mehr und mehr wichst, wie in der Reihe:

L+ 111
"T4 AT 4BcT 4BOD TABODE

so ergeben sich folgonde Werte:

] 1
1323 12351+t

Setzt man daher:

A=1, B=2, (=3, D—4,...,

80 ldsst sich diese Reihe in den folgenden Kettenbruch verwandsln:

TR
1+ —3
B—1 B+ ——
. Bed 44+
=@-D—D | o |
Cie oder wenn man den Anfang dureh Umkehruug des Bruches symmetrisclier
bs] =m ]Ila.Ght: :1 .
£ _:'L e=1 2
@D—-1EFE-—-I 14 ——3
u. 8. Ww. 4
: : 3+
Setat man daher: e al sraww
“h=A, also ¢ =1
6c=B—1, , Bf=4 ‘} Zweites Beispial
d=0C—-1, , 71=DB Ferner fanden wix *Lm den Cosinus des Bogens, der dem Halbmesser gleich
e=0D—1, , &=0 ¢ Ist, die Refhe: :
f ’S ’;r 2T 318 91950 T2 19 50 58
L s W,

Huler 20
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Setzt man daher: 50 erhdlt man : o e
T T T T A= =, U=, =80, E=54, ..., Ty B r—
) . 1.k L—
und bezeichnet mon den Cosinus des Boegens, der dem Halbmesser gleich : A — Bt ACy
ist, mif #, so wird: _ ' B_ C’P.—I— BDe
1 " 0— Dz
o= 1 :
14— § 372
1 +11 4 3 Um nun diesen Fall etwas allgemeiner zu machen, setzen wir:
24— | A By O Dy B
_ S BE LTI EE T 08 T RA T
oder : : o
1 1 Higraus ergeben sich durch Vergleichtng mit dem Fritheren die Werte :
e e
@ 1+ 2 i o Ab
‘ o+ 2 L
29 +M3O B— BLbey
SBE A T ANz — BLy
. A CM2 edye
§ 371, = @M - BLy) BN — i)
. ) e . s : BDON?deys
Bind aber die Glieder der Reile mit den Gliedern eimer '§ 8§ == - :
. ‘ _ . i — 0 (00 — DN
geometrischen Reihe verbunden, oder ish: (BNz — CMy) (COs — DNy)
g oW
#=A—DBe+ 0" — De® -+ T — Tl + -+ o> Setzh man daher :
50 wird : b= I, Calso o= A
% =4 o= AMg—BLy, , B=DBILy
Bbez d=BNe— CMy, , v=ACH?y:
b=d % e= 00s— DNy, ., &—BDNye
. ACede f=DP:— B0y, , e= CHEO%e
7'—(A—B.=J) (B — ) , L 8 W,
5= D Ddes hilb man fir di¢, gegebene Reine den folgenden Kotéenbrueh:
8 ~E—05)(0—T9) S0 erhile man fir die. gegebene Reihe den folgenden Kettenbruch:
Ofafe o 4 -
O 7 I e F =
(C—D&) (D —E) I 2
B , ACH %z
. 5. W. AMe—BLy -+ e
BNe— dary + SN e
Setzt man dalier jetet: . , -~ I TG0 — Dy + -+
b=l, . l also a=A ; ¢ ana-
t-==l-—Bey——f=—="DBr - RS , _ ,
d=B—C, , 71=A40k " Hat endlich die gegehene Reihe die folgende Form:
¢e=C—Ds, , B8=DBD¢ 4 ABy  ABGy  ABODy
w s ., O T I T IHNS  LHNOS T

20*
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Von den Ketienbriichen. " 309

S0 er geben smh die folgenden Werte

)
7
b — _ Bbey
Mz — By
_ Clfedyz
T s — By) (e — O
s DNdeye
(Ne — Cy) (O — Dy)
EOefye
= (0e — Dy) (Po— Iy
u, 8. W.

Setzt man daher, um ganze Werte zn erhalfen :

b= 1le, aso e=de .

¢e=M¢g— By, , Pp=DPFLye

d=Ne— Cy, 4 1= CMys

e=0z— Dy, , 8&=DNyz

f=2PFPe —Hy, , e=DEOye
u 8w,

g0 wird die gegebene Reihe dureh folgenden Kettenbruch dargestellt:

5= .U
Le -+ BIJ?J? Chlyz
Ne= G+ Qo Dy + -

verwenden kann, so ldsst sich ehen auch der Wert des Kettenbruches, in

~ wolclhen eine jede Reihe verwandelt werden kann, finden, indem derselbe
" gleich der Summe dieser Reihe ist. Die bereits angefiihrfen Beispiele

geniigen, um dies #i zeigen. Indessen . wiire es immerhin wiinsehens-
wert, ein Verfabren zu finden, mittelst dessen man den Wert
eines gegebenen Kettenhruches unmittelbar darstsllen kinnte.
Denn ohwohi man einen Kettenbrueh in eine unendliche Reihe, deven Werh
sich nach bekannten Methoden finden lissf, verwandeln kann, so wird diese
Reihe doch haufig so verwickelt, dass man ihve Swmme, obschon dieselbe
sehr einfach sein kamm, entweder gar nicht oder nur it grosser Milhe anzu-
geben im Stande ist.

§ B75.

Damit man deutlich erkemme, dass es solche Kettenbriiche gieht, deren
Werl auf anderm Wege sehr laichi erhalten -werden kann, ohwol! die un-
endlichen Reihen, in welche sie sich verwandeln lassen, leinen Schluss auf
ihren eigentlichen Wert gestatten, wollen wir den folgenden Kettenbrueh
hetrachten:

|

=

2—3—1—“?
2 +—1
2—1—2 —
dessen Nenner simflich einander gleich sind. Bilden wir daraus auf die
oben beschriebene Weise die Briiche:
0, 2, 2, 2, 2, 2, 9,...
1013 5 12 %
07T 2RI %8 707
so enfspringt hieraus dia Reihe:
' 11 1 1

oder, wenn das I‘mtsclneltungsgesetz glelch am Anfang deutlieh hervor- m=0+ + —
: ¢) :
freten soll, dureh folgenden: o 225 R 12-29 © 2970
4 _ BLz oder, wenn man je 1'5WB]'. Glieder vereinigt,
—;“'—'.Ay-———Lﬁ'—AEf‘l‘ e CMyz . __2_+_2_+_2_+ ..
Mz — By + Ty =157 5.29 35.169 7
. Ne— Cy+ Os— Dy - oder auch: , 0 .
Y=g 2.13 13.70
$ 374

Anf diess Weise lassen sich unzihlig viele ins Unsndlieche sich
erstreckende Kettenhriiche finden, deren génaer Wert angegeben
werden kann. Da man nimlich nach dem, was eben auseinandergesetzt

worden ist, alle mnendlichen Reihen, deren Summen bekannt sind, hierzu

Ferner ist aus der ersten Reihe fiir -

1 1 1 1
— _
P=L 323 9512 2@
L1 ] 1
TiT9e sty s 2T g e
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" Von den Kettenhritchon, 3l

nud es wird -';i;uch:
RN T SO U S
A N A T SRS U AL

Obwolhl nun diese Reilen sebr stark convergiven, so ldgst sich doch aus
Threr Form kein Schluss auf ihre eigentliche Summe zishen,

Ebenso nun, wie die EKettenbritche ein sehr beguemes Hillfsmittel an
die Hard gebeu, wniden Werh von ]/§ néliernngsweise zu bestimmen, 6ffnen
sie aueh den Weg, auf welehem man zur nibherungsweisen Berechnung
der Wurzeln anderer Zahlen gelangt. Setzen wir zu dem Zweelke:

i
& 376, & == 1
Piir solche Kettenbriiche aber, im welchen dis Nemner ent- a’+ﬂ " 1
weder sAmilich einander gleiech sind, oder doeh ebendieselben . 1
Nenner immer wiederkehren, so dass, wenn man vom Anfang einige 4+ 1
. Glieder abschneidet, der dadurch entstehende Brueh immer-noeh dem ganzen a—+-,
Bruche gleich bleibt, giebt es ein sehr einfaches Mithel, ihren Wert g0 wird:
zu bestimmoen, Se ist in dem angefithréen Beispiele, in welchem i
1 R
= i also:
2+ T 22 - ax = 1,
2+ .
9 4 1 oder: . .
R O i L
war, $=—§C&+ 1+Z=ﬁ2—.
» 1 : h
== P .
24w s kann also dieser Ketbeubruch dazu dienen, den Wert der Quadrat-
daher: ' wurgel aus der Zahl.o? -4 zu bestimmen.
2+ 2 =1, Setst man daber fiir o der Reihe nach die Zahlen 1, 2, 3,4,..., und
und bringt man die Wurzeln anf ihrve einfachste Gestalt, so findet man hierdurch
_ z+ 1= ]/-2_, V5, 12, /18, 15, ]/2_9L; /10, ]/gg; ... nimlich:
so dasz also der Wert dieses Keltenbruches gleich 1, 1, 1, 1, 1, 1, .
yi—1 001 1 2 38 5 51
| o | | TR E TS
ist, Die vorher aus dem Kettenbiuche Lergeleiteten  gewdhrlichen Briche :
nihern sich diesem Werte immer mehr, und zwar so schnell,. dass man . 2, 2,2, 2, -2 2, .
schwerlich ein hesssres Verfalren, diesen irrationalen Wart 0 1 2 & 12 99 ’
durch rationale Zahlen niherungsweise auszudriicken, wird 1B F18 % w0 T Y21
finden kbunen. s ish nimlich ]/§ — 1 so nahe gleich 3—3, dass der Pshler o 3 3. 3 o
3, 3, 3, 3 3 b T
kaum merklich ist. Denn zieht man die Quadratwnrzel aus, so erhilt man: 0 1 3 ]6 33: I 079 ]/ﬁ_ 3
T 05T e

V2—1= 0,4142135623?,
wahrend

29
5= 0,414255714328

ist, s0 dass also der Fehler erst die Euuderttausendstel betrifft.

',
il
-
K
Rand
i

305 =
727 3057 1202° _1/3—

—=| O

M

p] =
-

—

o

-] b
-]
-1
o

o 8§ W
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und daher:

8t . , e Yon den Rettembriches. 0 ¥3 ]

Dabei ist zu bemerken, dass die Anndlerung um so schneller erfolgt, wibrend in Wirklichkeit
je grosser o ist. So st in dem letzten Beispiel, in welchem 3/3: =2+% ]/7 = 9,64575151

1 . n
ist, der Fehler lleiner wr—erm s WO B4 ) . .
ist, der ;3291;1" tleiner als 599 5475’ VO 5473 der Nenner des folgenden it Ts ist also hier der Fehler ieiner als m .
Bruches 5473 it
§ 378. § 3719,

Auf diess Weise kénnen aber nur die Wurzeln aus -solehen Zahlen Geht man noch weiter vor, indem man
gefundsn werden, dic Summen zweier Quadrafe sind, TUm daher dieses '
Naherungeverfahren auch auf andere Zahlen auszudehnen, m=_i1_
setzen wir: ' G+ -7

a+— ¢t —7
b+ “+b+1
a—{——l " 1 -
b+ i e e
o+ '
b= setzt, so ist:
Dann ist: _ :
p— 1 b+ = 1 N _ b +be+1 —,
- 1 eb+1lyan N LT (@b + Dax+abc+a-+c
-7 1 be-t-1 - ba
\ bt b+
also: ' e+ 1
ax® -+ abz =10, oder:
folglich: (b +Da?+(abet+-a—b+ae=bc+1,
/ — ab +1/afb? 5 4ab : '
x=—-—-;—bi %bﬂ._l.,%___ 25; .

Hievaus Lonuen bereits die Quadratwurzeln aller Zahlen gefunden -

werden. Ist 2.B. 6 =2, b=7, s0 wird:

=1 +y/14- 18 —7+3y/7T
= 4: — 2 -

Diesen Wert von # stellen die folgenden Briiche niherungsweise dar:
2, 7, 2, 7 2, 7, .

2

O 1 7 15 122
1 27 15° 32° 239° 510
Es ist daher nahezu:

—T--3/7 939

202
5 —F1g also ﬁe$;=m@ma

6

—abe —'a+b—c~+j/lebe 40 +b+cf +4
2(ab+1)

&=

Higrbei ist die Grosse unter dem. Wurzelzeichen wiedernm die Summe
zweier Quadrate. Man kann somit mittelst dieser Form a,_uch nur die Wurzeln
ans solchen Zahlen ziehern, aus denen man sie bereits nach der ersten Form
berechnen konnte. Ebenso reicht die Form des Kettenbruches, in welcher
die vier Neuner @, b, ¢, d fortwihrend in dersplben Reihenfolge wisderkehren

—nicht weiter als die sweite, i1 welcher mir zwui verscliedens Buchetaien
auftraten, w. g. w. ‘

§ 380.

Da also die Kettenbriiche mit so grossem Vorteil bei der Ausziehung
der Quadratwurzel Anwendung finden, so ktnnen sie auch dazu dienen,
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_Man_reshne aleo. nach folgendem Sehema:

die quadratischen Gleichungen aufzuldsen. Dies geht aus der angefilirien I

Rechnung schon von selbst herver, da ja 2 aus einer quadratischen Gleichung Bld=a

bestimmt wird. Man kanu aber aweh leieht umgekehrt die Wurzel 0| B=0

einer jeden quadratischen Gleichung dureh einen Kettenbruch Di0=c
darstellen. Ist nimich die Gleichung: E | D=4

1 : 7. ..
'g Dann folgt aus der hesonderen Watur der Division:
gegeben, so findet man hieraus: . : 7 A :

si=an+b

3 ' £ C
A=aB+ ¢ alse F=aFp
x=a+ b, J B B
P
: . ‘ P ‘ : ‘ B D C 1
. Qetzt man daher wieder in dem letzten Gliede fir z den eben ge- B=v(+D, . w=bte BT, D
fandenen Wert ein, so wird: b+3
| ¢ z »_ 1
r—a+ = C=cL+FE, p=¢tp T~ +§’
o+ s : ¢ D
. g ¥ E 1
] _ D=dB-+ F, n §=d+7_’7: E=‘_T'n?
und indem man so weiter fortfalrt, erhilt man a dargestellé durch den : d+ =
Kattenbrueh: _ , E
. B W
Ca=a+ Qetzt man daher jeden der folgenden Werte in den vorhergehenden gin, 80
@+ ergiebt sich: '
et A C 1 1
s N m=§=ﬂ+f=a+ D=CD+"‘—__1"
der jedoch deshalb keinen so bequemen Gebramch gestatiet, weil die Zahler ' b+g bt —
b heins Einheitsn sind. ‘ e+

Fs wird daher'z schliesslich allein durch die Quotienten @, b, ¢, &y ...

§ 381. anf folgeude Art apsgedmckt;
Um uun auch den Nutzén, den die Kettenhriiche in der Arith- g=0+—""7
metik gewhhren, zu zeigen, Yemerken wir zundchst, dass jedsr gewihn- b+ 1
Yiche Bruch in einen Kettenbrueh verwandelt werden kann. Ist ndmlich c+—1
: ] e +—
der Brueh z= 4 gegeben, worin A= B sein mbge, so dividire man A a 1
B e+ PR

durch B; 6ies gebe den WUOHETEN & umd—der—Rest—C—Hierauf—dividire

man den vorhergehenden Divisor B durch den Rest (; der Quotient sei D
umd der Rest 1. Durch diesen Rest dividire man wieder den vorber-

gehenden Divisor und setze diese Oper_a.tion, welehe man gewbhnlich hei
der Aufsuchung des grissten gemeinschaftiichen Teilers zweisr Zahlen A

wnd B anwendet, so lange fort, bis sie von gelbst aufhort.

Erstes Beispiel

1461
Ist der Bruch 55

dessen. samtliche Zdhler gleich 1 sind, folgendermassen ausgedriickt. Fahrt

gegebmi1 g0 wird derselbe durch einen Kettenbruch,
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L N e 'f——-ﬁgzusq]i'eser%%eciiuuug"'gem; lievéits liervor, dass die Nenmer sdmtlich gleich
:ﬁ.:,,i_:;::.5ﬁgnan:{lieselh-erﬂechmmgf—a;u:s,'fliu‘ui.ulbL‘wemuer man den grq:astcfn gemein- 1 9 sind, und dags daher
schaftlichen Teiler der Zahlen 59 und 1461 zu suchen pflegt, nimlich: i

Yo=1+— 1
59 | 1461 = 24 i Sp—
118 941
251 g4t
236 2+ 1
45]59 =1 T
45 ist. Dies ist aber hereits ans dem Vorhergehenden (§ 876) bekannt,
T4|45=3 : :
49 Drittes Beispiel.
‘14=4 Besondere Berticksichiigung verdient aber die Zall ¢, deren
12 Logarithmus gleich 1, und die selbst gleich e — 2,718281828459 ist. Misr-
2/3=1 aus wird : ' _ '
12_ e L o 0.3591409149205
99 _ —g = 0,85914 9142295,
% Behandelt man diesen Decimalbruch auf die shen beschrisbene Weise, so
? erhilt man folgende Quetienten : ‘
s0 erhilf man aus den gefuudenen Quoﬁenteu: 8591409142295 10000000000000 1
1461 1 5451545146924 | 8591409142995 6
By T UL —y 139863996071 | 1408590857704 | 10
1 +__1 139312557916 | 1398639950710 | 14
3+ 3 551438155 9950898994 | 18
4+ 3 550224438 9925886790 | 22
1+ 1213667 25010204 |
. & .

Zweites Beispiel

Auch die Decimalbriiche konnen auf diese Weise umgeformt werden.
Ist 2. B, der Bruch: ' -

weiter fort, so ergeben sich die Quotienten:
1, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34,...,

141421356

1/2'= 1,41491356 = _—‘1000_00900

Bs ist dahar: C

Setzt man diese Rechnung mit einsm genaucren Werte von e noch -

welchs nach Woglassung des srsten eine arithmetische Progragsion bilden, ..

gég'eben, so fithre war zuerst folgende Rechnung aus: ¢ g 1_ 1 . ’
160000000 | 141421858 | 1 L+ ] i

82842712 | 100000000 | 2 + 1 ’

17157288 | 41421356 | 2 10— I !

14213560~ 843145762 14 4- i l;

2943728 | 7106780 | 2 18 +—"~—T !

2438648 | 5387456 | 9 22 +T _ :

505020 igig?% ; i Die genavers Untersuchung dieses Bruches lésst sich nur mittelst der
1 418;?; 3 = - Infinitesimalyechnung fithren. '
. B. W. A . :
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. ; 48 Miuuﬁen 55. Bekunden
; ich 365 Tagen 5 Stunden 28 Finuieh 59 520 7 -
T 382 ; D fhoses Ja];}];-glminu-ﬁaﬁ die Stundem, Minubern it d=Rekunden—als
. N . y o 1 ist, so hat dasselbe, W 915 Tags, Man braucht daher nur
Da man also aus dergleichen Ausdriicken Briiche ableiten Iann, welche | G

dem wabren Werte dss in Betracht gezogemen Ausdrucks immer néher §
kommen, so kann mau auch dieses Verfahren anwender, um Deecimal-.

briiche durch gewihnliche Briche niherungsweise auszudriickan. . |-

Ja, wenn ein Bruch gegeben ist, in welehem Zihler und Nenner sehr §
grosse Zahlen sind, so kann man dafiir Briiche finden, die in kleineren %
Zablen ansgedriickt und dem gegebenen Bruche gzwar nicht vollstindig §
gieich, aber doch nur sebr wenig von ihm verschieden sind. Hierdurch §
findet eine leichte Ealedigung die von Wallis hehandelte Aufgabe, wo-
nach man Briiche finden soll, welche, in kleineren Zahien aus- |

gedritckt, den Wert irgend eines gegebenen Bruches so genau -

darstellen, als es iberhaupt durch Zahlen, die nieht grosser }

sind, geschehen kann. Die Briiche nfnlich, die man auf dem angege- *

henen Wegs erhillt, nihern sich dem Werte des Kettenbruches, avs welehem '§

sie abgeleifet Wwerden, so sehr, dass es Xeine anderen, in nicht grésseren
Zahlen ausgedriickien Britche giebt, welche sich ihm mehr niherten.

Erstes Beispiel

| ’

Bs soll das Verhiltnis des Durehimessers zum Kreisumfange durch so i

kleine Zahlen aunsgedriickt werden, dass es auf genauere Arh nicht geschiehen
kann, wofern man nieh$ grissere Zahlen anwendet,
Wenn man den bakaunten Decimalbruch:

3,1415926535 . . .

anf die angegebene Weise durch forteesetzte Division. entwickelt, so erhilt

man folgenda Quotienten:
& 7, 15,1, 292, 1, 1...,

aus denen sodann dis Briiche:

108 23 838 355 103993

0’ 17 7 106" 1137 B3I02
entstehen. . Schon der zweite- Bruch zeigt an, dass sich der Durchmesser
-zum Umfange wie 1:3 verhalte, uud in der Taf lisst sich dieses Verhilinis
nur durch grossers Zahlen genauer angeben. Der diitte Brueh gieht das

von Archimedes angegebene Verhilinis 7:922, der finfte das des Metius,
welches dem walren Werte hercits so nahe kommt, dass der Pehler kleiner

1 . - . . -
als J95—7vas ist. Uebrigons sind die Briiche abweelselnd zu gross und_

uuuuu

zu. klein.
Zweites Beispiel

Es soll das Verbiltnis eines Tages zum mittleren Sonnerjahre in mig-
lichst klsinen Zallen niherungsweise ausgedriickt werden.

i i il S 3652- TADD
uchteile eines Tages ausdriickt, 3603 ‘ . \
31311;;(;11 Brach zu entwickeln, wodurch mai folgende Quotienten

4 7, 1, 6, 4, 2, % 4,

und hieraus die Briic.hg:
5 63 181
107 8 5 09 B .
%’ I' 25’ 33’ 297 260 T4

S en, welche
inuten uné Sekunden zu$amIMCNgenOMIMEN, che
s thalt, machen aisc alle vier Jahre ungefahy
iani : uer
i Tag ans. Darauf berubi der Julianische Kalend?1.747G;;1ﬁ;u
em‘e nh ’ﬁg ist i-n 53 Jaaren ein Ueberschuss von 8 Tagen, oder 1N i
gFlascolrtlz,]i;r von 181 Tagen, in 400 Jahren also ein Ueiaers?huzi vc:.lll z,eit:- aglfl "
vor 1 janiseche Kalender in diese .
FOY, . Wahrend sleo der Julianisohe Ka] 2 eliransy

‘;%10115&1}1;:;1 einschaltet, verwandelt dex Gregorianische in je 400 Jahren

Schalijalre in gemeine Jalre.

erhilt. Die Stunden,
das Jabr mehr als 365 Tage en




