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ADDITAMENTUM L
De Curvis Elafticis.
L

Am pridem fummi quique Geometre agnoverunt, Methodi

in hoc Libro tradite non folum maximum efle ufum in ipfa
Analyfi, fed etiam eam ad refolutionem Problematum phyfico-
rum amplifimum {ubfidium afferre. Cum enim Mundi univer-
~ fi fabrica fit perfe&tiffima, atque a Creatore fapientiffimo abfo-
luta, nihil omnino in mundo contingit , in quo non maximti
minimive ratio quapiam eluceat: quamobrem dubium prorfus
eft nullum , quin omnes Mundi cffettus ex caufis finalibus ,
ope Methodi maximorum & minimorum aque feliciter determi-
nari queant, atque ex ipfis caufis efficientibus.  Hujus rei vero
paflim tam eximia extant fpecimina, ut ad veritatis confirma-
tionem pluribus Exemplis omnino non indigeamus ; quin po.
tius in hoc erit elaborandum, ut, in quovis Quaftionum natura-
lium genere, ea inveftigetur quantitas, qua maximum minimum-
ve induat valorem : quod negotium ad Philofophiam potius
quam ad Mathefin pertinere videtur, Cum igitur duplex pa-
teat via effe¢tus Nature cognofcendi 5 altera per caufas efficien-
tes , que Methodus direGta vocari {olet ; altera caufas finales ;
Mathematicus utrique pari fucceffu utitur. Quando feilicet
caufe efficientes nimis funt ablconditz , finales autem noftram
cognitionem minus effugiunt ; per Methodum indire¢tam Quaf-
tio folet refolvi : e contrario autem Methodus direta adhibe-
tur, quoties ex caufis efficientibus efectum definire licer. In-
primis autem opera eft adhibenda, ut per urramque viam aditus
ad Solutionem aperiatur : fic cnim non folum altera Solutio per
alteram maxime confirmatur, fed etiam ex utriufque confenfu
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fummam percipimus voluptatem. Hoc modo, eurvatura funis
feu catenx fulpenfe duplici via eft eruta ; alrera a priori, ex
follicitationibus gravitatis; altera vero per Mcthodum maximo-
fum ac minimorum , quoniam funis ejufnodi curvaturam reci-
pere debere intelligebatur, cujus cencrum gravitatis infimum qp-
tineret locum.  Similiter carvarura radiorum per medium dia-
phanum variz denfitatis tranfeuntium ,» tama priori eft determi-
nata, quam etiam ex hoc principio , quod tempore breviffimo
ad datun locum pervenire debeant.  Plurima autem alia fimilia
exempla a Viris Celeberrimis BERNOULLITS, aliifque , funt
prolata, quibus tam Methodus folvendi a priori, quam cogni-
tio caufarum cfficientium maxima accepit incrementa. Quan-
quam igitur , ob hec tam multa ac preclara fpecimina, dubium
nullum relinquitur , quin in omnibus lineis curvis, quas Solutio
Problematum phyfico-mathematicorum fuppeditat, maximi mini-
mive cujufpiam indoles locum obtineat; tamen fepenumero hoc
ipfum maximum vel minimum difficillime perfpicitur ; etiamfi a
priori Solutionem eruere licuiffet. Sic etfi figura, quam lamina
claftica incurvata induit, jam pridem eft cognita ; tamen que-
madmodum ea curva per Methodum maximorum & minimo-
rum , hoc eft , per caufas finales, inveftigari poffit . 2 nemine
adhuc eft animadverfum. Quamobrem cum Vir Celeberrimus,
atque in hoc fublimi naturam fcrutandi genere perfpicaciffimus,
Danie! BERNOULLI mihi indicaffet fe univerfam vim, qua
in lamina elaftica incurvata infit, una quadam formula quam
vim potentialem appellat, complecti pofle ; hancque expreflio~
nem in curva Elaftica minimam effe oportere ; quoniam hoc
invento Methodus mea maximorum ac minimorum hoc Libro
tradita mirifice illuftratur , ejufque ufus ampliffimus maxime evin-
citur 5 hanc occafionem exoptatiffimam pratermittere non pof-
fum, quin, hanc infignem curve Elaftice proprietatem a Celeb.
BERNOULLIO obfervatam publicando , fimul Methodi mez
ufum clarius patefaciam. Continet enim ifta proprietas in fe
differentialia fecundi gradus , ita ut ei evolvende Methodi Pro-
plema ifoperimetricum folvendi ante traditz non fufficiant.

2. Sit
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2. Sit AB lamina Elaftica utcunque INCurvata; vocetur ar- pe emer
cais AM =, & radius ofculi corvea MR =— R . arque , fe- 1o Lo
. . . . - M0

cundum BERNOULLIUM , exprimetur wis poressialis in la- S

. . ds ~ . i
min@ portione A M contenta hac formula /° w7 > fiquidem la- 7
R

mina {it ubique ®qualiter craffa, lara & clattica, atque in ftaru
naturali in diretum extenfa. Hinc ifta erit curve AM indo.
les, utinea hec exprefio omnium minimum obtineat valorem.
Quoniam vero in radio ofculi R differentialia fecund; gradus
infunt , ad curvam hac proprietate preditam  dctcrminandam
quatuor opus erit conditionibus, id quod cum Quaxftionis natu-
ra apprime convenit. Cum enim per datos terminos A & B
infinite laminz Elaftice cxque cjufdem longitudinis inflecti que-
ant, quaftio non erit determinata, nifi prater duo punéta A &
B, fimul alia duo puncta, feu quod eodem redit politio tan-
gentium in pun&is extremis A & B prafcribatur. Propolita
namque lamina Elaftica , longiori quam eft diftantia punctorum
A & B; ea non folum fta incurvari poteft , ut intra terminos
A & B contincatur, fed etiam ut ejus tangentes in punctis hif
ce datas tencant dire&iones. His notatis ; Quzftio de inve-
nienda curvatura laminz Elaftic, ex hoc fonte refolvenda, ita
debet proponi: uz, inter omnes curvas ojufdem longitudinis , que
non [olum per puncta A & B tranfeant, fed eriam i his Punclis a

veclis pofitione dusis tangantur , defiiaiur ca in gua fir valor hu-
. : ds ..
Jus expreffionis { R inimus.

3- Quia folutionem ad coordinaras orthogonales accommo-
dari convenit , flumatur recta quacunque A D pro axe , in qua
fit abfciffa A P= x, applicata PM = y; ponatur, uti Metho-
dus tradita jubet , dy =—=7pdx, dp==gqdx ; erit elementum
curve Mm = ds=dxy (1 +pp). Primum ergo quia
curva, ex quibus quafita gui debet, Hoperimetrz ftatuuntur s
habebitur ifta expreffio confideranda Sdx V(14 pp); que
cum generali /Z4x comparata hunc prabet valorem diferemialem

I

.
I X

Fig. 2.



248 DE CURV1!S

r 4 I . Deindecum fit radius ofculi = o
dx Vit 4 pp ) ap

— C_L'_*:qfl’)__ == R, formula /° {!P\—yli , qua minimam ee de-
bet, abitin / — 794x_ .. Comparetur hxc cum forma gene-

(x )"
rali [Zdx; crit 2= qq——— » & polito dz = Mdx +
(14pp)"
Ndy+Pdp +Qdq, etit M=o, N=0, P== -—-—qu
()"
& Q—= ~———2—q——— + Valor ergo differentialis ex hac formu-
(1 +pp )
laf _l_____1 oriundus , erit — jP -+ df? Q:amobrem
(x+pp) e

pro curva quafita hec habebitur 2quatio , 7 4 o= ; IP YD

= 25— %°%; que, per 4x multiplicata & integrata , dat

a1 4e—p_i@ o
e TN ¢ =P —5  Multiplicetur hzc zquatio per

g dx==dp, ut prodeat V(Ii/p) 4 Cdp =— Pdp — 94 Q.
Cum autem, ob M—o0 & N==o, fit dZ=—Pdp +Q49,
crit Pdp = d2Z — Qdg, quo valore loco P 4p fubftituro,

emerget -;—m-dep——dZ—qu—qu_ qua
denuo integrata dat av/ (1 +pp) +6p +v =24 — Q1

Jam cum fiv Z == —‘M——T:-z’ & Q= 2(1—33 » Crit
(1+pp) (1-+pp)
ay (14ppd+CpFv= ._;‘“_.‘1_‘1.._;__.2. Sumantur conftan-
(1 4pr)

tes arbitiarie @, 6, & ¥ negative, eritque g= (1 + pp \)/g 4
' xy («
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X¢(@V(1+pp) +6p+2) —"::1%' Hinc ergo clicitur fe-
quens xquatio

dp
‘ () W (aV (T pp+Cpt o)

Deinde ob &y == pdx, habebitur quoque

dy = 2 ;
(1422)* V (aV (1bpp 4 Gpty)

que duxequaiones fufficerent ad curvam per quadraturas conf-

truendam,

4. Harum formularum fic in genere fpe@atarum neutra eft
integrabilis ; combinari autem certo quodam modo poffunt ,
ut aggregatum integrationem admictat.  Cum enim fit
2.2V aV(idpp)4teto) dp(C —yp)

d’x:

vV(i+rp) ();+pp)"‘*V(w(x + o) ep )
erit zx/(asf(r+m>l-f—f?+7 =6x —yy +J. Quo-
(1+pp)

niam axis pofitio eft arbitraria , conflans 4 fine defe@u ampli-

tudinis omitti potelt. Deinde vero ctiam axis ita mutari poteft
N - . N .

ut fiat UG;( GC';{"—}/;; 2 abfcifla, eritque applicata ;j—(?’czig;?) ;

hinc etiain tuto ¥ nihilo zqualis poni poteft, quia nihil impe«

dit, quominus ilia nova abfcitfa per x exprimatur. Hanc ob

rem ; habebimus pro curva Elaftica iftam zquationem

z\/(a\/(r-{-;p)-{—cp):(:x(1+”)I: 4 quz, fumptis qua-
dratis, dat g/ (1 pp) + 4Cp=C"x*v (1 +pp). Sit,

. . [2Z] n
ad homogeneitatem introducendam, » = 4% & ¢ = —%T
a

A
etit nasp == (nnxx — maa) v (14pp), unde »* <*p,
:::.(nnxx-—ﬁzda)"(x +‘D‘)); idcoqucp: « 0o
NHXX — W aa dy .

—— e . e - —_ [94 : -
VIR (nuxxm—maa)) — d Mutatis ergo confian
tibus , atque abiciflam x data conftante five augendo five mi-
neerdo; habeliitur ki jrfmodi zquatio pro curva Elaftica gencralis:

Euleri De Max. ¢ Mis. Ii dy
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d (54+Gx+'yxx)/1~g

J C— : gt
v (& (et at+yux,*)

— . tlddx . . ’_
ds == \/(u" —_— (¢+€x+yxx\/‘:) ; X qubUS xqu&tlo

nibus confenfus hujus curve inventa cum curva Elaftica jam pri-
dem eruta manitefto clucet.

5. Quo autem ifte confenfus clarius ob ocu'os ponatur, natu-
ram curva El flice a priori quoque inveftigabo; quod etfi jam
a Viro fummo Jwobe BERNOULLIO excellentiffime eft fac-
tum; tamen, hac idonea occaiione oblata, nonnulla circa indo-
lem curvarum Elafticarum, carumque varias fpecies & figuras
adjiciam; que ab aliis vel pretermiffa, vel leviter tantum per-
tractata efle video.

Sit lamina Elaflica AB in B ita muro feu pavimento firmo
infixa, ut hxc extremitas B non folum firmiter retineatur, fed
ctiam tangentis in B polfitio determinetur. In A autem lamina
connexam habeat virgam rigidam A C, cui normaliter applica-
ta {it visCD =P, qua lamina in ftatumincurvatum BM A re-
digatur. Sumatur hzc reéta A C produ@a pro axe , ac, pofita
AC =, fir ablciffa AP ==, applicata PM ==y. Quod
fi jam lamina in M omnem elafticitatem fubito amitteret, ac
perfe&te fexilis evaderet; a vi P utique infle@eretur, inflexio=
ne proficifcente a vis P momento == P (¢ + x). Quominus
ergo hxc infiexio actu fequatur, elafticitas laminzin M in @qui-
librio conhftit cum vis {ollicitantis momento P (¢ 4 x). Elafe
tic.tas autem primo ab indole materiz ex qua lamina conftat,
& quam vbique eandem flatuo, pendet; tum vero {imul ab in-
curvatione !amin® in punéto M, ita ut fit reciproce proportio-

I

, €x qua oritur

nalis radio ofculi in M.  Sit ergo radius ofculi in M = R
, ,
:gjm, exiftente d s==+/ (dx’ 44" ) & 4« conltan-

kk

. E » L] > .
tc; arque exprimat =% vim Elafticam lamine in M, qu2cum
momento vis foliicitantis P (¢ 4 x) in xquilibrio confiftat, ita

ut fit P(¢4x) == %kz..— — Eﬁéfl’““y,_ Aquatio hec

pet
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pet 4 x multiplicata fic integrabilis , eritque integrale
P (xx+4cx +f) = —— Ekkdy ; unde oritur

V(x4 dyT)
——Pa’x({xx+5x—f~-f)
(B*#*—P* (G xxqcx+ f))
rino convenit cum ea, quam modo per Methodum maximo-
rum ac minimorum ex principio Bermoulliano elicui.

6. Ex comparatione hujus aquarionis cum ante inventa, de-
finiri poterit vis qua requiritur ad daram laninz curvaturam
inducendam; fiqnidem curvatura contineatur in zquatione ge-
nerali inventa.  Tcneat feilicet lamina claftica figuram A MB,
cujus natura exprimacur hac &quatione
d] —_ (a+(f\*+z_§x)rlx

V' = {a+ 6x=dqg xx)*)
hujus laminx clafiicitarem abfolutam, ita filicet , ut E 44 , in
quovis loco, per radium ofculi divifa prabeat vim clafticam
veram. Ad comparationem inftituendam multiplicetur nume-

dy == 7 » QUE T Uatio om-

; exprimat vero E4#

rator & denominator per "{\T » ut habeatur
dy = E&/\Jx(a:'—}—(,’x-}- yax): aa Nunc ergo

VB4 — 0 (o 4 Co g yxd)®)
etit —1P=EMy,  p,ERRE . p,_ Flle

aa aa o
- . .« . —— E (' l‘ .
ideoque vis CD follicitans == ——=2%%7 intervallum A C
aa
=== f— , & conftans f=—= *-,
Y =9

7. Ut igitur lamina elaftica A B altero termino B muro in-
fixa incurvetur in figuram AMB , cujus natura exprimizur hac
. (a+€x+yxx\,flx .
xquatione dy == —— 7 ° 0 L0 D000 o) necefle elt ut

1 I = T (ar (- Cx Ay, ey M
hzc lamina follicitetur in directione C D normali ad axein AD,
. . e . -— 2 Fhl
fempra diftantia A C = S Avi CD="2"27; qux
Y .l .
vis {cilicer in plagam contrarium , ac figura indicat, dirigetus ,
I'i 2 fi
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{i v fuerit quantitas pofitiva. Quia %ﬁ zquivalet momento

vis follicitantis , expreffio EXR homogenea erit ponderi feu vi
. aa .

purx; quae vis propterca %‘cognoﬁ:etur ex elafticitate lamince.
Sit hac vis = F; atque erit vis fletens CD ad hanc vim F
ut 2y ad 1; erit enim y numerus purus.. |

8. Hinc porro definiri poteft vis ad lamine portionem B M
in ftatu fuo_confervandam requifita, fi portio AM prorfus ref-
cindatur. Refciffa hac portione A M , definat lamina Elaftica
in virgam rigidam M T omnis flexionis expertem, que autem
cum lamina ita {it connexa, ut perpetuo. tangentem in punéto
M reterac, utcunque lamina inclinetur. Hoc pofito, ex ante-
cedentibus manifeftum eft, ad confervationem curvature BM
requiri ut virga MT in pun&o N trahatur in direétione N D

vi que fit == “—-_—2%'—&7; dire&io autem ND erit normalis
ad axem A P, atque intervallum A C erit = -25 . Diftantia:
Y
. d s :
itaque MN fier = % CP= ii Et2yx (64 2x)ds
dx dx 2 ¥ 2 v% dx.

aa

— V(& — (et Cx = yxx)*)" Quod fi hac

eft vero s
d x

vis ND = :_%';;m refolvatur in normalem NQ ad tan-

gentem MT, & tangentialem N'T, erit vis normalis N Q ==

—2FEkky :l.l_.;f . & vis tangentialis N T = —=2Ekk y, Z_y
— aa

9. Sin autem pars B Mrefcindatur, reliGta parte AM, qua
in diretione C D follicitatur ut ante vi == — 2 Ekky ; ad

aa
curvaturam A M’ confervandam extremiras M, que connexa
intelligatur cum virga rigida tangente M N, follicitari debebit
2 Fk

in puncto N a vi pariter: == 7’-@2’ ».fed in dire&ione con-

traria
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fraria ei, quam cafu pracedente invenimus. Perpetuo enim vi-
res utrique extremitati laminge incurvate aplicande fe muruo
deftrucre, atque adeo zquales & directiones oppofitas habere
debent.  Alioquin enim tota lamina moverctur, ad quem mo-
tum compefcendum opus foret vi aquilibrium inter vires folli-
citantés producente. Hinc ergo vires cuicunque portioni lami-
ne refete applicande facillime definiri poffunt, que jam in-
du®am curvaturam confervent.

10. Sit AM lamina Elaftica incurvata, que in A & M an-
nexas habeat virgas rigidas AD, M N, quibus in dire&ionibus'
dire¢te oppofitis DE , NR applicatz {int vires xquales DE,
NR, que in zquilibrio confiftentes laminz curvaturam A M
inducant, pro qua zquationem quari oportear. Primum ergo,
pro axe {fumatur re¢ta AP per punctum A tranfiens , atque ad
direCtionem vis follicitantis ER normalis. Ponatur Elafticiras
laminz abfoluta = E##4: fitque anguliC A D, quem rangens
AD in A cum axe conftitnit, & qui eft datus, finus == m ,
cofinus ==, exiftente finu toto == 1, ita ut it mm + »x
==1. Vocetur porro diftantian AC —=+¢, & vis fleens DE
=NR ==P; ac, pofitis abfcifia AP =x, applicata P M
==y, natura curvar hac exprimetur zquatione

]
dy = — Pai(‘f;‘,xx + cr—{»—f'\j — . Quoniam
VE # — P (5 xx4¢cx+ f))
vero directio tangentis in A datur, pofito x == o, fieri dcbet’

dy 13 . - . . m Pf‘ ——
= hinc ergo obtxncbl;qr H V(B —P)

m : — P . . ]
T =)’ & m— FEL Determinatur ergo hinc conf-

2 . Do E . .
tans £, ita ue fit f=—= -——’—};—/‘ﬁ, ideoque hinc tota curva de-

terminatur. o
11. Ad curvaturam ergo fuperiori ®quatione expreffam la-
minz A M inducendam , tangenti AD in pun&to D, ira ut

i AD = —:; > applicatam efle oportet vim D E == P cujus
Ii 3. dirce-

i 4

Fig. .
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direo fit para'lelaapplicaris PM.  Refolvatur hes vis DEin
duas laterales Dd ., D7, inter fe normales; erit vis D d == Pa
& vis Dt =Pm. Quojam confideratio reéte A1 ex com-
pato expellator, loco vis D d | in datis pun&tis A & D . fomgto
inrervallo AB —= 4, dux vires fubflitui poffunt, Aa == p;
Bb =45 normales pariter ad virgam AB, fumendo phb ==

P ». BD»‘:::?:P(—::I—»“/)), & 7:—:p+;¢P. Qlia dein-

ceps perinde et , in quonam virge AD punéto applicetur vis
tangeniia'is D f—=m P, applicetur €a in ipfo puncto A ponen-
do AF = »P. Sit autem hac vis AF == r, ita ut lamina
M A 2 tribus viribus Aa=p ,Bb=24g,& A F = follicite-

tur, a quibus, qualis incurvatio oriatur, inveftigemus,

12. Primo ergo, cum fit mP==r, crit P=—, qui va-
7
. L3 L] . - . . CV
lor fubftitutus in prioribus @quationibus dabit pb = —
#hr HY e .7 g—7p .
—— frema— —_— 't — — “— %3 13 {10~
—> & g=p + —. Hinc erit —~ -5 ex qua xquatio

ne primum pofitio axis A P innotefcit ; erit nempe tangens anguli

CAD= -“—hincm= " —  &p=—=-- 11 __
q—7p Vi +(ql—j))’) NG )
DC' d) ;' b :—-ir——-——j-z—)—r,—___‘-,c__;_-—-. :
inde 7X zquatione /p = —~ - ~—hg+ bp; fit
mh f
& == _‘;‘»Q_ 3 feuc :}7—(—;’;;}; EZM—*P),,}; atque P:\/(V7‘+
PR . __ —mFkk — ——Ekk~r
(g—2)"). Cum autem fit f== Ty
C?’it;'.’(.’»’%—fx-{—f‘:—'ix;c—}—-- hqx Elkyr

TN 4=t T A g—pt
unde pro curva quafita ifta obrinebitur xquatio
Ek ky '

(/x(v/”' w/q__j)),)——/;qx-— XV (=209
R Ek/{] :

VR R —l . ! / ‘ ey, 2
A g g T TR —)T)7)
Hexe autem aquatio maxime ett accommodata ad modum ma-
XANC
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x'me confeetum lamiras incurvandi , dum cz vel forcipe vcl
duobus digitis apprehend:inrur 5 quorum alter laminam in direc-
tione Aa, alter in dircéiore Bb urget, prater quas vires la-
misa infuper in dire&tiorc AF protrahi poteft.
13. Si vis tangentialis AF == » evanefcar; incidet axis AP

in ipfam tangentem AF, produGam, critque tum
dy== _— 4v(lgut1(g—plex)

I ER Dy R pywa )
Sin autem vires normalcs p % 4 fiant inter fc xquales; erit axis

AP normalis ad targentem AF, ob 7 ==0; & pro curva

orietur hec xquatio

dy=— Ax(Fbbk— bge —1rxx) _
V{2 bLkk (hgw - Lrxxe) — (hgx— Lrxx)t)

Hic fiprate ca fuerit r == o, ita ut lamina in punctis A & B
urgeatur a viribus axqualibus Aa, B b, contrariis tantum , natura
® exprimet hac ione dy =— d_x_’_EkA_:_/‘_q\)
curve exprimetur hac @quatiore dy = Th g C2E kY — hgor) ?

. 2Ekkx ——hgxx , :
qua integrata dat y =/ ikl b g 122 qua eft pro Cir-
culo, lamina ergo hoc cafu in arcum Circuli incurvatur, cujus ra-
dius erit = IU_i_.

v Jq . *

14. Cum igitur videamus non folum Circulum in curvarum
Eatticarum clafle contineri, fed etiam in iplis infinitam varicta-
tem locum habere; opera pretium erit hic enumerationem om-
nium variarum fpeciertm in hoc curvarum genere contertarum
inftituere.  Hoc enim modo non folum indoles harum curva-
rum penitius perfpicietur ; fed ctiam, cafu quocunque oblato ,
ex tola figura dijudicare liccbit, ad gnamnam fieciem curva
formara referri debear.  Eodem autem modo hic fpecierum di-
verfitatem conftityemus » quo vulgo lincarum ajgcbratcarum fpe-
cies, in dato ordire contente enumerari folent.

15. Aquatio generalis pro curvis Elafticis
dy== - (“,+Gx+_” ) dx 7\, initio abfcifwum in axe

: y Ut — (a1 Cxt yun,’)

pex

FLuntiitcera-
tO C1y Uit
raoi Frafl
ticar i,
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per intervallum Z—G promoto, & pro“= fcribendo 2 4, feu po-
. . . L4 ..
nendo y == 1, accipiet hanc formam fimpliciorem :

dy :,\/(%Tt-’z:)-:ix;’) . Quia vero eft a* — (a4 ¥x)*
= (aa — a—xx) (#a+a+xx); ponatur a4 —a ==cc, Ut
fit @ ==44 — c¢, atque zquatio tranfibit in hanc formam

dy = }/(Cff_‘i xx)c(c;l;_: ’_C_}'_'d:z;pgy Qla aquationc eXpfie
matur natura curve AMC, pofira ablciffa AP =x, & appli-
cata PM=y. Cum eigo fit ¢ == o, directio vis laminam Elaf-
ticam incurvans erit ad axem AP in ipfo punéto A normalis ,
idecoque A D reprafentabit directionem vis follicitantis , qua vis

. . 2 E . .
ipfa crit = _7%@, exprimente E# # elafticitatem abfolutam,
. . dy aa—c¢
. D1 ponatur X == - == ; -
16. Sipo 0, Crit = T =) quz cx

preflio prabet tangentem anguli quem curva AM in A cum
. e - . . aa ——~C<
axe AP conftituit; cujus anguli finus erit == LLT LS Qua-
: aa
re {i fuerit 44 == 0. lamina in puncto A erit normaiis ad axem
AP, nullamque habebit curvaturam, propterea quod vis incur-

2 Ek . . .
vans ——;%!" cvanefcit. Cafu ergo quo 4== ¢, prodit laminz fi~

gura naturaiis, hoc eft licea recta: qua ergo primam fpeciem
lincarum Elafticarum conftituit , quam reprafentabit re¢ta AB
utrimque in infinitom produ&ta.

17. Antequam reliquas fpecies enumeremus , conveniet in gea
nere circa figuram Elaftice qualdam obfervationes inftituere. In-
telligicur autem angulus PAM, quem curva in A cum axe AP
conftituit, decreflcere, quo minor evadat quantitas 24, hoc eft
quo magis vis incurvans 9—‘—%—&—— intendatur. Atque {i evadat as
=c¢, tum axis AP ipfe curvam in A tanget. Quodfi au.
tem fuerit 42 < e, tum curva A M, quz adhuc deorfum excur<
tebat, nune furfum verget, quoad flat 44 == % ¢¢; quo caflu

tangens
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tangens curve in reGtam Ab incidet. At fi fiat 42 < L cc, tum
angulus P AM prorfus fiet imaginarius, ideoque in A nulla
exiftet curve portio, qui diverli cafus fpecierumn varictatem
contftituent.

18. Ex zquatione porro intelligitur, quia formam fuam non
mutat, fi coordinate ¥ & y ambz negativa ftatuantur, curvam
circa A ramos habere fimiles & aquales AMC & Amc al-
ternatim difpofitos; itaut in A fit punGum flexus contrarii; un-
de cognita curva portione A M C, fimul ejus continuatio Amc
ultra A cognofcetur , quippe qua illi eft fimilis & xqualis. Sic
fumpta Ap = AP, erit quoque pm = PM. Recedendo
autem ab A, curva utrimque magis ab axe reclinatur, donec
fumpta abiciffa = A E==", applicara E C curvam tangat; nam-

que pofito x = ¢, fit j—f’c == . Perfpicuum autem eft abfcif-

fam x ultra AE == ¢ excrefcere non pofle; alioquin enim
fieret jlx imaginarium ; hinc ergo tota curva continebitur ine
ter applicatas extremas E C & ec, ultra quos cancellos egredi
non queat. Jam ergo generatim cognitos habemus binos cur-
ve ramos AC & A c utrimque ab A ufque ad cancellos pro-
tenfos.

19. Videamus ergo quonam curfu curva ultra C & ¢ pro-
grediatur.  Hunc in finem fumamus re¢tam CD ipfi A E paral-
lelam pro axe, ac ponamus has novas coordinatas CQ =+,
QM =4; eritque 14+ x=AE =CD =—¢; & y +u
=CE=AD==/; unde fit x==c— 1 & y=—b—u,
feu dy = — d». His valoribus fubftitutis » orietur @quatio
pro curva inter coordinatas CQ =1+ & QM =&, que erit

(aa 2¢ct-tt)de . .
Vi 2c—1) (2aa—aer kD) Hic primum patet,

. e aad? .
fi fumatur # infinite parvum, fore d# —= s s, ideoque u==
\;

dw —

? AR 1 oye
ay — qua zquatio indicat curvam ultra C fimili modo ver-

Euleri De Max, & Min, K k

{us
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fus N progredi incipere, quo ex C ad M extenditur. Am-
biguitas autem figni v in denominatore aquationis luculenter
declarat, applicatam # @que negative accipi pofle atque affirma-
tive: unde manifeftum eft, retam CD efle curve diametrum,
atque adeo arcum C N B fimilem & xqualem fore arcui CMA.

20, Simili autem modo re¢ta cd, ex altera parte axi AE
per ¢ parailela du&a, erit curve diameter ; propterea quod ra-
mus Acb fimilis & ®qualis eft ramo ACB. In punctis ergo
B & b, erunt quoque punéta flexus contrarii omnino uti in A ;
unde curva fimiliter ulterius progredietur. Habebit ergo cur-
va infinitas diametros CD , cd, &c. intervallo eodem Dd a
fe invicem diftantes ac parallelas inter fe ; hancque ob rem cur-
va conflabit ex infinitis partibus inter fe fimilibus & aqualibus;
atque ideo tota curva cognofcetur, fi unica tantum portio AMC
fuerit perfpeéta.

21. Quia in A eft pun&tum flexus contrarii, ibidem erit ra-
dius ofculi infinite magnus; id quod ex ipfa curve natura pa-

. . ] Y 2 E . .
tet. Cum enim curva in A follicitetur a vi =— - f/‘ in direc-
tione AD; erit in quovis loco M, fi radius ofculi ibi ponatur
: .. . 2E E
= R, ex natura elafticitatis ——a—g‘x = _1%&" unde fit R —

aa
2x

pun&is C, ¢, ob AE=Ae==r, erit radius ofculi =—;‘l—‘:- 5

. In pun@o ergo A radius ofculi eft infinitus; at veroin

in his fcilicet locis maxime a re&a B A b remotis curvatura eft
maxima.
22. Etfi autem pro pun&o C conftat abfciffa AE —=«¢,
tamen diftantia E C nifi per integrationem zquationis
dy— - (aa—cc4 xx) dx
y= V(cc— xx)(2aa —cc—+xx)
enim poft integrationem ponatur ¥ ==y¢ ; ‘valor ipfius y dabit
diftantiam CE, qua bis fumpta prabebir diftantiam A B, feu
intervallum D d, inter diametros interjacens. Simili modo
‘ mntg=

definiri non poteft. Si
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integratione opus erit ad laminz incurvatz A C longitudinem
determinandam. Cum enim pofito arcu AM = s, fit
aadx

vV (cc—xx)(2aa—6c4xx)’

x = ¢, dabit longitudinem curve AC.
23. Cum autem ifte formulz integrationem non admittant ,

per approximationem valores intervalli A D & arcus curva

A C commode exprimete nitamur. Ponamus in hunc finem

' (aag—22)dx

2v (2aa— 2z2) ?

& AM =s= f-—--——“—a—d—x- Eft vero per feriem

2V (242 —22)

ds — hujus integrale , pofito

V(cc—-xx):z;; eritque PM :):f

V(24a — 22
1 1,22 1.3, 2* 1.3.9_3°
= e —_—x— — X = 2 ) — . .
a\/2(1+4 aa T 487 o +4-8-Iz><a‘ + &) s
unde fiet
— L LIPS SIS SRR 5 UL O 1 V5.8
s = v2/'dx( - + 4><a’ + 4.8>< a,+4.8'12><“,7+ &ec.)
BN P VRPN NNTIE VL SUTIES I JUL U IR.LE 2 SV
$—y= ‘,zfdx( - + 2 X= + 4~.8><a,-1}-4'8.12><a,-{—&c.).
24. Quia autem hxc integralia tantum pro cafu x ==¢ de-
fideramus ; quo cafu fit z==o0, ea commode ope peripheriz

Circuli exprimi potcrunt.  Pofita enim ratione diametri ad pe-

. . . pdx dx =
richeriam — 1: merit [ — —= [ ————— == ofito
P 1-m fz fV(cc—xx) 2z P
poft integrationem x =¢. Pari modo autem fequentia integra-
lia ita determinabuntur, ut fit '
Srdx = I xZ ¢cc
2 2
fz,’dx:—._— 133)( Z ¢t
24" 2
fz’dx == x—‘—3'—7>< Z s
2.4.6 2
7 I. 3. §.7 w [
2d% = 2 —LX— ¢
g 21662
&c.

Kk 2 His
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His ergo integraliﬁus in fubfidium vocatis , Erit:
AC— 74 (I+I.Ixcc + 1.1.3.3_ c*

—

2v2 > " V22" 24 2_2.4‘4><4—a—,,+&c.)
AC—AD:: 74 (i *

c 1.3.3.§  ¢*
£ . c. ).
. 2V2" 224 ><4.a4 2.4..4..'6>< 84° + &)
Ex his ergo reperiuntur AD & A'C yt fequitur :

— 7 VLI b WONARE L W LI
AC =2v2 (1t 2* x27—a+2‘.4‘><47‘ m'XSa“-*-&c')

1.3
2.

— —

A :Z"—a(l-..l—zxéx” 1*3? qxc“ 1*.3%¢% 7. ¢

Species
Frima.

17 220 g% 43 % 3 A a6 N 5 g —&e)
Si itaque detur AE —,, & AD =4, ex his 2quationibus
& reta conftans « & longitudo curve A C definietur, Vicil.
fim autem ex data longitudine curve AC, & re@a «, per

quam vis infleCtens determinatur , reperiri poterunt retz AD
& CD.

25. Quoniam igitur fpeciem primam conftituimus, fi in @qua-
L3 . — ! : ) dx e
ione generali 4y — (as—cegrx fuerit
tione gene J \/(cc—-xx)(Zaa—-cc-f.-xx)
c=o, feu -é'— == 0, quo cafu linea refultat reprafentans fta~

tum lamine Elaftice naturalem; ad eandem fpeciem primam re-
feramus quoque cos cafus, quibus ¢ eft quantitas quamminima ,
ita ut pre # pro evanefcente haberi queat.  Quia ergo » ip-
fam ¢ fuperare nequit ; etiam x pre « evanefcet, ideoque ifta

prodibit zquatio 4y — 72 (cﬂc{i wx) > Cujus integrale eft

y ==

vz Afin. —, quz eft 2quatio pro curva Trochoide in
infinitum elongata, Fiet autem AD =— ;’7"; »a qua ipfa cur-
ve longitudo infinite parum tantum difcrepat , propterea quod:
angulus D AM eft infinite parvus. Sit longitudo laminz ACB.
==1f, ejufque elafticitas abfoluta — E # k5 0b f— 27“;‘2. \
erit vis ad hanc curvaturam infinite parvam laminz inducendam

requis
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. * ) . e« o ] E ege
.requifita finitz magnitudinis & quidem = ERk 77 Scilicet f

extremitates A & B colligentur filo AB, hoc filum contrahi
debebit vi == ﬂkx 7z,

ff. 4

26. Secundam fpeciem conftituat cafus, quo ¢}> 04 attamen Species for
¢ <a; {cilicet {i ¢ contineatur intra limites o & 2. His enim “"is
cafibus angulus D' AM re@o erit minor; eft namque anguli

PAM finus, feu anguli DAM cofinus =—= 24—<¢ Hoc er-

aa
go cafu, forma linex curve talis fere erit qualem Figura 6,

[P s CC
reprefentat.  Quia igitur eft ¢ < < erit 7 <zi cum vero fit
cc . . , wa 8ff
== -~ unde 24 —7—= 5
2“:>o,er1tut1queAC f> 52 e <=
quare vis, qua extremitates laminz A & B ope fili AB ad fe
Invicem arttrahuntur, major erit quam cafu pracedente , nem-
E

pe >

27. In tertia fpecie unicum compledtor cafum, qQUO C===4, Seies
- quia hoc cafu axis AP curvam in punéo A tangit : hazcque #rtia.

fpecies fingulare nomen curva Elaftice reCtangule obtinuit. Eric

dx d . .
ergo dy frommnd m:_fic:T ’ & df= ‘/(ﬂff__xx“ ) ;hOC lgl'
tur calu AD & A C ita fe habebunt ut fit:

—f_ 74 g 103, 1hatst
AC "—'f—“‘z‘/z ( I + 23- ><-£+ 21!4z>< Z+ 21.42.6zx§+&c‘)
N TIVIRE SIVN NUE St WO SRS S 3 S
AD= _zs/z(‘ 3712 24734 2*4°.6* 753 &e.)-

Quanquam autem hinc, neque &, neque f per « accurate affi-
gnari poteft ; tamen alibi infignem relationem inter has quanti-
tates locum habere demonftravi. Scilicet oftendi effe 46f-= 7.4,
feu re@angulum ex AD & AC formatum erit xquale arez
Circuli cujus diameter eft = A E. Reperietur autem, calculum
Ny . 'Y 12 . .
fubducendo, proxime f = 16—“ x-:—, itaut fit 4 — Shf ; hinc vis
T
Kk 3 qua
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qua laminz estremitates A, B ad fe invicem™ contrahi debent ]
El

. o, ) )
erit = "3 x 2% o, Propius veroreperitur f— Z-=.1,180320
AL P p f 2 , 1803206,
. maa a . . .
hincque & =TF=y%0 1803206 ; unde in numeris puris

. b
erit 'E: 1,311006, & — = 0,834612.

28. Si ¢> 4, orietur fpecies quarta, eoufque patens, quoad
fit. AD == 4 == o qui alter limes ipfius ¢ difinietur per hanc
xquationem :

2 2 .2 4 2,2 .8 e
1 == ;_zx RV, 2‘72 + ;,:%i x;xfa;+§,%;%;><§x;7 + &c.
In hac ergo fpecic cum fit ¢ >4 ; curva in A fupra axem AE
alcendet , angulumque conftituer P AM, cujus finus erit =
CC~——aa

—— ; mox autem videbimus hunc angulum P AM mino-

rem effe quam 40°, 41’5 quoniam fi hunc valorem acquirit ,

intervallum AD evanefcit , quem cafum ad f{peciem quintam

. . . . L] cc
refero. Hinc in fpecie quarta continentur cafus quibus —

inter hos limites 1 & 1,651868 comprehenditur. FHarum au-
tem curvarum forma ex figura intelligitur; dummodo notetur,

. ccC N o & .o,
quo propius — ad pofteriorem limitem 1, 651868 acceflerit ,

o minus effe futurum intervallum A D, eoque propius lami-
nz terminos A & B ad fe invicem adduci. Fieri ergo poteft
ut laminz gibbofitates m & R, item M & r, fe mutuo non fo-
lum tangant, fed etiam interfecent, atque hujufmodi interfectio-
nes in infinitum multiplicabuntur, donec omnes diametri DC,
d c coincidant , atque cum axe A E confundantur.

29. Hoc {i evenerit, orietur {pecies quinta, cujus natura hac
exprimetur aquatione intcr coordinatas AP == x & PM=y;
v — - (cc—aa—xx)dx
)= J(cc—uxx)(2aa— cc4 x

2 & ¢ relatione, ut fit intervallum A D ==#§ ==o. Ponatur
cC

——

244

%) exiftente hac inter
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(44

s~ ==, atque v ex hac xquationc infinita definiti debet

I. 3 1.1.3.5 , , I.1.3.3.5.7 ,
- ——— e &ec.

. 2.2 +2.2.4..4 +2.2.4.46.6 +
Quarantur primum per methodos cuique folitas, vel faltem ten-
tando, limites inter quos verus valor ipfius v contineatur , at-
que hujufmodi limites reperientur v = o, §24 & v =<0, 828.

Quod fi jam uterque fubftituatur in @quatione ex erroribus bi-

nis oriundis, concludetur tandem fore v == o, 825934 =—

—Cf-; unde fit %=1,651868 g 2

by s ——0,651868; qua
expreflio cum fit finus anguli PAM , ex Tabulis reperietur
hic angulus == 40°, 41/; ideoque hujus duplum, fcu angulus
M AN, erit =81°, 82’. Quare fi laminz elafticx extremita-
tes eoufque ad fe invicem adducantur , ut fe contingant; tum
curvam AMCN A formabunt, & ambx extremitates in A an-
gulum conftituent =81°, 22,

30. Si ambz extremitates lamine A & B, poftquam ad fe
invicem fuerint adducte, au®a vi in plagas contrarias a fe in-
vicem diducantur ; orietur curva hujus forme AM C N B, que
fpeciem fextam conftituat. In curvis ergo ad hanc fpeciem per-

. o . cC . cC
tinentibus, erit 2.4 P05 825934 ; ita tamen ur fit pin S I.
Quod fi enim fit ¢c== 244 orietur fpecies feptima mox ex-

plicanda.  Erit ergo in his curvis angulus PAM, quem curva

in A cum axe conftituit major quam 40°, 41', minor tamen

cCC—aa

retto: cum enim ejus finus fit = sobce <244, fi-

nus ifte neceffario eft minor finu toto 5 neque ergo angulus P AM
retus fieri poteft, nifi ponatur cc=—=244.

31. Sit jam ¢c==2 44, quo cafu fpecies feptima conftitui-
tur, atque natura curva exprimetur hac zquatione

aa—xx) dx . .
dy = x(‘/u“__ xx )3 €x qua colligitur, curva ramos A

& B infinitum extendi ita, ut re%a A B fiat curve alymtota.
Fiet ergo uterque ramus AMC & BN C infinitus, id quod ex

{crie

Spectes
ﬁxm.

tig, 9.

Species:
Jevtima.

1"ig. 10
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ferie fupra pro atcu ACE inventa intelligitur ; erit enim )
. 3 2 2 2 2
_AC:-;;Z (1 + % + ;;31 + ;—,—-‘%,—;—,— + &c. ), cu-
jus feriei fumma eft infinita. Quod fi igitur laminz longitudo
A C fuerit finita = £, necefle eft ut fit 4 =o, hincque etiam
CD =¢==o0; lamina ergo, poftquam in nodum fuerit in-
curvata, hoc cafu iterum in dire@um extendetur, ad quam ex-
tenfionem opus erit vi infinita.  Sin autem lamina fuerit infinite
longa, curvam formabit nodatam ad afymtotam A B conver-
gentem, exiftente CD =¢. _Aquatio autem pro hac curva
ope logarithmorum integrari poteft, obtinebitur enim

= /(cc—xx) —-——g— 16+‘/<”—xx),

X
fumptis abfciffis  in ipfa diametro DC; ita ut it D Q=x, &
QM =y; evanefcit enim applicatay, pofito x=CD =¢. In
nodo autem O applicata y pariter evanefcit: ad quem locum
g2V lee—xx)  yey(e=xx) g
) x

€

.. 2
inveniendum,ponatur

v . x V(ce—xx) .
@ angulus cujus colinus == . & finus == ( p , erit

2fin. @ == / tang. (45°++®), qui logarithmus ex hyperbo-
licorum genere fumi debet ; cujufmodi Canon fi deficiat , fuma-
tur ex Canone vulgari logarithmus tangentis anguli 45° 410,
a cujus chara&eriftica denarius auferatur, firque refiduum =a;
quo facto erit 2{in, @ == w. 2, 30258509 : fumeadis ergo ite-
rum logarithmis vulgaribus , erit /2 4 /fin. @ = /= +-

0,3622156886, feu Lfin. ="7/w + o,0611856930. Hoc
artificio tentando, mox vero proximus valor anguli @ elicietur;
unde porro per regulam fali verus valor anguli ¢, ex eoque
abfciffa x = D O definietur. Reperitur autem hoc modo an-

gulus @ =73°, 14’, 12", unde prodit-f—- = 0,2884191, &
vV (cc—xx)

¢

— 90 = §6°, 28', 24", ideoque angulus MON== 112",
: o co : ,

56, 48". Cum igitur fpecie quinta angulus nodi elet 81°,22/,
in

— 0, 9575042 ; angulus vero QOM fit =20
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in fpecie fexta angulus nodi M ON continebitur inter limites
81°, 22" & 112°, 56, 48". In fpecic quarta autem fiquidem
detur nodus, erit ejus angulus minor quam 81°, 22"
32. Sit jam cci> 244, putacc =gzaz + zg; crit xqua-
cc—gg
2
dy = (xx—t6c— Lgg)dx
V(ee—uxx)(xx—gg)
tava continetur , eritque , {i reta d D d reprefentet dire®ionem
vis follicitantis, ¥ =D Q & y=QM. Primum ‘ergo patct
applicatam y realem efle non pofle, nifi fit ¥ ¢, tum vero x
non poteft excedere re¢tam D € ==¢, unde fumpta DF =,
tota curva continebitur inter rectas ipfi d d parallelas per punc-
ta C & F duttas, que curvam fimul tangent. Perinde autem
€t utra reCarum ¢ & ¢ fit major, dummodo fuerint inxqualesy
“®quatio enim non variatur fi reéte ¢ & ¢ inter {e permutentur.
Deinde vero hxc curva quoque habebit infinitas diametros in-
ter fe paralleias DC,dc, dc, & que per fingula pun&ta' G &
H ducuntur reétz pariter ad d Dd normales; nufquam autem
per totam curvam dabitur pun&tum flexus contrarii , ideoque
“continua curvatura utrimque in infinitum progreditur, uti figura
indicat; anguli autem qui in nodis conftituuntur M O N majo-
res erunt quam 112°, 56 , 42"

33. Cum in hac fpecie non folum contincantur cafus quibus
gg <cc, fed etiam quibus gg > ¢ ¢, unicus adhuc fupereft ca-
fus quo ¢ =g , quo quidem tota curva in fpatium evanefcens ,
ob CF ==o, redigiur. Quod fi autem utramque ¢ & g fta-
tuamus infinitam, ita tamen ut earum differentia fiat finita, cur-
va finitum fpativm occupabit. Ad eam ergo inveniendam, po-
natr g==c¢— 24, & x==c—h—1, atque ob ¢ = o,
quantitates # & # vero finitx, erit fce+1gg=¢c¢ —2¢h;
& xx— Lec— L gg==— a2ct; tUM VEro €6 — XX ==
ac(h41t), &Kxx—gg=—=120c(h—1); ex quibus fequens
prodibit @quatio , y == J(ITIZL“”"-I-%—:;) , pro Circulo, Lamina

Euleri de Mex. ¢ Min. L1 claftica

tio pro curva, ob # 4 ==

» qua xquatione {pecies oc-

Spovin

iz,

Figoo«r.

Spectes
HOHQ.
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elaftica ergo hoc cafu in Circulum incurvatur, uti fupra jam
annotavimus ; Circulus ergo fpeciem nonam atque ultimam conf~
tituet.

34. His enumeratis {fpeciebus, facile erit pro quovis cafu obla<
to affignare , ad quamnam {peciem curva formata pertineat. Sit
lamina eclaftica in G muro infixa, termino vero A appendatur
pondus P, quo lamina in figuram G A incurvetur. Ducatur
tangens AT, arque ex angulo T AP totum’ judicium erit pe-
tendum, Si enim hic angulus fuerit acutus, referetur curva ad
fpeciem fecundam ; fin fir re¢tus ad tertiam , eritque elaftica rec-
tangula. Quod {i angulus T A P fuerit obtufus , minor tamen
quam 130°, 41/, curva ad fpeciem quartam pertinebit; ad quintan
autem fi angulus TAPfit ==130°, 41'; {in autem angulus TAP
major fuerit , curva fub fpecie fexta continebitur.. Ad feptimam
vero pertineret, {i ifte angulus fieret duobus retis zqualis ; quod.
autem nunquam- fieri poteft. Hiec igitur fpecies cum duabus fe-
quentibus produci nequit Jamina immediate pondus appendendo.

35.. Ut igitur pateat quomodo reliqua fpecics laminam
incurvando produci queant, laminz in B fixx , non immediate,
fed virgz rigide A C cum laminz termino A firmiffime conne-
xe in C appendatur pondus P, quod trahat in diretione CD.
Sit intervallum A G == 4, elafticitas lamine abloluta = E##,
& anguli M AP quem lamina: in A cum horizontali confticuit,
finus == m. His pofitis, fi ponatur ablciffa AP =1 & appli-
cata PM ==y, reperietur pro- curva ifta  =quatio.
dy o At(mEkk—Pht —LPit)

)= V(EWF —(mEFk— Pht— L Pzs)*) ~
Ponatur jam CP ==x==4 + r, quo zquatio ad formam qua
in divifione fpecierum ufi fumus , reducatur ; erit
dx (mEkk4 LPhbh— 2L Pxx)
V(E R — (mEkk+4LPhh —: Pxx ) )
quz comparata cum forma:

L dx(aa—cctxx)

4y == V(cc—xx)(2aa=—ccxx)

dy ==

fen
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dx(ﬂtl-—cc-‘—xx) . _
--—(aa—-cc+xx)2>dab1tszl‘——E/él(’,(Cu

feu dy= Vi

ga = 231)&4,. &} Pec— L Pas=mEkk+ % Phh; ergo
Ce— Z(Itm)E'Iik_*_ bk

36. Curva ergo ad fpeciem fecundam pertinebit, fi fueric

ﬁ”—fﬁ—{—hé <o, feu P < ——:EL-’;;-—E—Q‘ : nifi ergo angulus

P AM fit negativus , vis P negativa efle atque virga in C fur-
fum trahi debet. Ad fpeciem tertiam curvatura pertinebit, fi
P— :-zm—’)”fi—ll . Quarta autem fpecies prodibic fi fuerit
2mEkk+ Phh>o,fimul vero amEbk+Phh < 2aElk,

. . 2 — i )EkL
cxifiente « = o,651868. Sin autem fir P— *{2 hh L
tum curva ad fpeciem quintam pertinebit. Quod fi vero fueric

Phh>2(a —m)Ekk, imul vero Phh < 2(1 — m) E4#,
curvaad fpeciem fextam eft referenda. Septimaque fpecies pro-
veniet, 1 Phbh =2 (1 —m) E ¢4 O&ava autem {pecies ob-
tinebitur, i Phh > 2 (1 — m ) Ekk; quare fiangulus PAM
fuerit rectus , ob 1 — m == o, curva femper ad fpeciem octa-
vam pertinebit. Species denique nona orietur , fi fuerit 4 = ;
uti jam fupra annotavi.

37. Que ante de fpecie prima funt annotata infervire poffunt
viribus columnarum dijudicandis.  Sit enim AB columna fuper
bafi A verticaliter pofita, geftans pondus P.  Quod fi jam co-
lumna ita fit conftituta ut prolabi nequeat; ab onere P, fi fuc-
rit nimis magnum, nil alind erit metuendum , nifi columnz in-
curvatio ; hoc ergo cafu columna fpecari poterit tanquam claf-
ticitate predita. Sit igitur clafticitas abfoluta columnx — E4 -
cjufque altitudo AB == 2 f==u, atque fupra §. 25 vidimus,
vim requifitam ad hanc columnam vel minimum inclinandam effe
— E/{k___ T

i ae E#4k Nifi ergo onus geftandum P majus
Ll fie

De v,
Columd.
rum.

Fig. 11.



Ehﬂicim-
zis abfolu-
2# deter-
minutio
per  expe-
rimenia,

Fig. 14.

268 DE CUREKTYrS
makk
T aa
tra vero {i pondus P fuerit majus, columna incurvationi refifte-
re non poterit. Manente autem elafticitate columnz, atque adeo
cjus craffitie eadem 5 pondus P, quod fine periculo geftare valet,
erit reciproce ut quadratum altitudinis columnz : columnajue
duplo altior quartam tantum oneris partem geftare poterit. Hec
igitur pracipue in ufum vocari poffunt circa columnas ligneas ,
quippe que incurvationi funt obnoxie. o
38. Quo autem vis atque incurvatio cujufque laminz clafti-
ca a priori determinari- queat; necefle eft ur elafticitas ablolu-
ta., quam hactenus per E£# expreflimus, (it cognita; id quod
unico experimento commode praftabitur.. Infigatur lamina elaf-
tica uniformis FH , cujus elafticitatem abfolutam inveftigari -
oportet', altero termino F parieti firmo GK; ita ut fitum te-
neat horizontalem F H; hic enim gravirarem naturalem neglige-
re-liceat. Alteri termino H appendatur pondus pro arbitrio.
famptum P, quo lamina in ftatum AF incurvetur.  Sit longi-
tudo lamine AF == HF=—=F, refta horizonralis AG =¢. &
verticalis GF==4; qui valores omnes per experimentum erunt.
cogniti. Comparetur jam hac curva cum zquatione generali.
dy == (cc—aa~——xx)dx :
. V(cc—xx)(2aa—cctxx)

in qua {i fuerint 2 & ¢ per £, g, 4, definita; erit vis incurvans
p 2Ekk,

aa. ’

fitquam E, , nuila prorfus incurvatio erit metuenda; con-

ideoque elafticitas abfoluta E4f'= ! Paa.

. . . .. . . 1. dy .
39. Quiajam tangens in F eft horizontalis , erit hic= = o,

ideoque ¥ ==yeo—aa. Hincergo erit AG=g=v/(cs—ax),
& 4a==cc— gg; ideoque:
: (op——xxVdx
V(cc——xx)(cc— 228 4 xx)

pofito autem hic x =g, fieri debebity= GF =4, feus=
AT — £ —_ (cc—pgg)dux K

AF =F; eft vero ds == Toe— 1) sy

- Jam fi pondus P fumatur, valde parvum , ur. lamina paulif-

per

dy =
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per tantuth deprimatur ; tum erit ¢ quantitas valde magna ;.
I
V(ce—xx)(cc—2gg nx)
i3 I

ideoque erit proxime

: : — g\ (SIS X
(ct—2ccgg + 2585 —x%) = == +‘~;-—-——-ch
+ ‘ . _ ' '
+ ';ﬁc'.;, ideoque integrando quoque proxime :
— (g | (w——ggigox  (cc—gDogx’ | (co—ge)’
cc c* 38 + 10* °
. £Lx S 4L £ex’
&y - cC + ‘,‘4 3(;6‘ + IOCG.
% Zext 0 gex o
3cc 3t §c* 146 °
3

" — ey 37 2 | e
Sit nunc x == g, fietque f=¢ 300t & h = ot it

Quod ff ergo tecta FG == 4 in ufum vocetur , erit cc = 2’ ,

3h
& aa = &&;};——35———): unde clicitur clafticitas abfoluta
Eti = ng(ng 3 ), qui valor a vero vix fen(blhtcr
difcrepabit, dummodo laminz curvatura non nimis magna indu-
catur. | o
~40. Hexc autem elafticitas abfoluta E'## primum pendet ab
natura materi®, ex qua lamina eft fabrefatta; unde alia mate-
ria magis , alia minus clatere pradita dici folet. Secundo quo-
que ita pendet a lamine latitudine, ut expreflio E44 ubique
latitudini laminze debeat efle proportionalis, fi cetera fint paria.
Tertio verum craffities laminz plurimum confert ad valorem ip-
fius E ## determinandum, qua ita comparata efle videtur, ut,
ceteris paribus, E#4 fit ut craffitiei quadratum. Conjun&?m
ergo tencbit expreffio E## rationem compofitam cx ratione cla-
teris materia , latitudinis laminz fimplici, ac duplicata crafficici
laming. Hmc per- cxperimenta quibus latitudinem & craflitiem

L1 3 metirt
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metiri licet , omnium materiarum elafticitates inter fe eomparari
ac determinari poterunt, .
peewron. 41+ Quemadmodum igitur ha&enus lamine, cujus curvatu-
turala- Fam determinavi, elafticitatem abfolutam E4 4 per totam lon-
:’Z}’;}FM gitudinem conftantem pofui; ita folutio eadem methodo pote-
imequabi- Tit ablolvi, {i quantitas E# £ utcunque ponatur variabilis, Scili-
lis. cet fi elafticitas abfoluta fuerit ut funétio quecunque portionis
783 Jamine AM » que functio fit == S, pofito arcu AM == s; at-
que exiftente radio ofculi in M= R; curva AM, quam lami~
na induit , ita erit comparata, ut in ea, inter omnes alias ejuf~

- . L) Sd - . e
dem longitudinis, fit /° E—I{\ minimum, Solvetur ergo ifte cafus

per formulam fecundam generalem. Sit dy—= pdx; dp == qdx;
at d§ == T ds, atque, inter omnes curvas in quibus eft
Sdxy (1+pp) ejufdem magnitudinis, ea determinari debebit,

in qua fir / —S294x minimum. Prior formula fZxy/(142p)
q 2 {4
(14pp)

. e I ? ‘
dat pro formula differentiali —— 4. EETTIs Altera vero

f—Mz cum/Zdx comparata dabit Z = —399 —
(1) Ci4pp) "
Cum igitur pofitum fit dZz==Ldn + Mdx + Nay + Pdp
+Qdg, n=f[2Z]dx, &d[Z]=[M]dx + [N]dy
4 [Pldpserit Lan= 92745 gy 99T

(tgrpp)? (x +pp)*?

dn=ds=dx (1 +pp); ideoque [2] == ¢ (1 +2p),
{M]=o0,[N]=0¢,&[P]=

TCESTYS Deinde vero

,c{’tM:o, N—o, P—= — -S_S_q_gp_tgz, & Q‘_:
Citpp)”

-—-——?'—ﬁ?——;, itaut fitd z — -—z—q——{-l—is;——;«z +Pd’+Qd9.

(rebpp) | Crpp)’

42. Jam {ymatur integrale fLdx = f ’—-—q—qi'—i-;c—_,-z =
atrp)
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f(x 9”’3\3 > fitque H cjus valor, fi ponatur x ==, cujus

quxdem conﬁanus « confideratio mox ey calculo rurfis evanef-
) qqdS

cet. Erit ergo V __—:‘IH —f (T-FW: T;Jdnde valor diffe-
P ddQ
rentialis fiet = — +— — 4. [P] V+ . Quamo-

brem ex his duobus vaxonbus dxffcrcntnlxbus nalcetur hac
xquatio pro curva quafita

L P, L —ddg
4y = B —4L

quae integrata dat

' +c——P+[P]V-—-J§ five

V(I+PP)
4 G qqds 4P dy

) NG ~ vam’ ipy T
ubi conftans H alias determinata in conftante arbitraria « com-

prehendi poteft , que ipfo conftans # ex calculo egreditur. Id-
circo crgo prodibit hxe 2quatio-

—P 42 __ P  , qqdS

\/(I+K€I Gt T = — i it G

ultiplicetur hac zquatio per dp__qu atque prodibit -
_ﬁld_ﬁ_+cd,__Pdf~ng_ /2448
V(1+1p) J(I+z>p) (Tpp)”
Cum autem fit /2 = -—g-'i—d-“?——- ; T Pdp+ Qdg, erit Pap

(1pp)"
=dZ— Qdg— 9948 572 quo valore fubflituco |
(1)

emerget a:quatxo integrabilis hac :

apdp e 9 dQ — O d g — qqu’
v(1 +PP§+Gd’de 7 Q‘ Q‘ 7 REEE
f (1+pp)
— pap

V(14-2p )f ({%‘q_%r, cujus integralis eft :

V1) +Cp oty = Z2— Qg—V 1 FEE, fea

«.)
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ay(rtpp)4Cpt+y= — S99 = y(: +pp)/ A2 s

(1 +pp)§ P2 (1pp)*.

Quo fignum integrale tollamus, divifa zquatione per v/(1-+22);
€a denuo differentietur ;

Ldp ___ypdp  299dS  2S9dq_ SSpwdp .,

Cbpp)? (ppp)t® | Gt T G Gt

(14pp) "
2q

que per multiplicata , praxbet:

€dp _ ypdp ( 9dS+Sdq _ 3529dp - q;

4 1 Crdpp)’® (rdpp)
cujus, ob dp = gdx & dy=pd*, integrale erit

at i 6x—iyy + . ;:z:::o'
Crpp)

3:2
At eft — (1 ;‘H’ ?) —= radio ofculi R ; unde conftantes

€ & yduplicando, orictur hec zquatio -1‘% =—a4-Gx— ¥)4

qux xquatio apprime congruit cum ea, quam altera Methodus
dire®a fuppeditat.  Exprimet enim «+ 6x -—yy momentum
potentix incurvantis, re&ta quacunque pro axe affumpta , cui
momento utique aqualis efle debet elafticitas abfoluta S per
radium ofculi R divifa. Sic igitur non folum Celeb. BE R~
NOULLII obfervata proprictas Elaftice pleniffime eft evicta
fed eriam formularum mearum difficiliorum ufus fummus in hoc
Exemplo eft declaratus.

44. Si crgo curva fuerit data, quam lamina inequabiliter
elaftica a potentia CD =P, follicitata format; hinc elaftici-
tas abfoluta laminz in quovis loco poterit cognofci. Sumpta
cnim reta CP, que ad dire@tionem vis follicitantis eft nor=
malis, pro axe, ac pofita CP =x, PM ==y, arcu curve
AN =, & radio ofculi in M ==R, ob momentum potentiz.

P ad pun@um M relatum = Px; erit S —Px; ideoque elaf-

sicicas abfoluta in punGto M, quz eft §, = P Rx. Hinc
' ‘ cum,
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cum, data curva, in fingulis pundis detur radius ofculi R, clal-
ticiras abloluta in quovis loco innotefeit.  Quod fi ergo ma-
teria laminz, una cum craflitie , ubique fuerit cadem ; lari-
tudo autem fit variabilis : quia elalticitas abfoluta latitudini
eft proportionalis , ex curva formata iatitudo laminz in fingalis
locis colligitur.

45. Sit ex lamina elaftica exciffa lingula triangularis fAf
ubique ¢}t fdem craffitiel.  Quoniam ergo lmtm.o mm, in qno-
vis loco M, eft longitudini AM proportionalis ; pofira A M
==, erit elafticitas abloluta in M ut s. Sit ca == E/s; at-
que lamin® termino ff muro horizontaliter infixo , appendatur
cufpidi A pordus P; quo lamine retamedia AF in curvam FmA
incurvetur , cujus natura quaritur. Pofitis autem in axe hori-
zontali abfcifla Ap==x, applicata pm =y, &arcu Am==y;

. E, . . . .
erit Px — 1{;’ denotante R radium ofculi in m.  Maulciplice-

. —ds?
tur hec 2quatio per 4x, & ob R = Inddy’ pofito dx conf-
-_— Ek_m’\c z{f{lz Pxdx sdx /]/ly
ds? > feu Ek + =7 T ds?

sd sdd ddd; r] drl
At,cumﬁta’.—‘—l:y_:g_;l :y b dy =10 7.}.4

obdds ____il.Z_jiZ , erit [0 ’dzz;iji _..5—53'-—- unde inte-
grando habebitur £ x: Fa=""—1 d’ + 5.

46. Sit dy __pdx, erit s = dx¢(1+pp), & poflito
/(1 )
?

tante , erit Pxdx —

=

2 k___‘. fict ¢+__. =y V'(I+PP)’ ideoque erit

+xxs/(r,+rp) ys/(r+pp)
cp
—adjlv_+..wdx\//l+pp) xxdp Ay (1-pp)
324¢ +n;) cp cppy/ (X +pp) ;" r
—_——rr . — T YAp i
rrvoiday AV (1) =y Hin
.«.jfxdx(l—}-]'p)

i a4— 5= """o ¢!
oritur ¥ r —. Ponatur dp conftans,

Euleri De Max. & Min., Mm ac

— 5 qua differentiata dat

Figoxy.

[..L 14.
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ac differentiando. erit — pdx = ?—Mgd(?m-&?;) +
2p[lx=-<1 + rp) + 2xdx(14-3pp) _ 2xdx  feu
cdp ¢ c

o==cdxdpt2rxddx(1+pp)t2dx* (x4pp)+6pxdx;
cujus zquationis autem refolutio ulterior non conftat,  Simpli-
yds— sdy _ Pxx

ds T 2k
quia enim pofito ¥ ==o0, & y & s evanelcerc debent, conftans.
4 debet effle = o, .

47. Hoc igitur modo curvatura lamine , five xqualiter five
inxqualiter elaftice , determinatur, {i ab una potentia follicite-
tur; atque, quod precipue eft notandum., fi lamina naturali-
ter fuerit in dire¢tum extepfa. Quod fi enim lamina in ftatu
naturali jam fuerit curva ; tum utique a vi follicitante aliam
curvaturam induet; ad quam inveniendam, prater follicitationem
arque elafticitatem, fimul figuram ejus naturalem nofle oportet.
Sit igitur lamina elaftica naturaliter curva Bma, cujus quidem
elafticitas fit ubique eadem , == E4#; quz a vi follicitante
P in figgram BMA incurvetur. Per A ducatur reta CAP
ad dire&ionem vis follicitantis normalis, qua habeatur pro axe;
fitque intervallum AC =+, abfciffa AP =wx, applicara PM
= s; erit momentum. vis follicitantis pro puntto M =.
P (¢ 4+ x)-.

48. Sit porro radius ofculi curve quafite in M =R : fuma-
tur in ftatu naturali arcus am == AM =+, fitque in pun&o
m radius ofculi ==r; qui ob curvam amB cognitam dabitur
per-arcum .. In M ergo,. quia curvatura- major eft , radius
ofculi R minor eft quam 7, atque exceflus anguli ‘elementaris in

M fupra angulum in flatu naturali erit — 41—{- —_— ‘lf' , qui ex=

ciffima autem pro.curva eft equatio haec

5

-
ceffus erit effectus a potentia follicitante productus.  Quamobrem
erit P(c+x) = E“"('-;{'— ~ 5 quze-cum # per s detur,

etit quatio pro-curva-quefita; qua autem fic in genere fpeQta-
ta ulterius reduci non poteft.. |
49. Po-.
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49. Ponamus ergo laminam in ftatn naturgli am B habere
figuram circularem ; erit g radius cjus circuli qui fit =4, undc

fit P(ctx)=Ekk( %\- - -i— ). Multiplicetur hee xqua-

tioper 4x, & integretur; orietur Eil\ (zxx+rtx+1) =

—d x . . Ebk. .
——Jz-— —: qux zquatio, fi loco ¢ feribatur ¢4~ —P&-‘; abi-
. . P —_dy

bit in FLK (Lxxdex+f)= 7. que clt eadem x-

quatio quam fupra pro lamina naturaliter reGta invenimus. La-
mina ergo naturaliter circularis in eafdem curvas incurvawr ,
que laminz naturaliter recte inducuntur: tantum {cilicer locus
applicationis potentie, feu intervallum A C == ¢, pro utroque
cafu {ccondum datam legem variari debebit,  Exdem crgo no-
vem fpecies curvarum prodibunt pro figuris, quas lamina natu-
raliter circularis inducere poteft, quas fupra numeravimus., La-
mina enim circularis, fi intervallum A C capiatur infinitum ,
primum in lincam re¢tam extendi poteft; tom quecunque po-
tentia infuper applicata eundem praftabit effectum, ac fi fola la-
minz claftice naturaliter recte applicaretur.

so0. Ponamus autem, quacunque fit lamine figura naturalis,
pun&um C infinite diftare ; itaut momentum vis f{ollicitantis ubi-

que fit idem , quod per E'4# divifum ponatur = —;—; critque
-;—-=—%\-——-——;—- —%:%—-i—-'l— Hinc ﬁctfd——l{:-é
+/ é;s— = amplitudini atcus AM; ficwi /° %’- exprimit ampli-
tudinem arcus am; quemadmodum quidem Celeb. Job. BE R~
NOULLI hoc 4mplitudinis nomine in eximio Tra&atu De mo-
tu reprorio uti eft folitus. St igitur o=+ /° ’lr’» arcus in circulo,

cujus radius == 1 fumptus, qui ob » per s datum, quoque in
s erit cognitus. Hinc autem reperientur coordinat orthogo-
nales x & y, ita ut fic

Mm Z X
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e fin. (4 /%), & y=fdscol. ( &+ /%);
unde curva quafita per quadraturas cofiftrui poterit.

s1. Hinc determinari poteft figura amB, quam lamina in
fitn rarurali habere debet, ut a potentia P in direGione A P
follicitante in lineam re&tam AMB explicetur,  Sumpta enim
longitudine AM ==s; erit momentum potentie follicitantis
pro puncto M == Ps; radius ofculi autem in M, per hypo-

. . . . I . .
thefin, erit infinitus feu — == o, Sumpto jam in ftatu natu-

rali arcu am ==, pofitoque radio ofculi in m==r; quia hec
carva convexitate fua retam A B fpectar, in calculo praccden-

te poni debet » negativum. Hinc erit Ps = ~%& , feurs
==44; qux eft zquatio naturam curve amB comple&ens.
(R I . 55 .
s2. Cum igitur fit — =2 ; erit /%% =— 2% | feu erit am-
r. aa ¥ 2aa

plitudo arcus a m ut quadratum ipfius arcus. Hinc coordinate
orthogonales » & y pro hac curva am B ita definientur, uc fit
. ) ss e e .
x ==-[ds fin, —, & y=/fds col. == Scilicet in circulo, cu~
f Zaq J f 24aa S 2 >
L)

jus radins == 1, abfeindi debet arcus == < | cujus finus & co-
J 24aa

finus ad coordinatas determinandas affumi debent. Ex co au-
tem quod radius ofculi continuo decrefcit, quo major capiatur
arcus am ==+, manifeftum eft eurvam in infinitum non proten~
di, etiam(i arcus s capiatur infinitus. Curva ergo erit ex fpira-
lium genere, ita ut infinitis perads fpiris in certo quodam punc-
to tanquam centro convolvatur, quod pun@um ex hac conftruc-
tione invenire difficillimum videtur. Non exiguum ergo analy-
fis incrementum capere exiftimanda erit, fi quis methodum in-
veniret , cujus ope, faltem vero proxime , valor horum inte-

3 . 5 5 ..
gralium /s fin, 5 & [ds cof. 2—[':; affignari poflet, cafu quo

s ponitur infinitum ; quod Problema non indighum videtur , in
quo Geometra vires {uas excerceant.

53+ s
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53. Sit 242==104 & cum fit
6

fin emto— Lg e
bbb 1.2.35° 1.2.3.4.56° I.2.,.74%% :
cof£=1—~ 2 + ""‘5;*"*———5”——'4—&?
“bb I.2b* 1.2.3.4b° 1.2.3.4.5.6b"* *

coordinate x & y curve quafitz commode per feries infinitas
exprimi poterunt: erit enim

j; 57 Sll J.IS
T or T Yot g T i &
5 4 i3

s $ 5 o .
1.2.9 b* + 1. 2. 3. 4.95° ~i.'if'3'—..f'6.*x§i;“'+ e
ex quibus feriebus vehementer convergentibus , nifl arcus s af-
fumatur valde magnus, valores coordinatarum x & y vero pro-
xime fatis expedite determinari poflunt.  Verum cujufinodi va-
lores x & y acquirant, fi ponatur arcus s infinitc magnus, cx his
feriebus nullo modo concludi poteft.

54-  Quoniam igitur pofitio infiniti loco s facienda maxi-
mam parit difficultatem 5 huic quidem incommodo fequenti

modo remedium afferri poteft.  Ponatur ﬁ

. bdv b ~dv
& = _— [
Vv, erit ds 2V fietque , ¥ = 2 f\/ -

b : , :
=/ ‘IV% col. v. Nunc autem dico valores debitos pro x & y, fi

)= s —

==, ut fit sy =—

fin, v, & y =

ponatur ¢+ == oo, inventum iri ex his formulis integralibus ,

b e 1 !
== 2ﬂ i Y (7r+v)+v'(27r+v) V@Brt) *
I

AN SR SUNNRRNE SR -
2 S G~ e T — Ty &) ol s,

&e)fin, v

fi poft integrationem ponatur v = > denotante 7 angulum
duobus rectis zqualem. Hoc ergo modo politio infiniti qui-

dem evitatur , contra vero feries infinita

1 I T . : colum int
by omray 4~ VETETY &c. in calenlum introe

ducitur , cujus fumnia cum adhuc latear, refolutio hujus nodi
maxime adhuc difficultaci eft obnoxia,

Mm ; 55. Tra~
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55. Tradita jam methodo inveftigandi curvaturam cujuf-
que laminz elaftice, fi ca ab una vi in dato loco applicata
{ollicitetur ; conventet quoque curvaturam 2 pluribus, imo infini-
tis, potentiis laminz claftice indutamindagare. Quoniam ve-
ro nondum conftat , cujufmodi cxpreflio his cafibus futura fie
vel maxima vel minima; methodo utar tantum diretta, quo
ex ipfa folutionc fortaffe proprietas ca, que eft maxima vel mi-
nima erui queat. Sitigitur lamina elaftica, naturaliter recta, in
ftatum A m M reda&a, primum a viribus finitis P & Q fecun-
dum dircé&tiones CE & CF interfe normales follicitantibus, tum
vero a viribus infinite parvis fingplis lamine elementis mp ap-
plicatis, & fecundum dire&tiones mp & mgq illis CF & CF pa-
rallelas trahentibus ; quibus pofitis requiritur natura curve AmM
jaminz induéta. ' ' :

56. Sumatur reta FC A produ&ta pro axe, ponatur AC
=r, & vocetur abfcifla AP =x, applicata PM =y, arcus
curve AM =+, & radius ofculi in M == R. Sit elafticitas la-
minz abfoluta conftans == K4 #; atque fumma momentorum ex
omnibus viribus follicitantibus refpetu puncti M ortorum aqua-

Iis effe debet g—%, Primum quidem a vi finita P in direétio-

ne CE trahente oritur momentum == P(¢ 4 ¥), in eam
plagam agens qua vis elaftica quilibratur. Momentum autem
ex altera vi Q ortum, nempe Qyin contrariam plagam tendit,
ex quo ex virtbus finitis P & (Q_conjunéim oritur momentum
P(e+x) — Qy. Jam confideretur quodvis elementum la-
minz intermedium mgu, cujus refpondens abiciffa A p ponatur
==, & applicata pm ==, {it autem vis elementum mx in
diretione m p urgens ==dp, & vis urgens in dire¢tione mq
== dq; erit momentum ex his viribus pro puncto M ortum ==

(v —{)dp—(y—n) 41
57. Ad fummam ergo omnium hotum momentorum inve-
nicndam, punétum M, ac proinde x & y, tantifper pro conf-
rantibus haberi debent, dum folz coordinate { & 4 cum viri-
bos dp & dg tanquam variabiles fpectantur,  Erit ergo fumma
momens



ELASTIC?:!S 299

momentorum a viribus arcum A m follicitantibus ortorum == xp
—/fCdp—yp +/[1dg; ubip exprimit fummam omniym vi-
tium arcum AM in dire&ionibus applicatis pm parallelis follici-
tantium, & ¢ fummam omnium virium arcum Am in dire&io-
nibus axi Ap parallelis follicitantium, At eft f[{dp=—=Cp—
[7d & [1dg=1ng—[4d7r; unde fit fumma momentortim
ex viribus arcui Am- applicatis ortorum = (x — Op+[pdl
— () —%)g—[g9dy. Promoveatur jam pun&um m in M
ufque, fietque {==x, y =y, & 4 =ds atque & p=dy; undc
fumma omnium momentorum per totum arcum A M fumpto-
rum erit == fpdx — f7dy. Quocirca obtincbitur pro curva

quzfita hxec xquatio %i =P(e+x)—Qy+fpde— [y dy,

ubi ergo p exprimit fummam omnium virium verticalium feu in
dire&ionibus applicatarum M P agentium, & g fummam om-
nium virium horizontalium feu in dire@ionibus M Q_axi AD
parallelis agentium per totum arcum. A M.

58. Si formula pdx & g4y integrationem non admiteane s
tum zquatio inventa per differentiationem ab his formulis intc.
gralibus liberari debebit , unde habebitur ifta zquatio :

:%%L’izpdx — Qdy+ pdx— g4y
Sin autem nec p nec ¢ per expreffiones finitas exhiberi poflint ;
quippe qua jam exprimunt fummas infinitarum virium infinite
parvarum, tum per ulteriorem differentiationem valores finit ?
& g exterminari debebunt, ut tantum infine dp & dq cum dif-
ferentio-differentialibus ddp & ddg. Orietur antem, poft pri-

mam differentiationem, — E#44d, ﬁ% =dp —(Q+9) x

dy __dy e 4Y : i T
d. 5= 7. 49. Sit I ==, eritque denuo zquatione dif-

ferentiata ;-
d._i_&_ p 4
. - RRdx ___ a — dg
E'ék d. —'T——w -—-d.da 2d7 wd, d{d

@
gux ®quatio ad differentialia quarti ordinis afcendit.
59. Sint
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59. Sint laminz, loco potentiarum verticalinm & horizon-
talium p& ¢, in fingulis punctis M applicate dux potentiz. al-
tera normalis MN = 4v & altera wangenrialis MT —= 4+

dxdv

: : dydt o dxde dydv
Hinc erit dp = TR+ &k dg = T — S &,
. d

wdt dt dt
o &dg=— —_—— :
+\/(I+ww)’ _ 7 Vatew) VOt ww)
praced. §. @quatione ultima {ubftitutis, provenict {equens zqua-
10,

quibus in

dR -
—Ekkd ARdx V:E‘-I—*—_iiw) + ey ()i =,
qux multiplicata per v (1 4-ww) fit integrabilis : pofito enim,
brevitatis gratia, z == I\i ﬁx , reperietur integrale,

Ay By llben) ety 2O
—— B Ther s A )

33 312
v — . (1 dx
Cum vero fit Re="— +;w) dx, erit dw == 1+ “'1‘{".) ;
- W

quo loco 4« valore fubftituto , habebitur :

. Rdv_ g, 1 R d R .
A—1t = EMC——ZKK T d. RRd7 J s
ob dx v (14 wae) =ds. Quocirca =quatione ordinata ,
pro curva quafita orietur hac zquatio ,

Rdv__ 4 R 4R

2 — Ekk( KR D 4. 1‘\1’\d;)'

¢o. Primum quidem manifeftum eft, {i vis elaftica E £ # eva-
efcat, Jaminam tranfmurari in filum perfedte flexile; arque hinc
in his ®quationibus continentur omnes curve , quas filum per-
feste flexile a viribus quibufcunquc follicitatum formare poteft.

Sic fi filum a propria gravitate tantum. deorfum follicitatur , eric
g==0,
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g ==0, & p exprimet pondus funis AM, eritque ergo fl;—lf
= Q = conftanti, falto P==0, qua eft xquatio generalis
pro_omnis generis Catenariis,  Sin autem filum perfeéte flexile,
in fingulis pun&is, a viribus quarum direétiones {unt norma'es
ad ipfam curvam follicitetur, ita ur in punéto M filum follici-
tetur fecundum directionem M N, vi =4 v; ob s—=o , crit
Rda;v ==4 == conftanti, quz cft proprictas generalis curvarum
Vclariarum , Linteariarum » omniumque in quibus hujufmodi fol-
licitationes locum habens,

61. Ad laminas elafticas autem revertor, de quibus mox ifta
quaftio pre ceteris notatu digna fe offert, cujufimodi figuram
accipiat lamina elaftica proprio pondere incurvata. Sit AmM
hzc curva que quaritur, & quia fole vires verticales a gravita-
te orta urgent, fiet P=o, Q =—=o0,9=—0, & P cxprimet

pondus lamine AM. Quare i F fit pondus lamine longitu-
dinis «; quia Jamina uniformis affumirur > eritp —=— Es
a

; unde

curva natura hac exprimetur zquatione —“Eiki = Fsdx g,
a
. d .
amplitudo curve /° —l% ==w, erit R— % > & dx = dsfin, u;

unde , fumpto elemento #s conftante > reperietur aquatio

E dd <
sdsfin, u 4 —ka&. —d—;-‘ == 0, qu& autem, quantum primo in-

tuitu patet, ulterius reduci nequir.

62. Inprimis autem notari meretur curva, quam fuidumal-
titudinis quafi infinite lamina elaftice inducit. St AMB fi-
gura hzc qua quaritur, & pofito AP = », PM =y, AM
==+; elementum M m in directione normali MN urgebitur vi
ipli 45 proportionali ; unde erit dv =  ds » &dt=o. Hinc
orictur vis verticalis dp ==mndx , & horizontalis /4 =—~—ndy;

ex quibus ftatim fit p — nx & g ==——2y ;idcoque in xqua-
tione prima fiet FIIS\-’? =P(c+x)— Qy+Laxx 4 ¢ %9,
Euleri de Max. ¢ M. N n Coor-

De criye
varura
luiitiize
(/({/lll'ftf .
proprio
pomdere
orga.

Flg. 19,
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Coordinat vero x & y ita quantitatibus conftantibus augeri
diminuive poflunt, ut xquatio pro curva hujufmodi faciem ac-
quirat ¥ x -+ yy = 4 -+ 1%. Heec autem zquatio fi multipli-

-+ ydy
R
y— wx

V(itww)

cetur per xdx -} ydy, fiet integrabilis; eft cnim /° xdx
=——f—3€j——2-‘"—- daw,[pofito dy =— wdx ] =

; (14w0)*
X — d . . .
= 22X % Hanc obtem, poft integrationem conftantibus

ds
mutatis, prodibit (xx+4y)* = A (xx+y) + Bloex ' xdr)

+C.Sitx/(xx-}—-])’):z&j:tlz;etitx._—:z\/(1—-——m:);
undcya’x—-xdy:—_:ﬂ_ﬂl” &d.f:\/(dz’-]—zz’lu ).

V(1 —un)’ I—uyu
du

—_ it 2% — Az* — (C ==
V(I—ztu)"dr’ erit z Az C

~— Bz22dr e _du e e e

v (dz* 4 zzdr*)’ hmcquc dr == V(I—zgu)* """
dz (2% — A2* — () -

= TP r— (7 —dr — ) Curva hzc ergo ;

fi fucrit A=—=0 & C==o, erit algebraica; habebitur enim hxc

Ergo pofito

uatio " __ 2z2dz 322dz »
TP T —) = V(B — ") T3V (s —z) W
3

3
integrata dat Afin. u==4 A fin. =5, feu 55 = 34— 44’

= 32 "3—, ; unde hec refultat equatio z°==34*y22—44’y’;

2
feu, ob 2z ==xx 45y, hac x° 4 3x*y* + 3xxy* 4 ¢
=34’ xxy—a’y.

63. Ex his etiam motus ofcillatorius laminarum elafticarum
utcunque ad motum comparatarum definiri poteft: quod argu-
mentum profecto digniffimum primum excolere coepit Vir Ce-
leb. Daniel BERNOULLI, mihique, jam ante complures: ane
nos. Preblema de ofcillationibus laminz elafticx aitero termino
paricti firmo infixe determinandis propofuit, cujus Solutionem

exhibui
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exhibui in Comment. Perropol. Tomo V1L Ex hoc autem tem.
pore, cum mihi commodius hoc Problema tra&tare contigit ;
tum etiam per commercium cum Celeb. BERNoULLIO plu-
res acceflerunt aliz quaftiones & confiderationes, quarum eno-
dationem, ob materiz affinitatem, hic adjungam. Quando autem
motus vioratorius eft fatis promtus, tum fimul a lamina vibrante
fonus editur, cujus tenor ac relatio ad alios, ope do&rine de
fonis, exhis principiis determinabitur. Et quoniam fonorum in-
doles facillime ad experimenta revocatur ; hoc ipfo confenfus
calculi cum veritate explorari, atque adeo Theoria confirmari
poterit : quo pacto, cognitio noftra circa naturam corporum
clafticorum non parum amplificabitur.

64. Primum autem monendum eft, hic tantum circa ofcilla-
tiones minimas quaftionem inftitui ; atque adeo intervallum ,
per quod lamina inter ofcillandum excurrit, effe quafi infinite
parvum. Neque vero , hac limitatione , ufus & applicatio quic-
quam diminuitur : non folum enim ofcillationes, fi per majora
fpatia fierent , ifochronifmo deftituerentur ; fed etiam fonorum
diftinctorum formatio , ad quam hic potiffimum fpeGamus, mi-
nimas ofcillationes requirit. ~ Confidero igitur hic primum lami-
nam clafticam uniformem naturaliter reGtam, cujus alter termi-
nus B pavimento immobili firmiter fit infixus, ita ut lamina fibi
relicta fitum tencat re¢tum B A. Sit hujus lamine longitudo
AB=u4, cjulque elafticitas abfolura in fingulis locis = E#¢;
ab ejus vero pondere vel mentem revocamus, vel infixionem
ejufmodi ftatuimus , ut ejus ftatus a gravitare turbari nequeat.

65. Jam lamina hac a vi quacunque impulfa vibrationes pe-
ragat minimas, circa ftatum naturalem B A utrinque excurren-
do per minima intervalla Aa. Sitque BMa fatus quifpiam,
quem lamina inter ofcillandum tenet ; qui quoniam infinite pa-
rum tantum diftac a ftatu naturali BP A, re¢te MP, Aa fi-
mul reprefentabunt vias, quas lamine punta M & a percur-
runt, vel potius hx reCte ad vias veras rationem habebunt a ra-
tione @qualitatis infinite parum difcrepantem. Ad motum au-
tem ofcillatorium determinandum , abfolute necefle eft naturam

Fig. 20,

De ofcil-
lationibus
laminae
elaftice
aitero tere
WIHO WU~
ro infixe,

Nn 2 curvae
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curve BMa, quam lamina inter ofcillandum induit, noffe. Sie
igitur AP=x, PM ==y, arcusaM =, & radius ofculi
in M= R; & intervallum minimum Aa ==4; atque , ex
conditionc memorata, erit arcus s proxime ®qualis abiciflz x,
ac proinde pro 4 s fumi poterit 4x: pre 4x enim evanefcet 4y.
Et cum, pofito #x conftante, fit generatim radius ofculi ==

3

d—ii;— , erit prafenti caft R== 2% ; nam curva BMa con-
xddy ddy

vexitarem axi B A obvertit, & quia lamina in B muro firmiter

eft infiva, erit reta A B tangens curva in puntto B.

66. His pofitis, tam ad naturam curve BMa quam ad ip-
fum motum ofcillatorium determinandum, fit £ longitudo pen-
duli fimplicis ifochroni : ofcillationes enim minimas efle ifochro-
nas, cum natura rei declarat, tum ipfe calculus inftituendus
monftrabit. Acceleratio ergo, qua lamine punétum M ver-

N . P . .
fus P urgetur, erit— M Quare fi mafla totius lami-

f ‘fl L ] [ ] »

ne ponatur =M, qua per cjus pondus exprimitur; erit cles
: Md . )

menti M m = d's=—dx maffa =222 ; unde vis motrix ele-
. . - » [ ] > M d’x

mentum Mm in dire®ione M P follicitans erit — 3’ i fic.

que vires, quibus fingul laminz particule ad motum actu cien=
tur , innotefcunt, cum ex ipfa curva BMa, tum ex longitu-
dine penduli fimplicis ifochroni /i Quoniam vero lamina a vi
elaftica revera ad motum incitatur; ex hac cognita viciflim &
natura curve BMa, & longitudo penduli fimplicis ifochroni
determinabitur,

67. Quoniam ergo lamina perinde movetur , ac fi fingulis
ipfius clementis Mm in dire¢tione M P vires effent applicate

M d b . . . . &
= a” 7 % ; fequitur, fi laminz fingulis elementis M m in direc-

My A . .
—_% applicarentur, la-

minam in ftatu BMa xquilibrari. Hinc lamina inter ofcillan-
dum candem curvaturam fubibit, quam indueret quicta, fi in
' fingu~

tionibus contrariis M # zquales vires
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fingulis pun&tis M follicitaretur viribus é_l,%j__:_c_ in directionibus

M. Per regulam ergo fupra§. 56 inveatam, colligantur om-
nes he vires per arcum aM applicatz , atque prodibit fumma

= j—% /ydx, que ibi in locum ipfius p fubftitui debet. Quare
cum vires relique P, @, & ¢4, qua ibi habebantur, evanef-
cant , matura curve exprimetur zquatione 51%—’1\ = /p dx:unde

“habebitur %{’f‘i = %f[ Jdxfydx. Cum vero fit R— s

ddy >
. Ekkdd’ —_— —-ﬂ_-[ . . . Eké/];v —_— /‘r(lx
erit —g 5= =< [dx[ydx; & differentiando T = a7

Xy d % : denuoque differentiando prodibit ifta zquatio differen-
4+
tialis quarti ordinis. E#k 4ty = 242"

a

68. Hac ergo zquatione & natura curve B Ma exprimitur,
& ex eadem, fi ad cafum oblatum accommodetur , longitudo f
determinabitur; qua cognita, ipfe motus ofcillatorius innotefcer.
Ante omnia autem hanc aquationem integrari oportet : qux cum
pertincat ad id xquationum differentialium altiorum graduum
genus, cujus integrationem generalem exhibui in Mifell. Berol,
Volumine VII, hinc fequens zquatio integralis reperictur ,

onendo brevitatis ergo Erk of ¢*; prodibit fcilicet
P i p

[ 4

—— X

X
- - x
]=Ae c4+Be ¢4 C ﬁl‘l.-—c-+DCOr. —f—,
ubi ¢ denotat numerum cujus logarithmus hyperbolicus eft — 1;
x X . . .
& fin. = & cof. —~ denotant finum & cofinum arcus = -~ in cir-
c

culo, cujus radius =1, affumpti. Tum vero A4, B, C.& D
funt quatuor conflantes arbitrarie per quadruplicem integratio-

nem introductz , quas ex accommodatione calculi ad prafentem
cafum definire oporter.

69, Determinatio autem conftantium fequenti modo inflitve-
Nn 3 tur,
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tur. Primum pofito x =o, fieri debety =4 ; hinc ergo ori-
tur ifta @quatio, b=A+ B + D, quz cft prima.

*dd .
Secundo , cum fit cdxa_y = fdx[ydx; fallo x == o, fieri
dd _ ddy 4 = B T
dCth d——(};—f = 0 at Cﬁ —d';z—— cc e ¢ + PP ¢ C ———
x D x . . .
% fin. = — ;cof. = unde oritur hxc quatio feeunds ,

o—A+ B— D.

. C4d3y d;_))
Tertio , cum fit s =/yd%; pofito x==o, fimul T3

. . cdYy = -z

evancfcere debet: quia ergo erit™; 3 == A4e ¢ — Be

— Ccof. % +Dfin. = : prodit zquatio sertia, o= A —

c
B—C.
Quarto autem, fi ponatur x =4, applicata y evanefcit , un.
a -

’ . . . - - ]
de obtinebitur xquatio guarta,o=4Ae¢ + Be ¢+ Cfin. ~

3 D col. -E—-
Quinto , quia AB eft tangens curve in pun&to B ; fatto

. - dy . . .
x == 4, fieri debet == = o: unde prodit zquatio guinta ,

a —

o==Aec —Be < Ccof. —%———D fin. =,

4
Ex his ergo quinque 2quationibus, primum quatuor conftan-
tes A, B, C, D definientur ; tum vero, in quo cardo rei

verfatur , determinabitur valor ipfius ¢ = § E—"-}j"_f 5 €x quo
longitudo penduli fimplicis ifochroni £ elicietur ; quo ipfo, dura-

tiones ofcillationum cognofcentur.

70. Ex @quationibus fecunda & tertia, conftantes C & D
ex A & B ita definientur, ut fit

qui
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qui valores in zquationibus quarta & quinta fubftieuti dabunt
o==Acc 4 Be T+(A——-B)ﬁn.-—f— +(A+B)cof. —:—

—

o=Aecc¢ —Be ¢ +4(4d~B)cof. 4: —(A+B) fin. £
c
ex quibus eruitur,

3

— a _—

a
—e °+ﬁn.-;'-cof.—; e ¢ Jcof £ 4 fin.
C

oo
o s

S ES

A4
g =

a a
-— a a —_— / o
e ¢ +fin. > +co£-; e ¢ +4cof, = —fin. =~
- :

unde obtinebitur hzc xquatio ,

a —
o==2+4(ec+e¢ C)cof.-f—,
2a a
feuec cof.-j——l—zc-; 4+ cof L =—o,
c

2 —_ e a
uz date ¢ 1 4 fin, - .. - ]
quz date © . Cum igitur ¢ ¢ fit quanti-

cof, =
c
tas affirmativa, cofinus anguli —:f— erit negativus; ideoque an-
gulus -2 re@to major.
4

71. Ex hac zquatione intelligitur dari infinitos angulos —2%-
c

quafito fatisfacientes, ex quibus infiniti diverfi modi ofcillatio-
num ejufdem laminz oriuntur. Curva enim in uno pluribufve
punctis axem A B fecare poteft, antequam in B axem tangat ;
ex quo ejufdem laminz plures, imo infiniti, ofcillandi modi
xque funt poflibiles. Cum igitur hic inprimis contemplemur
cafura, quo B primum eft 'pun&um, ubi lamina ab axe A B

. . . . . ) a :
tangitur ; huic cafui fatisfaciet minimus angulus -~ @quationcm
inven-
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inventam refolvens; qui angulus cum fit reGto major, ponatur

a

— =17 +@; exifiente @ angulo reto minore. Hinc,

i A . .
obfin. = == cof. ¢, & cof. = = -—fin. @, obtinebitur duplex
4
®quatio ,
a ———
eo= Lt cole
fin. @
. f a
quz prebet, vele ¢ = tang.1 @, vel ¢ ¢ == cot.} @, quarum

pofterior minorem dabit valorem pro angulo @; que ergo ad
cafum propofitum erit accommodata.
72. Sequentes poffibiles ofcillationum modi reperientur , fi

pro — ponantur anguli duobis rectis majores , tribus vero mino-

. . i a
res. Sic pofito ‘—:- =—lx—@,erit fin. 2 =—— cof. @,& cof. N
<
a a
—— fin. ¢; unde fiter = 1T foy vel o7 =

fin, @

[
tang. . @,vel ec ==cot. L ®. Simili modo alii ofcillationum

. LY ﬂ a
modi reperientur, ponendo — = 17+ 0; - = Zx— @,&c.

Ex quibus omnibus , fi fumantur logarithmi hyperbolici, oriens
tur fequentes ®quationes :

L tr40o=lcot.lo; Il. La+4 o==1Itng Lo;
L. Zx—o@=/lcot. L@; IV. Jx—o@==/tang. ! 0;
V. fx40=/lcot. Lt ®; VI Izx 4+ ¢o=/rang. . @;
VIL 7z#—@=/cot.L@; VI zr—@ =={tang. L ¢;
&c.
Hairum autem aquationum tertia congtuit cum fecunda; pofito
enim L @ =317 —*%4, utficcor. L@ ==rtang. ; 4; tertia tran.
fitin L 74 0 =—=/rang. £, que elt ipfa fecunda. Simili mo-
do quarta congruit cum prima : tum quinta & ottava inter fe
con-
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congruunt ; atque fexta cum feptima. Quamobrem fequentes tan-
tum prodibunt 2quationes diverfz :

I. x4+ 0="/cot. L O

H. {4+ 0= "/tng Lo

IIl. £ 7 4+ 0 =1{cot. Lo

IV.Ix4+ 0= "/ung!o

V. 2r2 40 =1 cot. L0

Vi{r+0=/ltnglo
&ec.

72. Logarithmus autem hyperbolicus tangentis vel cotangen.
tis cujufpiam anguli reperitur, fumendo logarithmum Tabula-
rem , indeque auferendo logarithmum finus totius, atque refi-
duum muliiplicando per 2, 302585092994 ; qui labor ut fublc-
verur denuo logarithmis uti conveniet.  Sit » logarithmus hy-
perbolicus tangentis feu cotangentis anguli L ¢, qui quaritur ;
fumatur ex Tabulis logarithmus ejufdem tangentis cotangentif-
ve, qui logarithmo finus totius multatus ponatur ==v. Cum
ergo fits =2, 302585092994 X v; erit, fumendis logarithmis
vulgaribus ,

lu=lv 4 0,3622156886.

Hoc logarithmo invento , cum fit » = —;’- 7+ 0, erit ly =

! ( 1;- 7 +@). Ad hoc evolvendum, angulus @ in partibus ra-

dii exprimi debet, quemadmodum & 7 codem modo exprimi-
tur, dum eft 7 = 3, 1415926535, ac propterea . . . .

1m=1,57079632679. Angulus autem ¢ codem modo ex-
primetur, fiis in minuta fecunda convertatur, atque ab hujus
numeri logarithmo fubtrahatur conftanter 5,3144251332; fic
enim prodibit /0, ex quo ad numeros regrediendo valor ipfius

¢ cruitur.  Erit autem conftanter pro unoquoque ofcillationum

a n
genercTz = ry T -+ O,

74. His circa calculum inftituendum monitis, per approxi-
Euleri De Max. & M. Qo matio=
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mationes valor anguli @ pro quovis ofcillationum genere non
difficulter eructur. Tribuendo enim pro lubitu ipfi ¢ valores ali-

quot, & per calculum determinando, & -'-;— 740, &1 ta:;f’ 10.

mox valor ipfius @ prope verus cognofcetur. Quod fi autem
habeantur limites anguli @ utcunque remoti, ftatim invenientur
limites propiores, ex hifque tandem verus valor ipfius . Sic

* . a L]
pro @quatione prima —=i7 +@=/cot.lOQ, fequcntes li-

mites anguli @ erui 17°, 26”, & 17°, 27, ex quibus per fe

quentem calculum verus valor ipfius @ obtinebitur.

@ — 170, 26’3 o/[» 170’ 271', oll/
in min. fec. = 62760" 62820"
log. = 4., 7976829349 | 4,7980979327
fubtr. 5>3144251332 | §5,3144251333
b == 9, 4832578017 | 9,4836727989
$ == 0, 3042690662 0,3045599545
> == I, 5707963268 | 1,5707963268
7+ 0@ = 1, 8750653930 1,8753562813
@ == §°,43,0" | 8°,43;309
fcot. 3 @ == 10, 8144034109 | 10, 8139819342
v == o, 8144034109 | 0,8139819342
lv = o, 9108395839 | 9,9106147660
add. = o, 3622156886 | ©,3622156886
ly = o,2730552725 | ©,2728304546
# = 1, 8752331540 1, 8742626675.
diff. + 1677610 | — 10936138

Ex his ergo utrinfque limitis erroribus concluditur fore ¢ ==
17°,26, 7" o’ & Lr4@,fen —~==107", 26, 7" = Cum
vero in minutis fecundis fit @ = 62767,98, erit
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1o = 24,7977381525 .
fubtr. = 5,3144251332
9>4833130193
ergo & == 0,3043077545
add. L7 = 1,5707963268
£ = 1,8751040813
z .

quo invento, erit % == tang. ® == 0,1533390624. Reperitur

ergo ratio conftantium A & B, ex quibus & ratio reliquarum
conftantium C & D ad illas cognofcetur.

75+ Reftat adhuc prima aquatio $ = A+ B+ D, qux ,
ob D= A+ B, abit in 6 =2 A+ 1 B; ideoque A + B

== $6: cum ergo fit —’;—:—tang. 10, fict B(1+4tang.l@)
b

0, 1533390624 fingule aquationis conftantes fequenti modo
determinabuntur :

Unde ex tang. { ¢ =

_'f_ — tang. ! @ 9, 1533390624
b 2(r1+wng. L @) 2,3066781248
__B_ . 1 — 1, 0000000000

b T (1 r g £ o) 2,3066781248
£ __ — 1 4tang L ® __ —0,8466609376
6 (14 tang.L @) 2,3066781248
D __ _1+tangto _ 1,1533390624
6 " 2 (rtmang. LO)  2,3066781248

quibus inventis, natura curve aM B, quam lamina inter ofcillar=
dum induit, hac exprimetur 2quatione
—_x

B - C % D x

— ¢ — _— — —
+5 e ¢+ pln—-+4 7 col. -
76. Quod autem ad ofcillationum velocitatem attinet, ea

Oo 2 ex

X
.
b

o
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ex zquatione = == 1,8751040813 cognolcetur. Ponatur bres
vitatis gratia:  # =1, 8771040813 ut fit s = nc.

Et cum fit ¢* = ﬂ%'[if » ubi -"-l[- exprimit gravitatem
fpecificam lamine, & E## elafticitatem 'abfolutam ; eo mo-

. a .
do, quo hattenus fum ufus, erit «* =n*. Ek#. =7 [+ ideo-
ﬂ’ I .M . . LR
= . =07, — ity nduli fimplicis
que f == FLE® o2 X quo longitudo penduli fimp
ifochroni tenebit rationem compofitam ex quadruplicata longitu-
dinis lamine , fimplici graviratis fpecifice , & inverfa eiafticita-
tis abfolutz. Sit ¢ longitudo penduli fimplicis fingulis minutis
fecundis ofcillantis, ita ut fitg = 3, 16625 ped. Rhenani; quia
durationes ofcillationum funt in fubduplicata ratione pendulorum,

tempus unius ofcillationis a lamina noftra elaftica tadx , eric =
v fecund. =22 ¢ 1 L, M unde numerus oftillas
Ve nn g EkKk" a

. . . . nn
tionum uno minuto fecundo editarum erit == — Vg Ekk

:ji’ qui numerus exprimit foni quem lamina excitar tenorem.

Soni ergo a diverfis laminis elafticis uno termino muro infixis
editi erunt in ratione compofita fubduplicata elafticitatum ab-
folutarum directe, inverfa fubduplicara gravitatum fpecificarum,
& inverfa duplicata longitudinum, Quare i duz laminz elaf-
ticx tantum longitudine différant, erunt foni reciproce ut qua-
drata longitudinum ; {cilicet lamina duplo longior edet fonum
duabus o&avis graviorem. Corda autem tenfa duplo longior
fonum una tantum o&ava graviorem cdit, fi tenfio maneat ea-
dem. Ex quo patet fonos laminarum elafticarum longe aliam fe-
qui rationem, atque fonos cordarum tenfarum,

77.- Quod ad naturam curve aMB ultra terminos 2 & B
continuate attinet, primum quidem patet curvam ultra « diver-
gendg ab axe B A continuato progredi. Pofito ¢nim x mega-
tivo fiet

=
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X

J:B ec +.Ae ¢ — Chn. §+Dco£ -f—

Hic jam omnes termini funt affirmativi, quia folus cocfliciens ¢

ante obtinuerat valorem negativum ; unde dum crefcit x, etiam

3 crelcere debet, quia numerus B major eft quam A ; atque
X

. - . x
adeo terminus Be ¢ pravalet, Quam primum autem — valo-

x
rem faltem mediocrem eft adeptum ; tum ifte terminus Be +
tantopere crefcit , ut reliqui termini pr2 eo quafi evanefcant.
Ob eandem rationem , quia curva in B radius ofculi non eft

== 0 ; eft enim %%_k: ;A-; fdx[ydx; curva in Bnon habebit

puntum flexus contrarii, ideoque ad eandem axis A B partem

ulterius progredietur ; aucta autem abifcifla x ulra A B =4,
X

tum primus terminus .4 ¢« mox tam fi magnus, ut reliqui pre
¢o pro nihilo reputari queant.

78. Hic igitur eft primus ofcillationum modus inter illos in-
numerabiles, ad quos eadem lamina fe componcre poteft, Se-
cundus modus in figura reprafentatus quo lamina in B fixa axem Fig. 2t

AB in uno puncto O erajicit , deducetur ex zquatione = =

17 +P=1/tang.L @, feu hac f # — P =/cot. 1 ¢ = —-:—

Hic per nonnulla tentamina inveni angulum ¢ contineri intra
hos lirpitc_s, 1°,2/,40" & 1°, 3, 0", ex quibus ut ante verus
valor ipfius ¢ eruetur.

Oo 3 P==
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o ¢ = 1°2,40 | 1°,37. 07
in min. fec. = 3760" 3780"
log. == 3,5751878450 | 3.5774917998
fubtr. = 5.,3144251332 1 5,3144251332
/@® = 8§ 2607625118 | 8,2630665666
Q@ == 0,0182289944 0,018325957¢
Ix = 4.7123889804 | 4.7123889%04
a
- = 4 6941599860 4,6540630333
1o = 31,20 315 30"
Jcot. L @ == 2,0402552577 | 2,0379511745
[v == 0,3096845055 | 053091937748
add.  0,362215688%6 | 0,3622156886
d# = 0,6719001941 0, 6714094634
# == 4,6978613391 | 4,6925559924
'—3‘ == 4, 6941599860 4, 6514063023;
Error 37013531 | — 15070309
Ex his erroribus concluditur verus valor anguli ¢ == 1°, 2,
v 213 [ ° ¢ o 787 o1
74" To00° & c 268755753 000" Cum igirur fit
@ = 3774, 213" erit
P = 3,5768264061
fubtr. == 5,3144251332
$8,2624012729
d = 0,0182979009
alx = 4, 7123889804
a
- = 4, 6540910795

_ Sonus ergo lamin priori modo ofcillantis erit ad fonum ejuf-
dem lamine hoc modo vibrantis, uti eft quadratum numeri

1. 8751040813 ad quadratum aumeri 4, 6940910795 » hoc eft
' ut
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ut ¥ ad 6,266891 , feu in minimis numeris utqg ad 25, feuur
1ad 6 %. Unde fonus pofterior crit ad priorem duplex octava
cum quinta & cum hemitonio fere,

79- Pro fequentibus ofcillationum modis ejufdem laminz claf-
ticx , quibus lamina inter ofcillandum axem AR in duobus
pluribufve punétis interfecar, fi angulus ¢ multo minor. Sjc
pro tertio modo habetur hec 2quatio I 7 4~ ¢ =/ cot. L@

by
— —E— Cumergo fitez 7+ P cot. @, ob ¢ angulum

b 5
vehementer parvum, erit e= ¥ + ¢= ex 7 (149 G+ 1P 4-

) s P2 PP 2
:e +&c.)&cot.;4>-—_?,¢“.z,§¢, = e

e) . » { 2 o --£
Hinc erit proxime &% — 3 ldeoque P =237 & pro.

. X . a 2
pius @ =— >— 5 unde eric T=ir4

T+ Lex” =T 4,
qui pofterior terminus eft quam-minimus.  Simili modo pro

uarto ofcillationum modo, erie roXime - =7y — 5,27
) P ¢ z

& ita porro: ob hos alteros terminos evancfcentes , ipfius
a . . .
— valores erunt 2 &, 4L 7, &c. qui eo minus a veritate aber-

rabunt, quo ulterius progredientur.

8o. Confideremus jam laminam clafticam nufquam fixam ,
fed liberam vel plano politifiimo incumbentem , vel remota gra-
vitate, in fpatio vacuo verfantem. Facile autem patet hujul-
modi laminam motum ofcillatorjum recipere pofle, dum lamina
acb fefe incurvando alternatim cis & ulera ftatum quietis AB
excurrit.. Motus igitur ifte ofcillatorius fimil; medo, quo in
cafu precedente;, definiri poterit, dummodo calculus debito mo-
do ad hunc cafum accommodetur.  Sit igitur acb figura Ja-
minz incurvata quam inter ofcillandum obtinet, at ACB fie
fitus ejuldem lamina in ftacu ®quilibrii, per quem in quavis of
cillatione tranit. Ponatur, ut ante, longitudo laminz AB = 4,
gjus clatticitas abloluta = E 44, atque pondus feu_malfa — M.

2

Deinde

De nﬁ‘i//m-
ionions
lainiize
elafiice [i.
ber o,

Fig. 22
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Deinde fic abfciffa AP = x, applicata PM ==y, arcus aM
==+, qui cum abfciffa x confundetur ; ita ut ftatui queat ds

3 .
==dx; ex quo radius ofculi in M orietur:% = R. Sit

autem porro applicata prima Aa==4¢. His pofitis, ratiocinium

M s . . E
ut ante inftituendo, ad eandem pervenictur xquationcm —%’5 =

fl-ffdxj)dx == ﬂ}__;l;iy
Ekk. af

-~ ==¢*, ubi fut ante expri-

mit longitudinem penduli fimplicis ifochroni ; habebitur, jnte-
grando, pro curva hzc ®quatio

81. Si igitur ponamus

y=2dec + Be 7+C’ﬁn.—’f-+ D cof.-x:;
que ad prefentem cafum ita accommodabitur. Primo, fi pona-
tur x ==o; fieri debet y==24¢; unde fit
b—= A4 B + D.

S tddy __ . e
ecundo, cum fit "5, = fdxfydx; pofito x =10,

. dd ,
fieri debet —3% =— o, unde prodit
o=—=4d+ B— D.
. *d’ L]
Tertio, cum ﬁtc;le = [y d x, pofito x==o; fieri quo-

o d? .
que dcbet —;: ==o, unde nafcitur :
o — A — B — D-

Quarto, fi ponatur x ==« , evanefcere debet /iy dx, feu
Ly,
dx*’
laminam in direGione ad axem A B normali trahentium , quz
fumma finon effet == o, ipfa lamina motu locali promoveretur,
contra inftitutum ; erit ergo, ob hanc rationem,

-

a
Quinto

propterea quod /y 4% exprimit fummam omnium virium
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Quinto , quia lamina in extremitate Beft libera, ibi curvatu-
ram nullam habere poterit; eritque ideo, pofito x == 4, quos

que %if == o; unde erit

—

a a
b - a
o= .Ae¢c 4~ Be ¢ ~—Cfin. - ~ D cof, £,
4
His igitur quinque conditionibus in computum du&is, non fo-
lum quatuor conftantes 4, B, C & D determinabuntur; {cd

. S . . .
etiam fractionis — valor reperietur ; ex quo proinde longitudo

penduli {implicis ifochroni £ innotefcet. 0

82. [Ex harum w®quationum fecunda & tertia, obtinetur
D= A+ B, & C= 4 — B, quiin fequentibus fubftitu-
ti prabebunt

a -— .
o= Aec — Be < ——(A——B)cof.—‘;‘-+(A+B)ﬁn. %
a [e— §
. - - a
o=—=Aec 4+ Be ¢ --(d-B) ﬁn.:-—-—(d—i—B)cof. f— N
ex quibus reperitur :
JUS/ § 2 ]
- & - ) @&

e ¢-——cof.= ~fin. 2 —e ¢e=—fin. = .~
4_ - - fin. = 4 cof. -
B - a 2 a - a >

— — a
e ¢ —cof. ‘E+ﬁ"'? ¢¢ —{in, —-——cof.-;
ex qua zqualitate clicitur ifta zquatio
a d -— 3 [ I+ﬁn. —E‘
— — a b
O=—==3—¢¢ coﬁ——-—..g ¢ cof__;feucc ==
¢ ¢ cof, £
¢

unde fequentes formabuntur zquationes

Euleri De Max. ¢ Min. Pp L.



Fig. 22.

208 | DE CURPIS

L —=lr—o=/ung o, que dat -:+ == o
pro fitu laminz natyral

pamg
!'—i

|

17— ¢ ==/cot. o)

E

<
(\la nl& hl& "’l“ “1&
I

!

7 P==/cot. L

I re—@ =/ cot. Lo

<

J

T+ o=/cot. L P
\Y%

et

=27 — Q= lcot. Lo
&c.

83. He xquationes iterum indicant innumerabiles ofcillatios
num modos , in quorum fecundo lamina femel tantum axem
AB interfecabit , in tertio bis , in quarto ter, in quinto qua-
ter, & itaporro.  Ex quibus intelligitur modos fecundum, quar-
tum, fextum &c. ad prafens inflitutum non effe accommodatos.
Quoniam enim in his numerus interfeGionum cft impar ; lami-
nz fitus inter ofcillandum in fecundo foret ralis, qualem Figura
23 reprafentats in quo quamvis fumma virium follicitantium per
totam laminam evanefcat , tamen ab iis lamina circa punctum
medium C motum rotatorium acquireret : quia vires utrique
femiffi aC & bC applicatz ad eundem lamine motum rotato-
rium inducendum confpirarent. Quam ob cavfam, cum om-
nino motus rotatorius excludi debeat , figura lamina , quam in-
ter ofcillandum induit, ita debet cffe comparata, ut non folum
virium follicitantium toti lamine applicatarum fit == o, fed etiam
ut earum fumma momentorum evanefcat ; quod obtinetur fi cur-
va in punto medio ¢, diametro ¢ C fit predita. Quod evenit
ficurva axem A B vel in duobus, vel in quatuor, vel generatim
in punorum numero pari fecet; ex quo &quationes tertia ,
quinta, feptima &c. Solutiones tantum convenientes prebebunt.

84. Hec ipla limitatio in ipfa Problematis propofitione

con~
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Eontenta reperietur , fi ejufmodi tantum curvas admittamus ;
quz retam C ¢ habeant diametrum , feu jn quibus valor ipfius
7 prodeat idem , fi loco » fcribatur 4 — 4, Ponamus ergo in
Zquatione generali 4 — x loco x atque prodibit

B -—X —a X

]:::Ae?c 7+Be 7e7+Cﬁn. 'f-.COf: x - C cof. -a"ﬁn.
c c c

ajg %

+ Dcof. —%.Cof % + D fin, f—.ﬁn.
quz cum congruere debeat cum zquatione

X

y=det +Be T 4Chn 24 Doof X,

fict de c =B, C(14cof L= D fin. =, & Cfin. =

=D (1 — cof. Ta ) 5 quarum duz pofteriores congruunt.
- a
A - . . ~
Cum ergo fit == = ¢ 7, hoc valore cum fi erioribus coms
g B p
parato prodibit :

-—

-—a -—_a
on——— ‘ — —
e ¢ —cof ——fin, L=y _¢ = cofl Zgc¢ 7 fin. =
c ¢ ¢ ¢
-a x+cof.—%+ﬁn.ic 1+ﬁn.-: cof.%
feue ¢ = —— =
[ 4 a a a
t4cofl =~ fin. £ cof. — 1—fin, =~
c c ¢ 4
e 1—fin. =
85. Erit ergo ¢¢ = — : ficque in 2quatione
cof. =
¢
. 1.+ fin. -%-
prius inventa e = — 5 femiffis tantum £ cafuum fus
cofl &

c
pra exhibitorum, fcilicet i qui funt numeris imparibus, pra-
fens Problema refolvent, Quare cum prima xquatio contineat

p 2 lamis
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tibus xquationibus continebuntur :

L
IL
IIL

SN

DE CURPYV IS
laminz ftatum naturalem, omnes ofcillationum modi in fequene

st

—T4

2

== ix+P==/cot. L O
Zx4P==1/cot 1O

=Yy gd=17cot. . O
&c.

AEquationum ergo harum prima prabebit primum eumque prin<
cipalem ofcillandi modum, pro quo valor anguli ¢ {imili modo,

quo fupra, per approximationem reperietur.

Limites autem an-

guli @ mox colliguntur efle 1°, o', 40" & 1°, 1, 0", ex quibus
per fequentem calculum verus ipfius @ valor eruitur.

I

¢

feu
log.

fubtr.

N

I Veb

I

Error.

1°, 0/, 407
36400
3, 5611013836
553144251332

1°,1, o
3660"
3, 5634810854
53144251332

8, 2466762504

8, 2490559522

0,3622156886

0,0176472180 0,0177441807
- 4.7123889804 | 4,7123889804
45 7300361984 47301331611
30’5 207 30, 30
2,0543424742 2, 0519626482
0,3126728453 0, 3121694510

0, 3622156886

0, 6748885339

0, 6743851396

4> 7303983543 4> 7248186037
+ 636341 + 53145574
636341

diff. 52509233

Hinc
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Hinc intelligitur verum valorem ipfius @ non intra iftos Ii-
anites contineri, fed aliquantulum eflfe minorem quam 1°, o',
40". Nhilo vero minus is ox his erroribus reperietur. Sir enim

@ = 1° 0", 40" — 4"; erit 20": 52509233 =#"; 636341;
. 2423 .
unde reperitur » == 2423 jra ue fie
10000
gl
—— I° of :7_5_77/ .
¢ » 939 1000

Cum ergo fit @ == 3639, 7576" erit

[P 3, 5610724615
fubtr. 5, 3144251332
8, 2466473283

|

¢ == 0,0176460428
Ia == 4. 7122889804
-%: 4, 7300350232,

. . . E Ve
- 86. Sit hic numerus ==, erit, ob ¢* =M a4t —

M 2
n*. Ekk af a* I M .
‘—-7&-— » & f= — ELk o Unde pari modo numerus

ofcillationum ab hac lamina uno minuto fecundo editarum, erit
mm

== — {/g. Ekk ;%, exiftente ¢ == 3, 1662 ped. Rhen.
Quod fi ergo eadem lamina, nunc altero termino B muro in-
fixo, nunc libera ad fonum edendum incitetur , erunt foni
inter fe ut ## ad mm, hoc eft ut quadrata numerorum
X, 8751040813 & 4, 7300350232, hoc eft ut r ad 6,
363236. Rario ergo horum fororum erit proxime ut 11 ad
70 : horum ergo fonorum intervailum conftituet duas oflavas ,
cum quinta & hemitonio. Sin autem pofterior lamina libera du-
plo longior capiatur quam prior fixa , intervallum fonorum erit
fere fexea minor.

L4 L d a .
87. Invento hoc valore frattionis - ; xquatio pro curva,
Pp 3 quam
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quar lamina inter ofcillandum format , haGenus indeterminara
poterit determinari. Cum enim fie

a 1— fin, = 1 —fin. <
¢ = - ¢, erit B == * A% C==4—R
cof & cof 2
A C

==A(cof -+ fin 5 —1): cof L,& De=i1-B
== A4 ( cof. —;'*--——ﬁn. _;.‘+1 ): cof, f.]ameﬁé:d-}-B
+ D=3 D— 2 A cof, -%*-—-ﬁn. —i—+x):cof.7‘z; unde fit

b cof. % é(x-{»—ﬁn.ci— cof.-j—)
T . a a = a
z(co£~7*—ﬁn.7+x) 4 fin. -
B___b(l — fin. ——:—) b(——1 +ﬁn.%+cof.ic )
ﬂ‘ a — a
Z(COf.—‘-;--—ﬁn‘T +I) 4ﬁﬂ. —c-
Cmé(*1+ﬁn.~j+ cof.. =) N6(1~cof.—‘:-)"
2 ( cof, —‘;‘-—--ﬁn.—%+ 1) 2 {in. —‘:—
6 fin, -2
b c
D== = .
2 fin. =

c

L4 ) L] - ) y
His fubfticutis oritur hec zquatio : =

X

ec cof.%—}-e ¢(1— fin. —f—) (1 — cof. —C-“)ﬁn.%-}«ﬁn.:—cof.i:

+

> a a a

— f{in. = {, = 2 fin. =
a(1 — fin - -+ co . ) -
88. Quia autem reta Cc eft curvae diameter, ponatur b’

ciffa a punéto medio Clumpta CP ==z, erit x =4 a—z.

' Unde



a
L e—z —2 oy iy 2
UndcﬁteC::-:ezcc ¢ =—c¢ ¢ C,&
cof, -~
c
a X —i
— z cof.T . AeT 4DBe ©
€ ¢ ==¢ecyf — i €X quo erit 7 =S
I“"‘ﬁﬂo“
c
z -_—Z b3 —2
= — a u — -
Ceete c) yocof ~(1—fin. 2) ec e ¢
c .

—— hd

a -
2(¢2c4 ¢ 2¢)
o a x a x
Tum vero erit ( 1 — cof. 2 /fin. — 4 fin, — cof. — =

[ ] a
2 (1 —fin. =+ cof. =)

[a——

a—x

ﬁn.-’f—+ fin. ::ﬁn'(%c*‘%—)'*“ﬁ“'(fz'l";)

a z . LR . hd
== 2 fin. -~ col —=; quibus fubftiruris > oritur hec quatio :

z -2z [ 2
2y__ e +e ¢ ol =+ e
b = T ——F T -5 que et forma fimpliciffima |
€x ¢ ac Ol o

qua natura curva aMcb exprimi poteft : manifeftum autem
elt, five = fumatur affirmative, five negative, eundem effe pro-

a —

diturum valorem applicatz y. Eft vero ¢z¢ Gt 3c
2 cof. 2=
C

Invenimus autem angulum = = 271°, 0, 30n.

¥/ cof. —:—
89. Si jam ponatur z — ©; prabebit y valorem applicate
jam p p J pp
2. Cc 2 cof % 1 Cc
Cec; erit ergo = — Tt — fa AT
2 col. —  cof. - 4
Z¢ 2¢
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— ==fec. 2 4+ L fec. = ¢/ cof. L. Ateft
2¢ 2¢ ¢

a I 3 a
cof. — == fin. 1%, 0, 39" & cof. 7~ == fin. 45°; 30, 157"

. ... Cc :
Hinc reperitur — == 0, 607815. Deinde fi ponatur y =o,
reperientur pun&a E & F quibus curva axem interfecat.  Erit
crgo

2z -

—— B
ec 4 ¢

ex qua per approximationes reperitur

CE AE

CA=© 551685, & yG==0, 448315.
Dum ergo lamina ofcillationes peragit, hec punéta E & F rel-
tabunt immobilia; ex quo hujulmodi motus ofcillatorius , qui
alias vix a&u produci pofle videatur , facile produci poterit. Si
enim lamina in punéis E & F hoc modo definitis figatur , tum
perinde ofcillabitur ac fi penitus eflet libera.

0. Sieodem modo tra&etur 2quationum fupra inventarum
fecunda -fc- == 7—:—+ ¢ ==/ cot. ¢ ; quo quidem cafu repe-
rietur proxime @ ==o; tum prodibit fecundus modus, quo la-
mina libera vibrationes abfolvere poteft, fecando {cilicet axem
A B in quatuor punétis; ideoque lamina perinde ofcillabitur ,
ac fi in his quatuor punéis effet fixa, Viciffim ergo, fi lamina
in his quatuor pundis, vel eorum duobus tantum quibuivis fi-
gatur ; tum, eodem modo ofcillabitur ac fi effec libera; {fonum
autem edet multo auétiorem; quippe qui ad fonum przceden-
tem modo editum rationem tenebit fere ut 7* ad 3*, hoc eft,
intervallum erit duarum o&avarum cum quarta & hemiconii ég-

mifie.
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2

- . . . a
miffe.  Tertius ofcillandi modus, quo eft — = ' 7+ P =

[ cot. @ , habebit fex curvee acb ingerfetiones cum axe AB;
fonufque edetur plus una oftava cum tertia minore acutior s
huncque fonum lamina edet {i in duobus illorum fex punctorum
figatur. Hinc patet quam varii {foni ab cadem lamina, prout
in duobus punéis diverfimode figitur, cdi queant; & nifi punc-
ta bina, quibus infigitur, congruant cum interfectionibus inmo-
do primo , vel fecundo, vel tertio, atque adco ofcillationes fe-
fe ad modorum aliquem fequentium, vel ctiam ad infinitefi-
mum componant , tum fonum fore tantopere acutum, ut perci-
pi omnino nequeat, feu ‘qued codem redit, lamina motum of-
cillatorium prorfus recipere non poterit: vel faltem, inftar cor-
d vibrantis, cui ponticulus ita fubjicitur ur partes nullam inter {e
tencant rattonem rationalem, fonus minus diftinétus producetur.

90. Infixa nunc fit lamina elaftica in utroque termino A &
B; ita tamen ut tangentes curva in his punctis non dererminen-
tur. Ad hunc fcilicet cafum in experimentis produccndum, la-
mina In utroque termino infigantur tenuiflimi aculei Ax,B¢,
qui parieti infixi reddant laminz extremos terminos A & B im-

mobiles. Ad motum ofcillatorium hujus laminz elafticx invef- ==

tigandum , ponatur , ut ante, elafticitas abfoluta lamine ==
Ek#, longitudo AB == 4, & pondus == M , arque longitu-
do penduli fimplicis ifochroni = f.  Sit A MB figura curvili-
nea, quam lamina inter ofcillandum induit, ac ponatur ablciffa
AP =AM == x, applicata PM ==y, & radius ofculi in
M =R. Sit porro P vis, quam aculeus A« fuftinet in di-
reGtione A =, & quia vis, qua elementum Mm in directione

M urgeri debet quo lamina in hoc ftatu confervetur , cft
My dx . ' . '
=S LR ent, per Regulas fupra delcriptas, aquatio pro

curva hec

Ekk _p, M ,
R = Px affa'xf}dx

dx . -
Eﬂ'. vero R —_— m; qula curva verfus axem Cﬁ concava;

Euleri De Max. & Min, Qq unde

2

Fig. 24.
De ofiint
tioindaes
lamin.e
elaflice
uiroque
LorEibiy fhe

s
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unde fir Ekj:fl" == lffdxf]dx — Px.
Fa&to ergo x == o, criz radius ofculi R in A infinitus, ideo-
que ddy==o.

91. Sihzcxquatio bis differentietur; prodibit eadem aqua-
tio., quam. pro cafibus pra’cedcnnbus invenimus,

Erkdty — -;? ydx*
Quod fi grgo ponatur E—l-‘ﬁ’i[f—f ==c¢*, erit zquatio. integralis

= Aec 4 Be ¢ 4 Cfin, —z—c +Dcof =
Ad quam determinandam, ponatur ¥ = o, & quia fimul y eva-
nefcere debet, erit o == A4 + B + D.
Secundo, ponatur ¥ ==« , & quia pariter fieri debet § === o,erit

—a

o=/1;e‘ + Be ¢ 4 C fin. 2—-+D‘cof. —c-..

. o dd : L
Tertio , quia °"F evanefcere debet, pofito & » ==o &
y==u; fict

—

o=A+B—D, &o=Acc+Be <—Cfin. —“—~Dcof 3
Jam zquationes o=A +B— D & o = A+B+D~'

dant D=0, & B ==— A4; qui valores in reliquis duabus
@quationibus fubfhtuu przbent

- ]

0::/1((3”-——-6 ‘)+Cﬁn—-&0—"'A(t’ - 7)-—Cﬁn.-;l;:
quibus fatisfieri nequit, nifi f t 4 ==o0, quia non poteft efle

a —

—

— a .
ev ==e ¢, prater cafum — == o; tum vero effe debet
C’ﬁn. . Hic cum nequeat poni C == o, quia motus.

r . a -
ofallatonus foret nullus , erit fin. — == o, ideoque vel

a

St
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& .4 ' . . s . ) .
— ==, vel ~ == 27, &c. unde iterum infiniti diveri ofcil~

lationum oriuntur modi , prout curva A MB axem vel nufquam
. ) ; 48
prater terminos A & B fecat, vel in uno, vel in duobus. vel in
L3 . . s s . LA X
pluribus pun&is; uti colligitur ex aquatione g = C'fin, =
- ¢
Pun@a interfe@tionum autem quotcunque fuerint , qualibus in-
tervallis inter {e diftabunt.
93.  Cum igitur pro primo ac principali ofcillandi modo fit
a

o a -
T =, et gt == gt ot — gt Eétx-ﬁ X f, unde it

f= =y - x2L tione longitudinis laminz, f
== —aX ELE X5 Quare ratione longitudinis laminz, (-

ni iterum tenebunt rationem reciprocam duplicatam lengitudi-
num.  Sonus autem hujus laminz hoc modo editus {e habebit
ad fonum ejufdem laminz » i altero termino B muro eflet inf-
Xa, uti 7= ad quadratum pumeri 1 > 8751040813, hoe eft ut
2, 807041 ad 1, feu in numeris minimis uc s7.ad 160, quod
intervallum eft otava cum tritono fere.  S; ofcillationes fe ad

a
fecundum modum, quo eft ~ ==27, componant ; fonus fiet
duplici o&ava acutior; fin fir = =3, fonus acutior fict tri-

bus ofavis cum tono majore , quam cafi qUo - = x; & ita
potro. Qux quo facilius ad experimenta revocari queant ; no-
tandum eft ofcillationes hic quam-minimas poni, ita ut nulla la-
minz elongatione fit opus. Quare, ne tenacitas laminz, qua
ctiam minime extenfioni, fine qua ofcillationes ifte peragi ne-
queunt, relu®atur, hic alterationem afferat ; cufpides ille ira
debent conftitui, ut tantilla extenfio non impediatur : quod eve-
nit fi plano pofitiffimo incumbant. Sic lamina claftica AB in A

& B cufpidibus A & & B¢ munita, fi cufpides fpeculo impo-
nantur , fonum calculo conformem edet.

Qq 3 49.
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94. Hoc cafu expedito; iftam de laminis elafticis tra&tatio-.
nem claudat motus ofcillatorius laminz elaftic, utroque termi-
no A & B muro infixe, ita ut inter ofcillandum punéta A & B
non folum mancant immota, fed ctiam re¢ta A B perpetuo fit .
tangens curve AMB. in punétis A & B. Hic ergo iterum.
cavendum cft, ut obices terminos A & B comprehendentes non
fint adeo firmi, fed rtantillam extenfionem quanta ad curvatu.
ram requiritur, permittant. Quacunque ergo fint vires in ter-
minis A & B ad laminam continendam requifitz; ad fequen-
tem pervenietur aquationem differentialem. quarti ordinis-Ekéd*y.

- = —% ydx*; cujus, fi ponatur E—%T“f == ¢*, integralis erit.
ut fupra , ' |

X — X
y = Aec +Be ¢ + C'ﬁn.—f—_' + D‘cof.'.—f-‘.

o5. Conftantes 4, B, C, & D:autem ita debent efle com=
paratz , ut pofito ¥ = o, non folum y evanefcat , fed etiam
fiat dy =o, quia. in A curva ab axe AB tangitur. Hoc.
idem utrumque vero evenire debet, fi ponatur x ==4; unde ifte.
quatuor zquationes nafcentur.

I. o= A 4+ B 4 D
I. o= A — B + C

NI, o = Aec 4+ Be * +C'ﬁi1.—'::+ D"cof;‘-;i"
IV. o = Acv—Be “+4Ceof % —Difin 2.
Ex harum.zquationum prima & fecunda oritur C=—— A+ B,
& D=— A.— B, qui valores in reliquis duabus fubftitusi.

dabunt P
o= A" + Be & — (A~ B)fn. 2 —(A+B)col. =

o= i ¢ ~—Be. ¢ (A B)cof, £ o (A4-B) fin. e
quarum.



quarum fumma ac differentia eft ,

£ i y fin. =
o==de¢+Bfin.~—Adcol L feyLe__. = ¢
< c B a
—Aa
—a e ¢ —cof -

Quz xquatio, quia. congruit cum ea, quam §. 81 invenis-
mus’, fequentes Solutiones numero infinite fatisfacient :

L —§—=§W-¢'='1COT.{-¢
1I —ci-:;w;—}-(ﬁ::licot-»—,': ¢ |
Il = =f{r—¢=1/lcot L @

) &ec..
96. Harum zquationum prima fatisfieri nequit, nifi fic ¢ —
90°%;ideoque - == o; unde primus ofcillandi modus oritur
4

. a . : .
ex &quatione — == ; v +P==/cot. 1 ¢; qua cum jam fu-

prafit trattata, erit —j— ==4,7300350232. Quamobrem lami.

na elaftica, cujus uterque terminus parieti infixus tenetur, perin-
de: vibrationes fuas peraget, ac fi effet omnino libera. Hac
Qq 3 autem
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dutem convenientia tantum ad primum ofcillandi modum fpecs
. . . a

tat; fecundus enim ofcillandi modus, quo eft —=fr— =

log. cot. ; ¢, arque lamina axem A B inter ofcillandum in une
puntto interfecat, in lamina libera fui patem non habet; ter-
tius autem modus laminz utrinque infixz corgtuet cum modo
fecundo lamine libere, atque ita porro.

97. Hac duo poftrema ofcillationum genera, ob caufam al.
latam, non congrue per experimenta explorari poffunt: primum
autem non {olum ad experimenta inftituenda maxime eft aptum;
fed ctiam adhiberi poteft ad elafticitatem abfolutam cujufque la~
mine propofitz , quam per E # 4 indicavimus, inveftigandam,
Quod fi enim fonus notetur , quem hujufimodi lamina altero
termino muro infixa edit, eique in corda confonus efficiatur R
fimul numerus  ofcillationum uno minuto fecundarum editarum

cognofcetur.  Qui fi zqualis ponatur expreffioni %—Z Vg . Ekk.

%, ob numerum » cognitum, & quantitates g, 4, & M per

dimenfiones inventas, repetictur valor expreffionis E kk; ficque
clafticitas abfoluta innotefcit ; quz cum ea quam fupta cx in»
curvatione reperire docuimus, comparari poteft.

AD.



