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conftantem 64, pro arbitrio, five affirmativam, five negativam
accipere licet.  Haxc autem curva Queftioni fatisfacic tantum

cafir, quo ¥ ==u; atque ut fatisfaciar lictera 4 is tribui debet va-

o . ) ; (l
lor quem, cafu x =, recipiet expreffio /;’—;CZ{-, ex quo valor

4 determinabitur. Caterum notari convenit hanc curvam efle
€am que vulgo {ub nomine Elafticx eft cognira.

CAPUT VL

Methodus , inter omnes curvas pluribus proprietati-
bus communibus gandentes , eam  determinands
qua maximi mimimive proprictate [it pradita.

ProrositIO L THEOREMA.

1. Urva , Qua intey omnes omnine curvas babet expreffionem
a A + CB maximum wvel minimum, eadem fimul ita erit

Comparata , ut inter omnes eadem proprietate A praditas contincat
valorem formule B maximam vel minimum.

DEMONSTRATIO

Ponamus inventam effe curvam, in qua inter omncs alias ei-
dem abfciff refpondentes valor expreffionis « A4 + € B fit ma-
ximus ; quod enim de maximo demonfirabitur , idem muracis
mutandis de minimo valebit. ' Denotant auiem litterze A & B
hic nobis ejufmodi formula vel exprefliones indcterminite, in
quas Quaftio de maximis & minimi;s cadere queat; tum vero

f 2



228 DE METHODO

« & € funt quantitates conftantes quacuaque. Defignemus jam
iftam curvam , in qua fit « 4 4 CB maximum, littera Q, quo
eam facilius fine molefta verborum defcriptione indicare quea-
mus; Nunc concipiatur alia quaecunque curva R eidem abfciffe
refpondens, qua recipiat formule 4 eundem valorem , quem
tenet curva Q: in hac igitur curva R expreflio « A + ¢ B mi-
norem occupabit valorem, quam in curva Q; eo quod in cur-
va Q expreflio a A + € B omnium maximum valorem fortitur.
Quare cum in curvis Q & R expreffio A cundem obtineat va-
lorem, atque in Q expreflio « 4 + € B major fit quam in curva
R; fequitur in curva Q valorem expreflionis B majorem cffe
debere quam in curva R, Cum igitur R curvam quamcunque
denotet, quz cum  communem valorem formule A recipiat;
manifeftum eft inter omnes has curvas R curvam Q efle illam,
in qua formula B maximum habeat valorem. Ex quibus con-
ficitur, cam curvam, qua inter omnes omnino curvas habeat
expreflionis « 4 4+ ¢ B valorem maximum vel minimum , ean-
dem curvam fimul ita efle comparatam, ut inter omnes alias.
curvas fecum cadem communi proprictate 4 gaudentes poffi-
deat maximum minimumve valorem expreffionis B. Quanquam
enim Demonftratio tantum 4d maximum eft adornata, tamen
eadem , translatis verbis , ad minimum accommodabitur. Q.

E. D.
CorocLrL1i L

2. Viciffim itaque intelligitur , fi curva .debeat inveftigati ;
quz inter omnes alias eadem communi proprietate 4 praditas
expreffionem B fit_habirura maximum vel minimum; tum que-
fito fatisfieri, {i abfolute inter omnes curvas ea definiatur, in qua
fit «.4 + ¢B maximum vel minimum.

Soe s

Cororr IL

3. In folutionem igitur hujufmodi Problematum binz novz:
grediuntur conftantes arbitrariz & & &, qua in ipfis expreffio-
, nibus.
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nibus 4 & B non inerant: hz autem unius dumtaxat conftantis
vicem {uftinebunt; quia earum ratio tantum in computum ve-
nit. :

CorRr oL IIL

4. Quod fi ergo, inter omnes curvas eadem communi pro-
prietate A gaudentes, eam definiri oporteat in qua fit B maxi-
mum minimumve; tm utriufque expreflionis 4 & B capiantur
valores differentiales , qui, per conftantes arbitrarias feorfim
multiplicati & conjun&im nihilo aquales pofiti, dabunt zqua-
tionem pro curva quafita.

CoRroLL IV.

5. Simul etiam perfpicuum eft perinde effe, five inter om-
‘nes curvas eadem communi proprietate 4 gaudentes, ea qua-
ratur in qua fit B maximum vel minimum; five viciffim inter
omnes curvas eadem communi proprietate B gaudentes , ea que-
ratur in qua fit .4 maximum vel minimum.

§ CH OL T 0 N

8. Quaz, cum in hac Propofitione , tum in annexis Corol-
lariis , tradidimus, ex Capite precedente jam funt planiffima :
quippe quibus continetur inverfa Methodus refolvendi Proble-
mata, in quibvs, inter omnes curvas eadem communi proprie-
tate gaudentes , ea quaritur que pradita fit maximi minimive
alicujus indole. Neque vero idcirco idem argumentum nos tan-
tum repetivifle cenfendum eft ; nam eandem veritatem, quam
ante modo fatis prolixo- elicueramus , hic admodum fuccinéte &
breviter dedimus demonftratam.. Quocirca eo fortius altera
demonftrandi Methodus per alteramr confirmabitur, ob fum-
mum utriufque confenfum : atque fi cui prior Methodus non
fatis perfpecta, propter tantam infinite parvorum compagem ,
nimis lubrica & incerta videatur , ei Demontftratio hic data om-
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230 DE METHODO

niem fcrupulumt adimee. Deinde , f quis de prafentis Propo=
fitionis converfione in Coroll. y fatta etiamnum dubitet , ei
prior Methodus pleniffime fatisfaciet. Interim ratio converfio-
nis ex fe fatis weo inferri poteft.  Cum enim curva Q, quz
inter omnes omning curvas habeat a A + 6B maximum vel mi-
nimum, ita fit comparata, ut inter omnes curvas eadem com-
- muni proprictate .4 gaudentes , habeat B maximum vel mini-
mum, quicquid loco « & € accipiatur; necefle eft ut converfio
xque pateat, fiquidem coefficientibus « & ¢ fumma extenfio~
tribuatur.  Hocque adeo commemorare, hujufque ratiocinii va-
lidiratem declarare vifum eft, ue in fequentibus , ubi eodem
utemur , nullum dubium relinquatur. Hanc enim Propofitio-
nem , etfi proprie ad Capur prcedens pertinet , huc tranftuli-
mus , quo ciddem Methodo proprium hujus Capitis argumen-
tum facilius pertradtare poffimus; quippe quod, i altera Me-
thodo expediri deberet, prolixiffimos requireret calculos, ma-
ximafque differentialium omnium ordinum tricas. Interim rta-
men, quantum fieri poteft, dilucide oftendemus omnia, qua
hic trademus , per Methodum fuperiorem confirmari atque etiam
clici pofle. '

PrRorosiTio Il. THEOREMA,

7- Que carva, inter omnes omning curvas eidem abfciff refpon-
denites , habet valorem expreffionis o A --CB + o C maximum vel
minimum , eadem curva [fimal ita eris comparaia , ut inter omnes
curvas, que tam expreflionem A guam expreffionem B communem bha-
bent , pojfideat valorem expreffionis C maximum wvel minimum.

DEMANSTRATIoO,

Denotant hic nobis litterz A4, B & C formulas integrales vel
exprefliones indefinitas ejufinodi , que maximi minimive f{int
capaces; at littere @, &, ¥ defignant quantitates conftantes ar-
pitarias.  Sit nunc Q curva, qua inter omnes omnino curvas

' . habcat
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habeat valorem « 4 4 €B + o C maximum vel minimum; at-
que concipiatur alia quacungue curva R, in qua , cum expref~
fiosA , tum B, eundem obtineat valorem quem obtinet in cur-
va Q; quo pofito expreflio compofita @A+ 6B cundem habe-
bit valorem in utraque curva Q & R. Hanc obrem, cxpreffio
tota e A4 6B 4 % Cin curva R minorem fortietur valorem
quam in curva Q, fiquidem « A4 4 € B4 o C in curva Q eft
maximum; contra expreflionis « A4-€B 4+ 3 C valor in curvaR
major erit quam in curva Q , fiea A4+6B +y Cin curva
fuerit minimum, Cum igitur expreffionis portio « .4 -+ B utri-
que curve Q & R fit communis, reliqua portio ¥ C, atque
adeo expreflio C, in cafu maximi major erit in Q_quam in R,
in cafu minimi autem expreffio C in curva Q_minor erit quam
in curva R. Ex quibus fequitur, fi curva Q inter omnes omni-
no curvas, habucrit valorem expreffionis « 4 4 ¢ B+ 9 C'ma-
ximum vel minimum , tum fimul hanc curvam Q ea indole effe
preditam , ut inter omnes curvas R qux codem valore cum ex-
preflionis 4 tum expreflionis B gaudeant, contineat valorem ex-~
preffionis €' maximum vel minimum. Q. E. D.

CoRrRorrn L

. 8. Quoniam exprefliones 4, B & C pro lubitu inter fe com-
mutari poflunt ; curva in qua eft « 4 4 € B 4 y C maximum
vel minimum, ea {imul vel, inter omnes curvas iifdem proprie-
tatibus 4 & B communibus gaudentes , habebit C maximum
vel minimum; vel habebit B maximum minimumve, inter om-
nes curvas qua proprietatibus 4 & C communibus gaudebunt ;
vel denique habebit .4 maximum minimumve, inter omnes cur-
vas in quas ambe proprietates B & C aque competunt.

Corori IL
9. Que igitur curva, inter omnes iifdem binis proprietati-

bus 4 & B communibus gaudentes, habet C magimum mini~
mum-
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mumve; eadem habebit inter omnes curvas binis proprietatibus
vel A & C, vel B& C, ®=que preditas, vel B, vel 4 maxi-
mum minimumve, - .

v CororLrL IIL

ro. Siigitur curva quari debeat qua, inter omnes alias bi-
nis proprietatis 4 & B xqualiter praeditas, habeat expreflionem

maximam vel minimam; tum quafito fatisfict, fi curva qua-
ratur, que, abfolute inter omnes curvas, habeat expreflionem
2 A4 6B+ v C maximum vel minimum.

CorocLrtr IV.

11, Quoniam «, €, y {unt quantitates conftantes arbitrariz ;
in folutionem hujufmodi Problematum tres hove quantitates ar-
bitrariz ingrediuntur, quz in formulis propofiiis A, B, & C
non inerant: aquivalebunt autem h tres conftanwes «, €, &'y
tantum duabus. .

CororLr V.

12. Ha vero conftantes adeo jam in zquatione pro curva pri-
mum inventa inerant; prxter €as vero, per integrationes nove
ingredientur conftantes tot , quot integrationibus opus eft , ante-
quam ad equationem finitam perveniatur.

Cororr VL

13. Simili modo , quo hanc Propofitionem & prxcedentem
demonftravimus, oftendetur, curvam, que abfolute, inter om-
nes curvas, habeat expreflionem « 44 6B 4y C+ D ma
ximam vel minimam ,- eandem , inter omnes curvas tres expref-
fiones A, B & C communes habentes, habituram effe quartam
D maximam vel minimam. '

SCH Q-
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S CHOLTION

14. Ex hac Propofitione jam fatis percipitur Methodus refol-
vendi ejufmodi Problemata ad Mecthodum relativam pertinen-
tia, in quibus quaritur curva qua, inter omnes eidem abfcifie
refpondentes & duabus pluribufve proprietatibus communibus
@que gaudcntes , habeat valorem cujufpiam expreffionis maxi-
mum minimumve. Quaftio fcilicet perpetuo revocabitur ad
Methodum abfolutam ; ita ut, inter omnes omnino curvas, qua-
renda fit curva que expreflionem quampiam hbear maximam
vel minimam. Hacque redu@lione id commodi nancifcimur ,
ut omnia hujufmodi Problemata , ope valorum differentialium
quos jam fupra inveftigare docuirus, refolvere queamus. Ipfe
autem refolvendi modus eo redibit, ut omnes proprietates com-
munes, una cum maximi minimive expreffione, feorfim expli-
centur ; {ingule per conftantes arbitrarias multiplicentur ; & pro-
duéta in unam fummam colligantur : quo faéto , abfolute inter
omnes curvas, eam quazri oportebit, in qua ifta fumma fit ma-
xima vel minima, Hoc vero ipfum perficietur, dum fumme
illius valor differentialis inveftigabitur , nihiloque zqualis pone-
tur. Quocirca univerfa operatio abfolvetur, fi, cum fingula-
rum expreflionum proprietates communes continentium , tum
maximi minimive expreflionis valores differentiales, fecundum
regulas fupra datas, capiantur; finguli feorfim in conftantes ar-
bitrarias ducantur; omniumque horum productorum aggregatum
nihilo zquale ponatur : ex quo orietur &quatio pro curva qux-
fita. Sufficere itaque poflet hoc unicum preceptum ad Queftio-
nes hujus generis folvendas. Verum , antequam hujus ufum
cxponamus, hanc ipfam Mecthodum via ante adhibica confirma-
ri convenict.

Prorositio II. PROBLEMA.

15. Inter omnes curvas ad eazdem abfcifJam relasas, que binis
propriciasibns communibus A & B equaliser fint predite; definive
cams , in qua [it valor expreffionis C maximus vel minimus.

Euleti De Max. & Min. Gg 50-
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SOLUTIO.

Ex precedentibus jam intelligitur hoc Problema folvi, fi, in<
ter omnes curvas, abfolute quaratur ea in qua fit « 4 4+ B
+ o C maximum vel minimum. Ad hoc autem noffe oportes
valores differentiales exprefionum A, B, & C. Sit igitur va=
lor differentialis exprefhionis 4—= my.dx. P; expreffionis B ==
ny. dx. Q ; exprefionis C'==#my.dx. R; ex quibus ®quatio pre
curva dcliderata erit e P4+ 60Q 4+ v R = o.

Verum, quo hujus Solutionis veritas magis eluceat, idem hoc
Problema eadem Methodo , qua fupra in Capite preced. ufi
fomus, aggrediamur. Primum autem intelligitur, ad hoc Pro-
blema refolvendum , ternas applicatas particulis infinite parvis
augeri debere , ut tribus conditionibus prafcriptis fatisfieri pof«
it. Primo enim tres has particulas adjunttas, quibus ipfa cur-
va fatisfaciens az in novam a fe quam-minime difcrepantem
transmutatur, ita comparatas efle oportet, ut expreffio A4, qua
unam proprietatem communem continet ,” in utramque curvam
zqualiter competat : Deinde etiam altera proprietas communis
B in utraque curva eundem valorem obtinere debebit. Tertio
ex maximi minimive natura expreffio quoque C eundem valorem
in ipfa curva & eadem mutata nancifci debet; quibus tribus con-
ditionibus, per pauciores quam tres particulas tribus applicatis
adjun@&as, fatisfieri non poteft. Quare prter binas applicatas
Nn & Oo, qua in figura particulis nv & ow funt au&te, con-
cipiatur fequenti applicatz Pp particula p » adjici. Ac queratur
primum incrementum, quod expreflio A ex his tribus particu-
lis aflfequitur quod crit ==nv. Pdx + o w. P'dx +px. P'dx,
Namque ex particula ny nafcitur incrementum ny. Pdx, con-
gruens cum ipfo valore differentiali , quem expreffio A ex fola
particula ny adipifcirur, Ex fequenti vero particula o » oritur
incrementum ow. P'dx, {cilicet, idem quodante, fuo differen=
tiali au€tum: quia enim o  fequenti applicate adjungitur, oms-
nes quantitates o w afficientes erunt fequentes earum, quibus par-
ticula n afficitur ; arque fimili. ratione ex particyla p - nafcetur

mncre-



MAX, ET MIN RELATIV A 235
incrementum p . P’dx; qua omnia, fi cui libuerit calculumeo
modo quo in Cap. prec. Propof. 3 §. 22 ufi fumus perfequi, fa-
tisfent manitefta ac perfpicua. Eodem igitur porro modo ex-
preflio B, cujus valorem differentialem ex unica particula nv
oriundtm pofuimus ==nvy. Qdx, ex tribus particulis ny, 0w &
p 7 incremenrum accipiect == ny. Qx4 0w. Q dx +p=x. Qdx.
Tertio expreflio C ex his tribus particulis augmentum capiet hoc
nv.Rdx 4 ow Rdx -+pnr. R'd x. Singila jam hxc tria incre-
menia feorfim nihilo @qualia poni oportet, ut omnibus condi-
ticnibus prafcriptis fatisfiaz; unde tres fequentes @quationes
orientur, facta divifione per dx, '

o—nyv. P+ ow P + p. ) 4
o==nv. Q+ow Q +pr
o =—ny R+ o« R +p7r.R"

Quod {i nunc particule ny, 0w, p7, ad folutionem peragendam
tantum in {ubfidium vocatz eliminentur; orietur aquatio inter
quantitates curva proprias, quibus proin natura curvee exprime-
tur. Ad has autem particulas eliminandas , fingulas aquationes
per novas incognitas «, 6, v »feorfim multiplicemus , ut habeatur

o = nv. aP + ow. « P + pr a P’
o =ny. 6Q + ow CQ + p~. c
o —

nv. yRK 4+ ow. vy K + p7. yf\"',:

atque formentur hinc iftz xquationcs,

o == aP +CQ+7R
: 0= aP + 6Q + y R
0o = a P4+ CQ + y I,

Hic ftatim patet , fipro «,&, ¥ accipiantur quantitates conftari
tes, tum primam aquationem reliquas binas uitro in fc com-
pledi; {i enim fuerit o ===« P+6Q +y R, tum fimul erit 0 ==

adP 4+ 6dQ 4 ydR, & o= addFP + CddQ + yddR;
Gg 2



236 DE METHODO

& quia ;ﬁ P—=PpP 1 4P; Q‘r::.Q_-{—dQ‘, R==R 4+ 4R,
atque P'"—=P 4 14P + 4dP; Q=0 +2dQ +4ddQ &
R'—=R+:24R +ddR; fict quoque

o= aP 4 €Q 4 4R
&
o= aPr 4 Q" 4- yR".
Quocirca ad Problema folvendum formanda eft hac zquatio

o==2aP 4+ 6Q + yR;

qux , filoco «, €, & 9 quantitates quacunque conftantes ar-
bitrariz fcribantur, exprimet naturam curva quafitz. Congruit
autem omnino hxc xquatio cum ea quam altera Methodo eli-
cuimus , alteraque Methodus per alteram confirmatur. QEL

CoroLL L

16. Omnia ergo hujus quoque generis Problemata refolvi
poflunt, ope valorum differentialium ex unius applicatz muta-
tione oriundorum , quos fupra fatis ampliter invenire docyimus.

Corocrr IL

17. Manifeftum igitur eft, fi curva debeatinveniri qu , intes
omnes alias ad eandem abfciflam relatas atque in quas binx ex-
prefliones A4 & B xqualiter competant, habeat valorem exprefs
fionis C maximum minimumve ; tum quaftionem redire ad hanc,
qux ad Methodum abfolutam pertineat , ut, inter omnes om-
nino curvas ad eandem abfciffam relatas , determinetur ea in
qua fit expreflio « 4 4 ¢B + 5 C maximum vel minimum.

Cororr IIL

18- Simul vero ctiam hinc Methodus patet refolvendi Pro-
“blema-
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blemata , in quibus, inter omnes curvas in quas plures duabus
atque adeo quotcunque proprictates aqualiter conveniant , ¢a
requiritur - qua maximi minimive cujufdam proprictate gaudcat.

CororLrLti 1V.

19. Quod fi enim , inter omnes curvas in quibus expref
fiones A, B, C, D xquales obtineant valores, ea debeat in-
veftigari in qua f{it expreflio B maximum vel minimum; tum
quefito farisfier, fi inter omnes omnino curvas ea quaratur in
qua it « A4 6B + 5 C+ 4D + ¢ E maximum vel minimum
denotantibus litteris «, €, ¥, J5 ¢ quangitates quafcunque conf-
tantes & arbitrarias.

CororL V.

20, Quo plures igitur proponantur proprictates , qua: iis cur-
vis, ex quibus quafitam maximi minimive indole praditam in-
dagare oportet, communes effe debeant; eo plures in &quatio-
nem pro curva ingredientur quantitates conftantes arbitrarie ;
atque adeo co plures curve {atisfacientes in ¢a comprehenden-
tur.

S CHOLTION L

21. Cur co plures conftantes in Solutionem ingrediantur,
quo plures proponantur proprictates communes, €x praccdenti-
bus facile coliigi poteft. Ponamus enim, inter omnes curvas
eadem proprietate . gaudentes, eam inveftigari oportere , in
qua fit B maximum vel minimum: ac primo quidem conftabit
huic Queftioni eam curvam efle {atisfalturam qux, inter omnes
omnino curvas, habeat B maximum vel minimum; hac enim,
inter omnes ¢rioque illas qua fecum eadem commnni propric-
tate 4 gaudebunt, habebit B maximum vel minimum. Deinde
autem licet innumerabilia iftiufmodi curvarum genera concipi ,
quz fingula eundem valorem expreffionis A recipiant; i uno

Gg 3 QuUOQUL
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quo7iie ve'o gencre una erit cutva, qua pre reliquis valorem ex-
preifionis B contincat maximum ve! minimum. Necefle antem
eft has curvas fatisfacientes omnes in Solutione generali contine-
ri debere. Cam igitur , ob unam proprietatem communem
preferiptam - numerus curvarum fatisfacientium fiat infinitus , mul-
to magrs is augeb’tar, propter eandem rationem,. fi plures pro-
priciazes communes proponantur, Interim tamen fi valores ,
quos habent fingule proprietates cominunes in curvis ex quibus
auz{itam crai oportct a&u definiantur, tum utique {olutio unicam
Curvam fatisiasientem prabebic.  Conftantes fcilicet illz eo in-
fervient ur vaiores, quos proprietates communes in curva inven-
ta cbtincbunt, pro arbitrio determinentur; fic, per has conf-
tantes, in cafu duarum proprietatum communium A & B, cur-
va poterit aflignari quee datos expreflionum 4 & B recipiat va-
lores , arque infuper ira fit comparata ut, inter omres infinitas
alias cofdem illarum expreflionum A4 & B valores recipientes ,
habeat valorem alius cujufcunque expreffionis C' maximum vel
minimum.  Atque hxc eadem admonitio locum habet , fi plu-
res proprictates communes fuerint praferipte ;s ex quo fatis perf-
picaum eft, quid hifce conftantibus in Solutionem ingredicnti-
bus fir faciendum , & quomodo eas ad ufum traduci oporteat:
id quod in fequentibus Exemplis clarius declarari poterit.

ExeEmMmrprum L

22. Inter omnes curvas ad candem abfeiffam A C ==a relatas ,
gne cym inter [¢ ejufdem fint longitndinis , tum etiam agnales areas
D AD comprebendant ; determinare eam , giuz circa axem A C
rotata generet folidum maxima vel minima capagitaiss.,

Pofisis abfciffa AP =x, applicata PM ==y & dy = pdx;
binx proprictates communes propofite funt ffdx & fdxy/(1+4pp) 5
at max'mi minimive formula eft fyy4x. Quarantur jam ha-
rum trivm formuiarum valores diffcrentiales. Ac primo quidem
cit fonmule /y 4~ valor diffcrentialis == #v. dx ;. deinde foer

mule
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mule [dxy/ (14 pp) valor differentialis eft = —m. d. —(Y%-“}}D -
‘/
& tertio formule [yydx valor differentialis eft == 25y, 54 x.

Ex quibus tribus valoribus differentialibus conficietur pro curva
uzfita ita xquatio,o =—a dx— 64, P 4 aeydx, feu
q quatio, VT 2rIevs

P — o [ rlp . g
ccd. TR bdx 4 2ydx = (———-————-—l P - Multipli-
cetur haxc zquatio per p & integretur; habebitur £ 46y -y

— ¢ 1 e e .
= ubi tam ¢ ro arbitrio fi ati-
V(L) ¢ quam ff'p o five affirmati

ve five negative accipere licet. Hinc porro fiet (ff+&y+y)°
4 o b s 2
(I‘+Pi’)'————€‘;&p:‘7(” (ff +by 499" dy

FF4by + —dx’
idcoque Ay = _(ffAbytoy)dy qua eft xquatio pro

V(A — (ff4by+992)

curva Elaftica. Ingredictur autem , per integrationem unam reli-
quam, nova quarta conftans arbitraria 5 arque hifce quatuor
conftantibus effici poterit ut curva per data duo puncta tranfear;
deinde binis reliquis conftantibus obtinebitur, ut polito x =4,
tam area curva quam cjus longitudo datam magnitudinem con-
fequantur.  Infuper autem ambiguitate fignorum , qua fignum
radicale afficitur, alterum fignum prabebit curvam maximi, alte-
rurn minimi proprietate gaudentem. Quoniam autem in 2qua-
tione inventa data illa abftiffz magnitudo 4 non inctt; f{equitar
curve inventz portionem quamvis cuicunque abfciffe refpon-
dentem hac quoque gaudere prerogativa ut, inter omnes alias
curvas cidem illi abfciffz refpondentes, & per eadem duo punc-
ta tranfeuntes , qua fimul cum illa curva tum a@qualem longitu-
dinem ‘quam xqualem arcam complettantur, ut illa, inquam ,
curva circa abfciffam fuam rotata generet folidum maxima mi-
nimave capacitatis. Duo fcilicet puncta, per qua curva quafi-
ta tranfeat, ideo hi¢ in confiderationem funt ducenda, quia cal-
culus prabuit zquationem differentialem fecundi gradus , qua
per fe duplicem determinationem requirit, Poterunt vero clt)hm

InE
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binz relique conflantes , que ftatim in zquatione inventa ine-
rant , per punéia dcterminari , hocque pacto determinata folutio
hujufmodi e¢merget , que docebit per quatnor dara puntta cur-
vam defcribere , qua inter omnes alias per eadem quatuor punc-
ta tranfeuntes, atque curm xque Jongas tum @quales a~eas con-
tinentes, prodacat circa avem rotata folidum vel masimm vel
minmam.  Perpetuo nimirum numeras conftantium a:bitraria-
ram, que in fequatione inventa cum acta tum potentia intunt ,
declarabit quot determinationes fint adh’bendx ut curva deter-
minctur ; hxcque deinde, inter omnes alias curvas iifdem deter-
minationibus praditas , quafito fatisfaciet.

ExemprprLuMm IL
23. Iuter omnes lineas eidem abfiifa refpondentes , qua prime
aquala contineant areas { y dx, atgue praterea circum Axem rotate
agualia generent [olida {yy dx; deserminare eam que fuum gravi-
tasis cenirum vel maxime vel minime habear elevatum . hoc ¢ff in
vxd

{yxdx . o
qua fit vel maximum vel minimum,
{ydx

Sit abfcille longitudo praferipta, ad quam Solutionem accom-
modari oportet, ==«; arque pro hac abliiffa fiat valor formu-
le [}dx=dA, formule [yydx=B, % formule /[y x dx=C.
Parro {it valor differentialis formule [ydx == d A4 ==4dx; tor-
mule [yydx = dB = 2ydx, & formule [yxdx = dC
== x 4 x; {umptis nimirum harum formularum valoribus differen-
tialibus fecundum regulas fupra datas: omittendo tantum parti-
culam nv, quippe quz perpetuo per divifionem tollivit. Cum
jam maximi minimivee xpreflio fit, non fimplex formula, fed frac-

. . . . . . A d fj - {w 1] /
tio f%; cjus valor differentialis erit == = 1
9y a
- Ixdx — Cd . .
. Axax ye = ; atque, ob proprietatum binarum commu-

nium fydx & fyyd xvalores differentiales datos, nemped 4 —=
dx & dB == 2ydx, relultabit pro curva quefita fequens xqua-
tio
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tio adx + 26ydx +7—1—4—x—t-1-%::;7—c-éf=o, vel (24* — 5 C)dx
d 264> ydx ++ y Axdx = o; in qua ®quatione , cum
«, G, v tint conftantes arbitrariz , earum transformatione {imul
conftantes determinate 4 & € ex compuro expelli poflunt ; ita
wt Solutio inventa ad omnes ablciffas zque-fiat accommodata.
Pervenictur autem ad hanc axquationem bdx == mydx -4 nxdx,
feu , per dx divilione inftituta, b=my +ux, que zquatio cft
pro linca refta quacunque. Linea re¢ta igitur ad axem vertica~
lem utcunque fita, inter omnes alias lincas cum axe tam can-
dem aream [ydx quamn idem volumen /yydx contirentes, has
bebit fur arca centrum gravitatis vel maxime vel minime cle-
vatum. Erit aurem centrum gravitatis minime elevatum, {i linca
reGa furfum cum axe convergat; maxime autem crit elevatum,
fi deorfum cum axe convergats; hique funt ambo cafus, quibus
vel maxima vel minima centri gravitatis elevatio locum habet.
Inter hos cafus eft medius, quo linca illa reéta fit axi parallela:
de quo dubium fupcrefle poreft, utrum centrum gravitatis fit
vel maxime depreflim vel maxime elevatum.  Verum ifte ca-
fus nequidem in Quzftione locum invenit. Nam pofita linca
recta axi ‘parallcla, ita ut fit y::é, tum omnino nulla alia exhi-
beri poteft linea que pro eadem abfciffa, cum 2qualem aream
JSydx tum zquale volumen fyyd x contineat : hocque idco eve-
nit , quod ifta linea refla , inter omnes alias lineas candemn
aream [y dx comprchendentes , minimum volumen [yydx ins
cludat.

Exemrruwm IIL

24. Inter omnes curvas ejufdem longitudinis D AD puncla data
D,D Jungentes , determinare eam cujus bac (it proprietas ut, fi
inter reitas werticales DB, DB per horizontalen NN [patinn
N D A DN diute magnitudinis abfeindar , hujus [paris NDADN

Centrum gravitatis imum obiincat locum.

Quaftion’s hujus Solutio eximium habet ufum in Hdroftati-

Euleri De Max. & M, Hh a,

Fip 21,
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«ca, ejulque ope folvetur Problema quo figura fintei D A D
vali BDDB in pun&is DD annexi inveftigatur , quam induit,
fi vafi data aqua copia infundatur. Primo enim dum linteum
extenfionem non admittit, longitudo curve D A D erit data,
deinde etiam fpatium NDAD N, quo quantitas aquz infufe
menfuratur, erit data: ac tertio , fecundum generales Hydrof-
tatice & gravitationis leges, figgram D A D ita comparatam ef-
fe oportet, ut fpatii ND ADN centrum gravitatis infimum
occupet locum.  Ad hoc Problema refolvendum, ponatur DC
== CD ==4, & ducta horizontali quacunque MP M, fit MP
=PM =x, & AP =y, erit arcus MAM =
2[dxy/(14pp) , pofito dy == pdx. Quod fi jam longirudo curvae
1+ L ponatur = 2 4; aquatio inter ¥ & y ita debet efle com-
parata , ut formula integralis fdx v/ (1 4pp) flat =4, pofito
x==a. Porro area MAM fit == 2/kdy=12/%pdx; qua
flat = 2 £, cafu quo ponitur x == «; ita ut tum it [xpdx
= ff. Hac vero arca non ipfa eft data, fed ea cum arca
NDDN datum fpatium producere debet quod fit = 2 ¢ .
Si igitur ponatur DN = z, erit 4z + ff=c¢,&z=—=
cc—ff__cc—[xpdx

, pofito x ==4. Denique centrum

4 a
gravitatis totius fpatii N D AD N a pun@to A diftabit inter-
vallo == /*92dx + a2 (AC+12)

> pofito poft integrationem

ccC
¥ ==4; infra pun&um C jgitur Eentrum gravitatis firum erit
. AC — N—— —_— ,
intervallo = (e az) e Sxyp4x » quod
cc
. S— d : .

debet efle maximum. Cum vero fit z == % £ ZPCX: maximum

. . + ¢ d g 3
effe debebit hac forma A C fipdx — g—“ -+ —c—ffﬂ—x — (—fﬂ;‘ii

— fxypd x. Problema itaque huc redit ut, inter omnes curvas
ejuldem longitudinis datz abfciffe D C ==« refpondentes, defi-

nigtur ea in qua fic hec expreffio 4/xpdx + f;tf [xpds —

1
2a
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;’—a (fxpdx)* — [xypdx maximum, exiftente y= 4, pofito
¥ ==4. Jam quia longitudo curve eft = /dx y (14pp),
erit cjus valor differentialis == — 4. — L Decinde for-

. Vit pp)
mulx [xp dx valor differentialis et =—=-—4x, & valor diffe-
rentialis formule [xypdx = xpdx—d xy—=— y4x. Hinc
totius expreffionis , qua maximum effe debet, valor differentia-
lis prodit = — bdx — -Cf- dx+j%dx +ydx, que,ob b&

ff conftantes non determinatas, tranfit in hanc £dx 4 ydx; ubt
4 cft conflans arbitraria. Quocirca prodibit ifta zquatio pro

curva quefita édx 4 ydx = —ggd. e fi—fp); qux, per
2 multiplicata & integrata, dabit m+ 28y 4 yy = V—(_?_gfm ;

quam curvam conftat effe Elafticam, mancbitque ea invariata,
quemcunque valorem obtineat quantitas c¢.  Queftioni ergo
propofite ita facisfict, ut per data pun&ta D & D curva Elafti-
ca traducatur , cujus axis feu diameter orthogonalis fit recta ver-
ticalis A C, & cujus portio D AD datam obtineat longitudinem
245 hocque pacto, Solutio omnino erit determinata, unicaque
curva fatisfaciens refultabit. Quod autem quantitas fpatii
NDADN ==2¢z, de cujus centro gravitatis quatio cft, pror-
fus ex computo exceflerit , id quidem facile pravidere licuiffer;
quo patto , Solutio multo facilior extitiffet. ~ Verum data ope-
ra hanc conditionem, etfi inutilem, adjecimus , ut modus pa-

teret alia iftinfmodi Problemata , ubi talis reduio locum non in-
venit, refolvendi.

SCHOLION IL

25. Sic igitur expofita cft univerfa Methodus maximorum
& minimorum indcrerminata, qua linea curva queri fo'ct ma-
ximi minimive proprictate quapiam pradita. Iftaque Mcthodus
tora perducta eft ad inventionem valorum differentialium , qui
¢x uniys tantum applicate incremento oriuntur.  Scilicet i Pro-
Hh 2 blema

i
g
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blema poftulet, inter omnes omnino curvas ad eandem abfcif-
fam relatas , cam in qua expreflio quapiam indefinita maximum
minimumve obtineat valorem ; tum illius expreflionis quarendus
eft valor differentialis ; qui nihilo 2qualis pofitus dabit aquatio-
nem pro Curva quafita. Quod fi autem, inter omnes curvas
qux una pluribufve proprietatibus communibus gaudeant, eam
definiri oporteat , in qua valor cujufpiam cxprefitonis propofita
fiat maximus vel minimus; tum, tam {ingularum proprictatum
communium, quam maximi minimive, expreflionis quari de-
bent valores differentiales, hique finguli per conftantes arbitrarias
multiplicari, quorum productorum fumma nihilo aqualis pofita
dabit zquationem pro Curva quafita. Ad valorem autem dif-
ferentialem cujufque expreflionis indeterminatz inveniendum -,
Regulas in fuperioribus Capitibus fufficientes atque admodum
faciles tradidimus.  Ejufmodi enim expreflio indeterminata , five
proprictatem communem continens, five maximum minimum-
ve , perpetuo vel eft formula integralis fimplex, vel funétio dua-
rum pluriumve hujufmodi formularum integralivm.  Quod vero
ad formulas integrales fimplices attinet; in Cap. 1V §. 7 pre-
cepta expofuimus, quorum ope ejufmodi formularum valores
differentiales reperiri queant ; ubi hanc indagationem ad quin-
que cafus reduximus. Quemadmodum autem fecundum hec
eadem precepta, cujufcunque functionis duarum pluriumve for-
mularum integralium fimplicium valor differentialis conveniens
definiri queat, id in ejufdem Cap. IV, Propofitione 4 , indi-
cavimus , modumque differentiationis fimilem atque fatis faci-
lem expofuimus: ita ut in hoc genere nihil fuperefle videatur ,
quod infuper fit adjiciendum,

FINIS
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