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CAPUT V.

Methodus , inter omnes curvas eadem proprictate
pmditm , inveniends eam, que IRAXIL MIMInIUe
proprietate gaudmt.

DeErINITIO

I. PRoprietds communis eft Formula integrali3 , feu exprel-
fio indefinita, qua in omnes curvas €x quibus quafi-
tam determinari oportet , ®qualiter competit.

S CHOLI ON L

5. Ha&enus Methodum maximorum ac minimorum tradi-
dimus abfolutam , in qua perpetuo , inter omnes omnino curvas
eidem abfciffe refpondentes, una requiri folebat, qua maximi
minimive cujuspiam proprictate gauderet. Nunc autem pro-
gredimur ad Methodum relativam, in qua unam lincam maximi
minimive proprietate preditam determinare docebimus, nonex
omnibus omnino lineis eidem abfcifle refpondentibus, verum
ex illis, innumerabilibus quidem , lincis curvis tantym , quibus
una quedam proprietas propofita plurefve fint communcs. Ac pri-
mo quidem, inhoc Capite, innumerabiles curvas eidem abfcif-
{= refpondentes contemplabimur, qu unam quandam proprie-
tatem habeant communem; ex hisque unam lineam inveftiga-
bimus, in qua expreflio quacunque indefinita maximum mini-
mumve obtincat valorem. Hoc in genere inprimis cclebre eft
Problema Ifoperimetricum , initio hujus fxculi publice propofitum,
in quo , inter omnes curvas ejufdem longitudinis que quidem
cidem abfciffe refpondeant , cam definiri oportcbat, que conti-
perct maximi minimive cujuspiam proprictatem. Poftmodum
autem hee Queftio in latiori fenfv cft accepta, ut ifta deter-

Y 2 mina-
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minatio non folum inter omnes curvas ejufdem longitudinis fie-
ret, verum etiam inter omnes curvas alia quacunque proprietate
communi preditas ; quam ipfam quaftionem in hoc Capite per-
tractare {ufcepimus. Cum igitur curva {it eligenda, non ex omnibus
omnino curvis eidem abfciflic refpondentibus , verum ex iis , innu-
merabitibus - duntaxat, in quas proprictas quapiam propofita
xqualiter competat; hanc ipfam proprictatem ante omnia con-
fiderari oportet, quam hic nomine proprietatis communis indi-
camus. Hc igitur proprietas communis, veluti @qualitas lon-
gitudinis curvarum, omnia pun&a media afficere debet, & hanc
ob rem erit functio indefinita, qua, non ex unici curva elemen
ti, verum ex totius curva pofitione determinetur. Quam
ob rem iftiufmodi proprictas communis erit, vel formula integralis
indefinita fimplex, vel expreffio plures ejufmodi formulas inte-
grales comple¢tens.  Omnino igitur pari modo erit comparata,
quo ipfa maximi minimive formula, feu expreflio. Exdem igi-
tur varietates atque divifiones, quas ante circa maximi minimi-
ve expreflionem fecimus & traQavimus,, @que ad proprictatem
communem pertincbunt.

CororL L

3. Si igitur proprietas communis fuerit propofita, quz fic B,
tum omnes curva funt confiderandz , quez pro eadem data abf-
ciffa eundem valorem ipfius B continent ; atque ex his ea de~
bet definiri, que habeat maximum vel minimum.

Cororrn IL

4 In Problematis ergo huc pertinentibus duas res datas effe
oportet, proprietatem communem B, ac maximi minimive ex-
preflionem 4. Quibus datis, inter omnes curvas pro data
ablciffa cundem valorem B: continentes , ea definiri debebit 5
que pro cadem abfcifla valorem ipfius 4 habeat maximum vel
winimum.

Co-
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Cororir [FIL

s. Dantur autem non folum infinitz curve , que pro data
abicifla eandem proprietatem communem habeant, fed ctiam
dantur infinitis modis. Affumta enim curva quacunque pro
lubitu , ea determinatum habebit valorem proptietatis commu-
nis propofitz ; preter eam autem dabuntur innumerabiles alix
eundem valorem proprietatis communis pro cadem abf{ciffa con-
tinentes.

Corotrtr IV.

F 6. Propofita igitur expreflione quacunque indefinita, innu-
merabilia infinitarum curvarum dabuntur genera; quorum quod-
libet genus infinitas in fe complectitu®curvas , quz pro cadem
data abfciffa eundem illius expreffionis valorem contineant.

Cororr. V.

7. Cum igitur infinita dentur genera , quotum fingula innu-
merabiles lineas curvas comprehendunt , in quas propofita pro
proprietate communi expreffio #qualiter comperat ; in uno quoque:
genere dabitur una curva, qua, pro reliquis cjufdem generis
curvis , alteram expreffionem in maximo minimove gradu con-
tineat.

Cororr VL

8. Quoniath ergo , ex quolibet genere, una curva maximi
minimive proprietate pradita invenitur; omnino ejufmodi cur-
va fatisfacientes infinitz invenientur , quarum quavis ita crit
comparata , ut inter omnes alias eadem proprietate communi
gaudentes , maximi minimive proprietate fit praedita.

Y 3 SCHCQ
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9. Hzc omnia magis illuftrabuntur, i proprietatem commus
nem, de qua haGenus in genere {umus locuti , definiamus. Sit
igitux proprietas communis , formula longitudinem arcus curva
cxprimens , maximi minimive expreffio autem fit [Zdx; itaut,
inter omnes curvas qua habeant arcus eidem abfciff refponden-
tes inter fe ®quales, ea debeat determinari, in qua pro ea-
dem abfciffa fiat /Z 4% maximum vel minimum. Manifeftum
autem cft, non folum infinitas lineas curvas dari pro eadem
ablciffa longitudine aquales , verum hoc etiam infinitis modis
fieri pofle. ~ Sit enim abfciffa communis = «, fumaturque que-
cunque longitudo s major quam 4, infinite exhiberi poterunt
lincz, tum re¢te tum curve, quarum fingularum longitudo fit
==¢; atque inter has d®finiri poterit una , in qua fic /Zdx
maximum vel minimum. Loco ¢ sutem infinite accipi poflunt
quantitates; co quod alia non adeft conditio, nifi ut fit ¢ &« ;
atque quilibet valor pro ¢ affumtus dabit unam curvam maxi-
mi_minimive proprietate praditam. Quamobrem, pro infinitis
i'pﬁm ¢ valoribus, infinite reperientur linex curve quaftioni fa«
tisfacientes. Neque tamen idcirco Quaftio pro indetermina-
ta eft habenda: nam folutio ipfa , infinitas curvas fatisfacientes
prebens , ita eft interpretanda, ut unaquaeque harum curva-
rum inventarum inter omnes alias 2que longas poffideat valo-
rem formule /'Z dx in maximo minimove gradu. Perfpicoum
autem eft, quod hic de aqualibus arcubus curvarum oftendi-
mus , idem de alia quacunque formula feu expreffione indeter-
minata valere debere. Ita fi, inter omnes curvas que, pro diata
abfcifla x =4, valorem formule /7 d4dx eundem continent N
ea requiramir in qua it /'Z4x maximum vel minimum; tum
infinitz quidem reperientur linex fatisfacientes : vetum he inter
fe ita dilcrepabunt , ut qualibet, inter omnes alias poffibiles
lineas curvas fecum valorem formule /74 x communem haben-
tes, continewt formule /Z 4 x valorem maximum vel minimun.

PRO-
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PrRorosiTIO I.L. THEOREMA,

ro. Que curva, inter omnes omnino curvas eidem abfeife ref-
pondentes , maximi minimive cujufpiam propofiti propriciate gan-
det; eadem curva fimul, inter omnes curvas communi quacunque
eum ipfa propriciaie preditas, eadem maximi minimive propriciate

gma’ebit.

DEMONSTRATIO.

- Sit maximi minimive expreffio ==.4, proprietas autem com-
munis == B; eritque tam .4 quam B, vel formula integralis
indefinita, vel expreffio ex hujufmodi pluribus formulis compo-
fita. Ponamus. jam curvam cffe inventam, qua, inter omnes
omnino curvas eidem abfciffe refpondentes, expreflionem A
contineat maximam vel minimam; ea curva certum quemdam
expreffionis B continebit valorem; preter eam autem dabun-
tur innumerabiles aliz , in quas idem expreflionis B valor com-
petet; hzque innumerabiles curve omnes jam continentur in
illis omnibus omnino curvis , ex quibus ea, in qua cx-
prefio A4 eft maximum minimumve , . eft inventa. Cum igi-
tur hec curva, inter omnes omnino curvas, propofita maximi
minimive proptictate gaudeat ; eadem quoque, inter illas infi-
nitas curvas fecum expreffionem B communem habentes , valo-
‘tem expreflionis 4 maximum minimumve poflidebit. Q. E.D.

CororLL L

11. Methodus igitur abfoluta etiam Problematis Methodi
relative refolvendis infervit : dum unam femper curvam fatis-

facientem exhibet, Verum tamen folutionem completam nom
largitur.

Cororr IL

1. Curva &sgo, quz, inter omnes, expreffionem 4 habet
maxs-
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maximam vel minimam, erit rna ex infinitis illis curvis , qua-
rum fingulz , inter omnes alias fecum communi proprictate B
gaudentes , candem expreffionem 4 maximam habent minimame
VC‘

CoRrRovL1r IIL

13. Solutio igitur Problematis, quo, inter omnes curvas ea-
dem commuoni proprictate B praditas, ea queritur in qua fit
A maximum vel minimum, latius patebit , quam fi abfolute ,
inter omnes curvas , ca querereturin qua eft 4 maximum vel
minimum ; illaque folutio hanc tanquam cafum fpecialem in
fe comprehendet,

)

ProrosiTrioIl. PROBLEMA.

14. Methodum refolvendi Problemata, in quibus , inter omnes
EHrvas communi guadam proprictate gawdentes, ea Yequirithy que
maximi minimive cujuspiam propofiss proprictate gandeat , in ge-
nere adumbrare., |

SOLUTIO,

Omné maximum vel minimum ita eft comparatum, ut, fac<
ta mutatione infinite parva, valor ejus omnino non immute-
twr. Quamobrem fi curva az, inter omnes curvas eidem abf-
-ciffe AZ refpondentes,, quz quidem communi proprietate B
gaudeant , habeat valorem expreffionis .4 maximum vel mini-
mum; cundem valorem retinebit, fi ipfi talis mutatio infinite
parva inferator, qua communis proprietas B non turbetur. Ad
hoc autem non fufficit, ut ante fecimus, unicam applicatam ,

uta N n, particula infinite parva ny auxiffe : quoniam enim
Eoc modo tota mutatio unica conditione determinatur, per eam
effici nequit, ut tam proprictas communis B in ipfam curvam
& immutatam @qualiter competat, quam maximi minimive ex-
preflio 4. Quocirca mutationem adhibendam binis conditio-
) | nibus
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nibus determinatum efle oportets id quod obtincbitur, fi bin®
applicate N n, & O o particulis intinitc parvis ny & ow augean-
tur. Quod fi ergo curva hoc modo immutari concipiatur 5 pri-
mum efficiendum eft , ut proprictas communis cum in iplam
curvam turn in mutatam @que competat; deinde etiam maximi
minimive expreflio in utraque curva eundem valorem retinere
debebit.  Prius praftabitur, fi expreflionis, qua proprictas com-
munis continetur, valor differentialis inveftigetur, oriundus ¢x
translatione binorum n & o in » & a, ilque evanefcens pona-
tur : pofteriori vero conditioni fatisfier, {1 pari modo valor dif-
ferentialis expreffionis , que maximum minimumve effe debet,
_quaratur, oriundus ex binis particulis ny & 0w, atque nihilo
equalis ponatur. Hoc patto, dux obtinebuntuy wxquationes
altera ex proprictate communi, altera ex maximi minimive ex-
preflione 5 utraque autem c¢jufmodi habebit formam S, n, +
T.0ow ==o0; in qua § & T crunt quantitares ad curvam perti-
nentes. Ex binis autem ejufmodi xquationibus ecliminabuntur
particule nv & ow; provenictque xquatio pro curva quelita ,
quz, inter omnes alias eadem communi proprietate B praditas,

habeat valorem expreflionis 4 maximum vel minimum, Q_E.
L

CorovrLL L

15. Solutio igitur hujnfmodi Problematum quoque reduci-
tur ad inventionem valorum differentialium : ipfi autem valo.
res differentiales ab iis quos ante dedimus in hoc diferepant
quod ex translatione duotum curva punctorum definiri debeant.

- Cororri IL

16. Ejufinodi valores differentiales ergo ex duabus particu-
lis ny & o« oriundos, in quovis Problemate, binos invefti-
gari oportet s alterum pro proprictate communi, altcrum pro
mwaximi minimive expreflione.

Euleri de Mux, ¢ Min. Z Co-



178 DE METHODO
Cororr IIL

17. Inventis autem in quovis Problemate his duobus valo-
ribus differentialibus, uterque nihilo zqualis poni debet; ex quo
binz nafcentur xquationes, qua, eliminandis particulis affum-
tis ny & o @, prebebunt unam xquationem naturam curva qua-
fitx exprimentem.

CororL1L 1IV.

18. Si ergo, inter omnes curvas eidem abfcifle refponden-
tes, qux communi proprietate B @qualiter funt praedite, ea
requiratur, in qua expreflio 4 fiat maximum vel minimum ;
tum utriufque expreffionis .4 & B valores differentiales, ex bi-
nis particulis nv & o oriundi, queri, & nihilo aquales poni
debent; ex quibus duabus @quationibus fieliminentur particule
nyv & ow, emerget ®quatio pro curva quefita.

CorRorL V.

19. In hac itaque operatione, ambx expreffiones 4 & B.
omnino pariter trattantur; neque in confiderationem venit, utra
vel proprietatem communem vel maximum minimumve deno-
tet. Ex quo perfpicuum eft, eandem folutionem prodire debere, fi
exprefliones 4 & B inter fe commutentur,

CororLn. VI

20. Eadem ergo folutio locum habebit, five, inter omnes
curvas communi proprietate B gaudentes, ea quaratur in qua
fit 4 maximum vel minimum : five viciffim , inter omnes cur-
vas communi proprietate A gaudentes, ea quaratur in qua fit
B maximum vel minimum.

SCHO-
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21. Ambas exprefliones A4 & B, licet in fe fpe&ate res om-
nino diverfas fignificent, inter fe commutabiles cffe ipfa folu-
tionis natura fponte patct. Quod {i enim ad binas particulas
nv & ow refpiciamus, quibus applicatz N n & O o augentur ;
primum eas ita compararas effe oportet, utproprictas communis
B, tam in ipfa curva quam in mutata, eundem valorem ob-
tineat; {cilicet proprietas communis B in curvam amnopz &
in am» wpz xque competere debet: deinde pari modo per eal-
dem particulas nv & o« efficiendum eft, ut expreflio A4, que
maximum minimumve effe debet, tam pro curva amnopz quam
pro amywpz cundem valoremrecipiat.  Atque adeo, tam pro-
prietas communis, quam maximi minimive natura, eandem pla-
ne conditionemin calculum inducit; ex quo manifeftum cft ambas
exprefliones datas, quarum altera proprictatem communem , alte-
ra maximi minimive rationem continet , inter fe commutari at-
que confundi pofle, falva Solutione. Hanc ob rem ergo, in So-
lutione hujufmodi Problematum, {ufficit nofle ambas illas ex-
preffiones ; neque ad Solutionem abfolvendam noffe opus cft,
utra proprietatcm communem aut maximum minimumve fignifi-
cet. Sic fi, inter omnes curvas longitudine aquales, quara-
tur ea, qua maximam aream comprehendat; eadem reperitur
curva quz prodit, {i, inter omnes curvas @quales areas inclu-
dentes, ea quaratur qu fit brevifiima, vel minimam longitudi-
nem habeat. Hawxc ita {e habent, {i maximi minimive quod qua-
ritur natura ita fuerit comparata, ut ejus valor differentialis fit
==o. Jam fupra autem animadvertimus, duplicis generis dari
maxima & minima, in quorum altero valor differentialis fit ==o, in
altero vero == oo . Hic vero tantum maxima ac minima prioris ge-
neris contemplamur; nam, in hac Methodo relativa,pofterius genus
locum omnino habere nequit. Quod fi enim valor differentia-
Hs,quiconvcnhrnaxhninﬂnhnivcexpreﬂknﬁ,inﬁnkelnagnu5po-
natur; tum ex hoc folo zquatio pro curva reperitur 5 neque ideo
proprietas communis in computum ingreditur, Quare, fi hujus

2 generis
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generis maximum vel minimum in Methodo abfoluta locum has
bet, cadem curva in Methodo relativa cadem proprictate gau-
debit, quacunque proprietas communis adjungatur.  Cum  jgi-
tur totem Solutionis hujufmodi Problematum momentum verfe.
tur in inventione valorum differentialium , qui ex binis particu-
Ks ny & o w oriuntur ; Methodum trademus, ejufmodi valores.
differentiales pro quacunque expreflione indeterminata invenien-.
di, eo modo, quo fupra ufi fumus ad inveniendos valores dif
ferentiales ex unica particula nv oriundos.

PrRorosiTtio III. PROBLEMA.

22. Propofita guacunque expreffone indeserminata s gue ad datam
abfeiffam A 2, referatur; invenire ¢jns valorem differentialeme , or-
tum ex transiatione binorum curve Punilorum n & 0 in v & w.

SOLUTIO.

Ponamus abfciffam AT =x, & applicatam Ii ==y, eri¢ .
Kk:;y', Ll:)”/, Mm :j’”s Nn :]/\/) OO :y\/\,
Pp = y" &c. Harum applicatarum duz tantum, nempe y'
& 5" patiuntur alterationem a particulis ny & o « ipfis adjunétis.
Erit igitur applicatz y'" valor differentialis = ny, & applica-
w2 y" valor differentialis = o.w , reliquarum vero applicata-
um omnium valor differentialis erit = 0. Hinc reliquarum -
quantitatum ad curvam pertinentinm P>9. 7,5, &c va‘lores.,
differentiales habebuntur , quatenus cx ab his ‘binis applicatis
7" &y pendent. ~Sic cumfit p = 22
rentialis ipfius p == o; fimiliterque ipfius o', & " : at cum fie -

f\r (244

M . . 1774 . 1t ny . .
P = 27;:_3_ » erit ipfius p” valor differentialis — &

, erit valor diffe- .

- \ ——— v . » Y . . A . 0 &J :
ob p' ":y—d-;r’—- , erit valor. dxffcrentlahslpﬁus = T

— Z—:-c; porroque jpfius 2’ ?rit'gr%:’. Deinde cum fit -

Pt
n——
475 -
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/
"""P R . TN ‘ 7 .
g —. de ; erit valor differentialis ipfius 4" — d_;’_:,f ipfius
177 oOw 21y . r\; 20w My
— = — Z° " ipfius = —— —_—
ax* dx*? P 7 dx* + d~x® 7’
. \/ 0w e <o
ipfius 47 = —%-. Hocque modo fimiliter progredi licet ad

{equentes quantitates 7, s, &c. cum fuis derivativis; hincque
nacetur fequens Tabella, qua fingularum harum quantitatum va-
lores differentiales exhibentur.

Y] i .
sy = e =t
b =t |4 = R
d.P\z__:____g_g' d.y\l::%_,
dr ==+ Z:‘ des =—+ [;i:
erm = Srasslas g
] ny 0 6]
dr' =Ty 330 4 = S0
T T L
d. 7 == fl—:g:s do sV = +§;+ ‘j%:)
0
) 4, s = 3—%
'Ce

Ex hacTabella perfpicitar, in valoribiis differentialibus totidem
terminos particula o« affe&os occurrere, ac particula ny ; at- -
que in utrifque pares adefle coefficientes : difcrimen vero in
hoc confiftere , ut cuilibet termino particula o » affe@o sefpon- -

Z. 3, deat ¢
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deat quantitas immediate fequens eam, cui refpondet fimilis te=

. . . . 2 ny
minus particala ny affe@us.  Sic dum terminus — T Lre
. x
peritur in valore differentiali quantitatis 47, ita terminus

2 0w

— =y adelt in valore differentiali quantitatis fequentis 4.
a

Decinceps, ob duplicis generis terminos in valoribus differen-
tialibus ocenrrentes, quorum alteri particulam ny , alteri parti-
culam o« involvunt, valor differentialis cujufcunque expreflio-
n's indeterminate hujufmodi habebit formam ny. I+ ow K;
de qua primam, manifeftum eft membrum prius ny. I effe ejuf=
dem expreflionis valorem differentialem, qui oritur fi {ola parti-
cula ny confideretur; eritque ideo ny». I ille iple valor diffe-
rentialis, quem fupra pro quavis expreffione oblata definire do-
cuimus; ita ut hoc membrum per precepta fupra tradita pro
quavis expreflione indeterminata exhibere liceat. Quod ad al-
terum membrum ow. X attinet, quia finguli termini in quibus
o« incft perpetuo refpondent quantitatibus fequentibus eas ,
quibus refpondent fimiles termini particulam ny involventes,
palam eft quantitatem X fore valorem, quem quantitas I in pro-
ximo fequente loco induit, atque idcirco effe K —= 7 =— I
41 Quare cum membrum nv. I ex praceptis jam {upra datis
aflignare queamus, ex co porro alterum membrum o w. X —
oo (I+41I) innotefcet.  Sit igitur I expreffio quecunque in-
determinata, cujus valorem differentialem ex duabus particulis
ny & o oriundum definiri oporteat. Ponamus ejus valorem
diffecentialem ex unica particula ny oriandum efle = n,. I;
critque  valor differentialis,” qui ex ambabus particulis ny &
0w oritut, ==nv. I+ ow. I', fou = ny. I+ 0w (I4dD);
qui igitur ope regularum fupra datarum facile affignari poterit.

Q.E L

CoroL1L I

23. Omnium ergo expreflionum , quarum valores differentia-
jcs ¢x unica particula nv oriundos invenire docuimus, earundem

valo-
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valores differentiales cx binis particulis nv & o » oriundos nunc
definire poflumus.

CorovLrr IL

24. Hec igitur Methodus valebit tam ad expreffionun va-
lores differentiales inveniendos, qui non pendent a quantitate

ablciffle propofite AZ, quam qui ab iftius abfciff longitudi-
ne pendent..

Cororri IIL

25. Quin etiam {i expreflio propofita, qux vel propricta-
tem communem continet, vel maximum minimumve cffe debet,
fuerit fun&io duarum pluriumve formularum integralium; cjus
valor differentialis ex binis particulis ny & ow oriundus cadem

lege definietur.
S CH oL T 0 N

26. In Capitibus fuperioribus vidimus valoremr differentia-
lem cujufcunque expreflionis, qui ex unica particula ny oritur,
hujufmodi habere formam ny. dx. T, fcu ny. T dx; ubil’ de-
notat quantitatem finitam : quare cjufdem expreflionis valor dif-
ferentialis ex binis particulis ny & 0 w ortus erit =ny. Tdx
4+ ow. T'dx. quemadmodum in Solutione oftendimus. Eadem
autem forma facile ad hunc modum poteft evinci : Scilicet fi po-

_natur 0 w = o, tum prodire debet ipfe valor differentialis cx
unica particula ny ortuss quem fupra invenire docuimus, eritque
nv. T" d x. Sin autem ponatur n » == o, ac fola particula o @ confide-
ratur, valor differentialis {imili modo reperietur quo fupra ufi fumus:
nonautem erit == o «. 1 'dx; ham quia particula o in fitu fequente
accipitur, loco T ejus valor fequens pariter fumi debet; ira ut
valor differentialis verus futurus fit = ow. 1" dx. Quod ficr-
go utraque particula ny & o conjunétim confideretur, erit va-
lor differentialis == ny. Tdx + ow. T dx; o quod in ipio

cal-
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calculo particule nv & o @ nufquam inter fe permifcentur, fed
utraque perpetuo feorfim tradtari poffit. Ut avtem hee ad no-
tandi modumin {uperiori capite receprum accommodemus ; pona-
mus V effe expreffionein quamcunque indeterminatam , que
pro abfcilfa definita A Z == 4, valotem recipiat == A; ejufque
valorem differentialem ex particula nv ortum efle == nv. d.A4;
‘ubi # A4 nobis denoret idem quod ante T'dx; poteritque ifte”
valor dA ex expreffione V', modo in Capitibus pracedentibus
expofito, inveniri. Hoc invento erit eju‘dem expreflionis I/
valor differentialis ex binis particulis n» & ow oriundus ==
nv. d A 4 0w dA' ubi 44 denotat valorem 4 A fuo differen-
iali auétum. Quanquam autem ifta valorum differentialium .ex
‘binis particulis oriundorum ad noftrum infltitutum omnino eft
neceffaria; tamen folutio ipfa  Problematum huc pertinentium
~co iterum reducetur, ut per folos valores differentiales modo
fupra cxpolfito inventes, qui fcilicet ex unica particula ny nafe
cuntur , abfolvi queat ; id quod ex fequente Propofitione mox
patcbit. “

ProrosiTio IV. PROBLEMA.

w. Inter omnes curvas ad eandem datam abfciTom AZ =—a
velatas , in quas idem valor expreffionis indefinize W compe:it 5 de-
terminare eam 5 in qua fit exprefio V omaximum vel minimum,

S 0oL U T I O

Ponamus curvam az quefito fatisfacere , atque expreffionem
Z¥V in ea obtinere valorem determinatum == Bj; erit ergo hzc
curva az inter omnes alias curvas ad eandem abiciffam A Z relatas,
in quibus expreflio ¥ eundem obtinet valorem , ita comparata ,
ut in ca expreffio- V' maximum minimumve valorem recipiat ,
qui fit == 4. Ad curvam ergo hanc inveniendam , pofitis abf~
ciffa indefinita Al = x, & applicara refpondente Ii =y ;
bine applicatx Nn & O o particulisinfinite parvisny & o » au-
geri concipiantur @ quo facto, tam ipfius #¥ quam ipfius Vl'a-

Aor
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lor differentialis, qui ex his duabus particulis ny & ow adjunce
tis nafcetur nihilo zqualis poni debebit, uti in Propofitione fe~
cunda oftendimus.  Sit jam expreflionis ¥ valor differentialis ex
unica patticula nv ortus = ny. 44, atque expreflionis alterius
WV valor differentialis ex eadem unica particula nv ortus ==
nv. 4B, quos valores differentiales ex praceptis in fuperioribus
Capitibus datis invenire licebit. Nunc igitur , dum binas par-
ticulas nvy & o« contemplamur, erit expreflionis ¥ valor dit-
ferentialis == nv. 44 + ow. d.A'; alterius vero expreflionis
W valor differentialis erit == nv. 4B + ow- 4 B'. Quocir-
ca, ad quafitam curvam invenicndam , fieri oportet cum
nv.dd+ow dA = o, tum ctiam nv. dB4-o0w. d B ===o0.
Multiplicentur ambaz @quationes per quantitates quafcunque ,
ita ut prodeat

nvy. adAd 4+ ow edd — o
nv 64B 4+ ow €dB = o.

Fiatque ad particulas nv & 0 eliminandas tam « d A4 + C 4B
==o0, quam «d4 + 6dB =o; eruntque « & € ejufmodi
quantitates, {ive conftantes, five variabiles, qua utrique xquatio-
ni fatisfaciunt. Quoniam vero et «d A4 4 EdB=—o0, eric
quoque & dA' + 6 4B =o; que xquatio, cum «dA +
€ 4B =—o comparata, monftrat efle debere &' =—=«, & & ==¢;
ex quo quantitates he « & & debebunt effe conftantes , & qui-
dem quxcunque. Sumtis itaque pro « & € quantitatibus qui-
bufcunque conftantibus , quatio pro curva erita d A4 4C4B
== o. Hac eadem xquatio prodit, fi methodo confueta par-

14
ticulasny & 0 w eliminemus.  Erit nempe — =— -— j—A~
B dA __ 4R ddd . ddB 1
dB .
— 75> ldeoque 7T =7, feu T =y, obdd =

dA4 + ddAd, & dB = dB 4 d4dB. Aquatio autem
‘%:—_—% integrata dat /d. A+ [dB+ (C. Sen d A =

Egleri de Max. ¢ Min. A2 CdB;
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CdB; quz, pofito C==— -%, tranfit in e d A+ € d B=o0,

quam ipfam ante invenimus.. Quamobrem ad Problema refol-
vendum oportet, tam expreflionis proprietatem communem con-
tinentis 2%, quam expreffionis quz maximum minimumve ef-
fe debet V7, valores differentiales , methodo in fuperioribus Ca-
pitibus tradita, inveftigare , eofque per quantitates conftantes
quafcunque multiplicare , fummamque == o ponere; quo fatto,
refultabir zquatio naturam curvae quefite exprimens. Q. E. L.

CoroLrLrL L

28. Nunc igitur, ad Queaftiones in hac Propofitione-conten=
tas refolvendas, fufficit noffe valores differentiales ex unica par-
ticula ny oriundos; quos fupra jam expedite invenire docuimus,.

Corortr IL

29. Quare ad hog negotium in fubfidium vocari debebit Cas
put przcedens I'V, ex eoque cum §. 7 tum §. 31. In loco:
priore enim continentur prazcepta valores differentiales -inve-.
niendi, {i exprefliones indeterminate propofite fuerint formulz in-
tegrales fingularis, in altero vero, fi fint funiones duarum.
pluriumve ejufmodi formularum integralium. '

Cororvrrr IIL

30. Propofita: ergo proprietate communi }¥, & maximi mi<
nimive expreffione ¥, utriufque expreflionis.valorem differentia--
lem ex his preceptis quari oportet :.|quibus inventis, & per
conftantes arbitrarias mulplicatis, eorum aggregatum nihilo, qua--
le pofirum. dabit zquationem pro curva quefita..

CorocLL IV.

3. Si, inter omnes omnifo curvas eidem abfiffe A Z' ref~.
pony-
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i

gondentes, quaraturea, in qua expreffio 7 maximum minimum-
ve obtineat valorem; pro ea habetur ifta axquatio A4 ==0;
denotante 4.4 valorem differentialem expreffionis V.

CoRrRoLL V.

32. Quodfi auttm, inter omnes curvas eidem ablciffle AZ
tefpondentes , in quas expreffio /¥ zqualiter competat, quara-
tur ea in qua expreffio ¥ maximum minimumve habeat valorem;
javenitur pro ca ifta zquatio a4 46 4B = a.

CoroLrLL VL

33. Perfpicuum ergo eft, curvam, quz, inter omnes omnino
curvas , habeat I/ maximum vel minimum , cujus equatioelt 4 4
=0, contineri in zquatione wd A+ CdB =0, qua expri-
mitur curva, qua, inter emnes cadem communi proprictate 7
gaudentes, habeat  maximum vel minimum.

Corotrti VIL

34. In ipfa igitur prima =quationc, quam Solutio prabet,
4dA + CdB ==o0; jam ineft una conftans arbitraria 5 quz
autem per id determinari debet, ut valor expreffionis /¥ datum
obtineat valorem,

Cororrtr VIIL

35. Problema itaque fic folvi poterit, ut, inter omnes cur-
vas eidem abfciffie AZ refpondentes, in quibus expreflio w
cundem datum obtineat valorem, definiatur ea in qua fit va-
lor ipfius / maximus vel minimus.

CoroLL IX

36, Ex his denique intelligitur, Solution¢in Problematis pro-
a 2 pofiti,
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pofiti, tonvenire cum Solutione hujus Problematis > quo, inter
omnes omnino curvas eidem abfciffe A Z refpondentes , requi-
ratur €a quaz habeat V4 ¢ W% maximum vel minimum.
Quz quzftio, etfi ad Methodum abfolutam pertineat, tamen
dat @quationem «d A4 4 ¢ 4B — o » quam ipfam invenimus.

SCHOLION L

37- Ex his igitur non folum Methodus facilis atque expedita
colligitur, omnes Quaftiones huc pertinentes refolvendi; verum
etiam natura hujus generis Problematum penitius cognofcitur.
Primo enim apparet, quod jam fupra demonftravimus, Solutionem
candem fore, five, inter omnes curvas communi proprietate ¥
preditas, quratur ca quez habeat ¥ maximum vel minimum
five inverfe, inter omnes curvas communi proprietate V' pra-
ditas , ca requiratur in qua fie 2/ maximum vel minimum. De-
inde ctiam intelligitur, Quaftionem jta proponi pofle, ut ejus
Solutio ad: Methodum maximorum ac minimorum abfolutam.
pertineat; congruit enim Problema propofitum cum hoc, quo ,
inter omnes omnino. curvas ad eandem abfciffim A Z relatas,
requiritur ca in qua fit ifta expreffio « ¥ 4~ € IV maximum vel
minimum ;. atque hxc Problematis transformatio in caufa eft ’
quod Solutio per valores differentiales ex unica particula ny ori-
undos perfici queat, neque amplius opus fit duas hujufmodi
particulas. confiderare, prouti primo- intuitn natura Quazftionis.
poftulare videbatur. Hanc autem convenientiam poftmodum ,
per {e, ac fine ifta Methodo qua bine particule confiderantur,.
demonftrabimus ;. quo. veritas hac, fummi in ifto negotio mo-
menti, magis confirmetur. Ad folvendas caxterum hujufmodi
Quazfliones, ante oculos habere oportet precepta Capite pre-
cedente in compendium redada ; quorum ope valores differen-
tidles quarumcunque expreflionum inveniti poterunt. Primo.
enim, 8.7 illius Capitis recenfentur Cafus,, quibus formula-
vum  integralium folitariarum valores exhibentur : tum vero-
& 31 traditur M@thodus inveniendi valores differentiales ex.

preflio~
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prefionum; que ex duabus pluribufve formulis integralibus ut-
cunque fint compofite. Ex his itaque {ubfidiis, pro quavis
Quazftione oblata, tam maximi minimive expreffionis quam
proprietatis communis valor differentialis affignari poterit: utro-
que autem invento, Xquatio pro Curva quafita nullo negotio
formabitur; cum tantum opus fit aggregatum quorumcunque
multiplorum illorum binorum valorum differentialium nihilo -
quale poni. Hacque wquatio inventa , deinceps pari modo
erit traanda, quo fupra, cum in reductione ad conftruendum,
tum in integratione ufi {fumys,

SCHOLION IL

38. Jam obfervavimus in zquatione «d A +-6dB == o,
quam Solutio immediate fuppeditar, umam inefle quantitatem
conftantem ; qua autem non omnino fit arbitraria, fed cx con-
ditione propofita debeat determinari. Scilicet , cum in omnes cur-
vas ex quibus quafitam definiri oportet, eadem expreflio /¥ xqua-
liter competere debeat, feu in omnibus cundem valorem, pu-
ta B, obtinere ; hac quantitas B tanquam data fpectari poteft ;
atque cum ipfa in caleulum non ingred‘atur, ita conftantese & €de-
finire licebit, ut valor expreffionis I/, ablciffle AZ =4 rcl-
pondens, ipfi B aqualis fiat; hocque pacto, Quaftio alioquin
indeterminata determinabitur. Eatcnus autem tantum determi-
nabitur, quatenus, per integrationes poft inftituendas, novwe
conftantes arbitrarie etiam per totidem punéta definiuntur. Pror-
fus nimirum ut ante, totidem pun&a prafcribi poterunt, per
qua curva quafita tranfeat, quot nova conftantes per integra-
tiones ingredi cenfende funt. Horum autem numerus innotefcet
ex gradu differentialium fummo, qui in 2quatione incrit.  Quo-
niam vero tota Quaftio ad Methodum abfolutam revocari po-
teft, numerus iftinfmodi conftantium perpetuo crit par; fen
zquatio refultans ad 4 + € 4B = o, erit vel finita, vel dif-
ferentialis fecundi gradus, vel differentialis quarti gradus, vet
differentialis fexti gradus, vel ofavi, vel ita porro.  Quod

Aa 3 it
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fi wqua_tio prodit finita, tum quoque curva penitus jam erit detétmi-
nata; fiquidem ratio inter « & € ita definiatur, ut expreflio ¥
datum recipiat valotem B in curva inventa, quam determina~
tionem perpetuo adhiberi ponimus.  Si ®quatio inveniatur dif~
ferentialis fecundi gradus, tum duobus punctis curva inventa de-
terminabitur; congruum autcm ac more receptum eft ipfos cur-
va terminos a & z praferibi, hifque cafibus Problema determi-
nabitur, fi conditio ifta adjungatur, ut curva quefita intra datos
terminos a & z contineatur.  Sin autem zquatio prodeat diffe-
rentialis quarti gradus , tum quatuor punttis pro lubitu affigna-
tis, curva fatisfaciens determinabitur ; hac igitur definiri ita con-
veniet, ut, prter terminos extremos @ & z , fimul pofitio tan-
gentium in his terminis prafcribatur, Sin perveniatur ad
xquationem differentialem fexti gradus, tum curva per fex qua-
cunque puncta determinabitur : eorum autem loco prafcribipo-
terunt primo ambo termini a & z, tum pofitio tangentium in
his terminis, ac tertio curvedo in his ipfis locis feu radii ofcu-
Ii quantitas, His igitur notatis, intelligetur ex ipfa Solutione
cujulmodi conditio ad Problematis cujufque propofitionem ad-
jungi debeat , ut id fiat penitus determinatum : hzcque admo-
nitio, non folum hic, fed etiam in Methodo abfoluta atque
reliqua Methodo relativa, locum habet, ‘

SCHOLION I11.

39. Difcrimen hic etiam maximi momenti inprimis eft no=
tandum, ex quo in Methodo abfoluta primariam tra&ationis
partitionem defumfimus.  Confiftit id autem in modo, quo cur-
va inventa Queftioni fatisfacit. Fieri enim poteft, ut cjus que-
cunque portio ad ablciffam indefinitam relata requifita proprie-
tate gaudeat; deinde etiam dantur cafus, quibus nonnifi ea
portio quz definitx abfcifle AZ = a4 refpondet, conditioni
Problematis fatisfaciar. 1Illud fcilicet evenit, fi quantitas hec
4 in xquationem, quam Solutio fuppeditar, vel omnino non

ingreditur, vel in quantitates arbitrarias « & & comprehendi
queat,
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queat. Ex quo manifeftum eft, fi ambe formule /¥ & V in
cafu primo §. 7 Capitis precedentis recenfito contineantur ,
tum curve inventz quamlibet portionem ad Quaftionem ¢ffe
acommodatam, Deinde vero etiam fieri poteft, ut licet quan-
titas #, feu quantitates ab. ea pendentes , vel in. alterutro valore
differentiali infint, vel in utroque; tamen ez vel fe mutuo tol-
lant in 2quatione «d. A 4+ €4 B —=wo, vel fub arbitrariis « &.
¢ comprehendi queant; quo cafu pariter quamvis curva inven-
tz portionem fatisfacere oportet. Hoc autem tantum locum
habet, fi non datus ac determinatus prafcribatur valor, quem
proprietas communis 4 in portione fatisfaciente obtinere de-
beat: tum enim fieri nequit, ut in quavis portione cundem va-
lorem fortiatur. Ex Solutione autem unius cujufque Quaftio-
nis' facile incelligetur, qua conditione, five tota curva a z, fi-
ve quavis portio, fatisfacere queat; id quod commodiffime in:
Exemplis oftendi poterit..

ExeEMrruom I

go. Inter ommes eurvas ad abfiiffam AZ relatas, in quibus for-
wula {yxd x exndem obtinet valorem , invenire eam in qua fit va-
bor formule £y 'y dx minimus. .

Erit igitur proprietas communis W == [xydx, cujus, cb
dxy=—ydx + xdy, valor differentialis eft = nys. dx. .
Maximi autem minimive formula eft '= fyy dx, cujus, ob:
d. yy =2y dy, valor differentialis ef = nv. dx. 25.. Ob-
tinebitur ergo, divifione per ny, #x inftituta, hac zquatio « x°
=+ 26y =o; ex qua patet Quzftioni fatisfacere lineam rec-
tam in A.cum axe AZ angulum. quemcunque conftituentem.
Et quia longitudo abfciffe AZ =4 non in computum ingre-
ditur, quevis hujus. re®x portio axque fatisfaciet. Quod fi
autem poftuletur, ut pro data abfcifla AZ == 4, formula/y xd x
datum obtineat valorem, puta B; tum oby == m x, fict [yx dx
==y mx’; ideoque § ma* = B; ex quo pofitio lincx rete

it
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ita definictur, ut efle debeat y = 3—;-’6—. Haxc igitur recta
jam ifta proprietate gaudebit, ut ea inter omnes lineas, five
re@as, five curvas, que pro dara abfciffa A Z =4 habeant
formulz [xydx valorem = B, producat formulx fyydx mi-

pimum valorem,
Exemrrum IL

41. Inter omnes curvas ejufdem longisudinis puniia a & z jun-
entes , inVEnire €am qus Maximam wel minimam aream a A 2z
comprehendat,

Quoniam proprictas communis eft longitudo arcus == /'d x

V (14 pp); erit ejus valor differentialis =— m‘, d i o
Deinde maximi minimive formula eft /ydx , cujus valor dif-

ferentialis eft nv. 4x: unde pro curva quefita ifla habebitur

o . ___br .
zquatio dx = 64. ——-—E—V ) & integrando x +¢ =7 (4-20)
x—c ay ‘

ideoque p = VO — (o)) — ax Hinc ergo inte<

grando fit y = f 4 v (6> — (x+¢)*), fen b= —HH
4 (x+¢)*; qua eft zquatio generalis pro Circulo. Qua-
mobrem arcus Circuli quicunque per puncta a & z duétus, in-
ter omnes alias lineas curvas ejufdem longitudinis , vel maxi-
mam vel minimam aream a A Z z includet, Duplici autem
modo Circuli arcus datz longitudinis intra terminos a & z conf-
titui poteft; altero, quo concavitatem axi A Z obvertit; altero,
quo convexitatem. Priori cafu manifeftum eft arcam fore ma-
ximam , pofteriore vera minimam, Atque hinc fi dentur ter-
mini a &z, una cum longitudine curvz intra hos terminos confs-
ritute, quam majorem quidem ¢fic oportet lineam rectam hos ter-
minos jungentem ; Solutio penitus erit determinata: arcus Cir-
culi enim hujus longitudinis per hos terminos poterit defcribi

unicus
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unicus, qui, prout vel concavitatem vel convexitatem axi AZ
obvertat, aream formabit vel maximam vel minimam,

COROLLARIUM

42. Hinc etiam patet arcum circularem az, per terminos a Fig. 12
& 7z dutum , non folum maximam aream a A Z z, inter omnes
alias lineas ejufdem longitudinis formare; fed etiam quacun-
que linea a CE Dz a termino a ad terminum z du@a detur
cum ea arcus circularis az maximam includet arcam. Nam
fi area a AZ z eft maxima, erit quoque area aAZ7 —aAC
~—2ZD +CED, obarcasa AC,zZD & CE D conftantis

magnitudinis quacunque linea pro az capiatur, maxima.
ExeEmMmrrumM IIL

43. Inter omnes curvas ejufdem longitndinis punita A &M g -
jungentes , invenire eam que, cum reitis A C & M C «d punctam
fcum  C dudlis, maximam wel minimam comprehendar  arcam

ACM.
Quoniam, ob data pun@a A, C, M, rete AC & MC

pofitione dantur, ponatur angulus A C M =, feu defcripto.,
centro C, radio CB = 1, arcu circulari BS, fit hic arcus
BS =x, & ponatur CM =y; erit Ss = dx, Mn=ydx,
& area ACM == [yydx, Porro obmn== dy, crit Mm
=/ (y*dx* +dy*) == dx vV (yy+pp), pofito dy =
pdx. Quare inter omnes zquationes relationem ipfarum x &
y continentes , qua , pro dato ipfius ¥ valore, eandem prxbent
quantitatem /Zx ¥ (3y + pp), eam definiri oportet, quz , pro
codem ipfius ¥ valore, prabeat formul® {/yydx quantitatem
vel maximam vel minimam. - Cum igitur formule /dx v (yy+4-
I

.y
% C TG T

4. m%_-ﬁ—) ) & formulx [yydx valor differentialis —

Euleri De Mux. ¢ Min. Bb IR

22 ) valor differentialis f{it = #.
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#y. dx. y; habebitur pro curva quefita ifta 2quatio ydx ==
Eydx

ETESTY

d. Wyf’m , qu&, per p multiplicata,

abit in hane ydy == —2240__ D S
it in e 74 V'(yby-lil-Pz)) trd v (5y+rp)
bd. ' SRS .8 S . L ;
VoY = gos T P T F i)
cujus integrale eft £ yy =6V (yy4pp) — m%—gﬁ) -+
by
be == 22 : i
¢ T + 6¢. Ducatur in tangentem MP ex
C perpendiculum CP = #; crit ¥ = 7 (yyy_};_ 577 ha-

bebiturque y y = 26# + b¢ : quam zquationem fupra jam of-
tendimus effe ad Circulum. Quamobrem arcus Circuli per ter-
minos A & M ducus hanc habebit proprietatem , ut, inter
omnes alias curvas ejufdem fecum longitudinis terminos A& M
jungentes , aream A CM exhibeat vel maximam vel minimam;
prout ille arcus, vel concavitatem , vel convexitatem intra an-
gulum ACM vertat. Quo ipfo id confirmatur, quod §. pr-
ced. in genere adnotavimus..

Exemrrum IV.

a4. Inter omnes curvas puniia a & 2 jungentes , qua circa axem
AZ rotaia generant filida ejufdem [fuperfisiei 5 determinare eam
gua [imul producar volumen folidi boc modo generati maximsum.

Superficies folidi hoc modo generati, proportionalis inveni-
tur formule integrali huic /ydxy (1 4pp), cujus valor diffe-

rentialis eft #v. dx ( Y (14pp) — 711_5 d, 7@%?) )

Volumen vero folidi hoc modo generati eft ut fyydx,
cujus valor differentialis eft = #». dx. 2y. Quocirca refulta-

. . . o] o e yP
bit ifta equatio 2 y dx == bdx v/ (1+4-pp) — bd. v’(l-HiP)'
I\(Ill tl-
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Multiplicetur hxc per p, ut prodeat 2 y dy==bdyy/ (1 +;))

—bpd 2L =44 . bypdp

? vV(itrp) bd gV Crtop) v (itpp)
— b pd. 7—(-:{%);7, cujus integrale eftyy ==byv (1+pp)
o hypy o pe — by

o b= g B e B e
by== 3y — be IV (1 +pp), & p=YELZL=
Ay NI (yy——bc)dy .
= o Qlareerltdx_\/(Myy__(yy____hy. De¢

hac zquatione primo notandum eft, fi fuerit ¢ == o forc dx ==
ydy
V(bb—yy)
axe A Z fit pofitum ; ille igitur arcus circularis, centro inaxe
AN fumpto defcriptus & per data duo punita a & z tran{icus
Quaftioni fatisfaciet ; erit autem is unicus , ideoque folidum de-
finite fuperficiei generabit. Quare fi, inter omnes curvas qu=
folida alius atque diverfee fuperficiei generant, quratur € qux
maximufn  volumen producat, ea non erit Circulus, fed alia
(yy=—bc)dy)
Vibbyy — (yy —bc)*)
tenta. Non folum enim, ob binas conftantes & & ¢, cffici po-
teft, ut curva per praeferipta duo puntta a & z tranfeat ; fed
etiam ut longitudo curve az exiftar datz magnitudinis. Ca-

terum longitudo curve, ob [dx V(14pp) = A bydx

yy — be¢
— bydy ‘s |
flet=/ T3 — Gy —F7 )’ cujus integrale a quadratura

. b b(2c4b)—2yy
—_ — — L ——

Circuli pendet, eftque . A cof. — TTibab o) +

Conft. Quod fiautem b ponatur == oo ,cafus ;)ritur {ingularis; 2qua-
ca)y

. X T WVOy—co)’

curva Catenaria convexitatem axi A Z obvertente.

; ideoque curvam effe Circalum,, cujus ccatrum in

curva in ®quatione dx ==

con«

tio namque prodit hec dx = — qua eft pro

Bb 2 E XEM-
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ExemMpPpLuM V.

45. Inter omnes curvas az aquales areas aAZ z continenses,
determinare eam , qua circa axem AL rotata generet folidum mi-

Himg fkpﬁ_ﬁciu’.

Quoniam proprietas communis in area == [y dx conftituitur;
erit ¢jus valor differentialis == #v. 4¥. Decinde formula , quz
minimum effe deber, eft [ydx v (14pp), cu;us valor diffe-
rentialis eft = #nv. (dxy/ (14pp ) — 4. Vw(1+pp) )5 un-
de orietur, pro curva quefita, ifta equatio #dx == dxv'(1+pgp)

— 4. ﬁﬁ-—j , que , per p multiplicata & integrata, prazbet

v(+pp
ny + b “‘m—r“) feu v (x1pp) = iy un-
e L
(ny-db)dy Ex qua patet, fi fit =0,

v ((1—n*)y* ""-"21771))——175)
wm curvam effe abituram in lineam reGtam pun&a a & z jun-
bdy
V{(yy—15b)
va crit Catenaria concavitatem axi A Z obvertens.  Quod fi au-
(b—y)dy
v (2by —5bb)
grando oritur ¥ = ¢ 4 E—b;y V(2by—566); quze eft

pro curvaalgebraica, & in rationalibus prabet 9 6 (¥ — ¢)* =
(2 6 —y)* (2y —¢é ). Eftideo linea tertii ordinis & per-
tinet ad fpeciem 68 NEW TONI

gentem. Deinde fi fit z==0, ob dx = cur=

tem fit s =——1, fiet dx — ; €x qua inte-

Exemrrum VL

46. Inter ommes curvas az ejufdem longitudinis s definire eam
qus circa axem A Z rotata producat maximum [olidum.

iﬂtCl‘



MAY ET MIN RELATIV A 15y

Inter omnes igitur curvas proprietate communi /4 / (1+22)
gaudentes, ea quaritur in qua fit fyydx maximum. Quo-
niam ergo formule /7x /(14 pp) valor differentialis eft —

. ? . d o ‘
ny d. VACETE formule vero [yydx valor. differentia-
lis eft == 2 #y. y dx; habebitur pro curva quafita ifta xquatio

2 ydx =+ bbd. & %—TP-)’ que, multiplicata per p & in-

tegrata, dabit yy+ be— i-‘ﬁb_—;ﬂ; feu (1 4pp) ==

465 . VO —(y+be)) __dy
55 e hincquep = 9y F b T
fit x — f\‘/—(_f;"( 2 }i; ybc -4)-413’2")"—)' Hzc curva hanc habetr pro-

prietatem ut cjus radius ofculi , qui generaliter cft == A -

d. J (I—i.ﬁ-) , flat == %; hoc eft, proportionalis eft applica-
cx y inverfa; unde patet curvam quafitam effe Elafticam. Non
folum autem per conftantes 4 & ¢ arbitrarias effici poteft, ut cur-
va per datos terminos a & z tranfeat, fed ctizm ut ejus arcus
intra hos terminos interceptus fiat date magnitudinis.  Si fic
¢ = o, prodit Elaftica reangula. Caterum nullo cafy conf
tructio per quadraturam vel Circuli vel Hyperbola abfolvi po-
teft; nififint vel 4 & ¢ infinita, quo quidem cafu linea az pro-
dit re¢ta , vel 6=¢. Hoc enim cafu, habebitur x —

YA 57 -(—j-iy(:—b?;l-)—)—d;y y > feu, fumto 44 negativo , erit x ——

Ly—10bb)dy _» —y— b Ay
L3 i) ==Y Gl — U [0
& integratione per logarithmos abfoluta, fiet x ==/— y/ (266

bty (2bb— )
+ &/ .
—n) 7

Ipfa vero curve longitudo ,

. — 55[’3) .
qua generaliter cft = /" O =y Fh) > it hoc cafu

J

Bb 3 L XEwMm-
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47. Invenire curvam , qua, inter omnes alias ejufdem longitu-
dinis , circa axem AZ rotara, producas folidum cujus fuperficies
i vel maxima vel minima.

Quoniam proprictas communis eft = /dx ¢ (1 + pp ) s
cujus valor differentialis et — zy. 4. mp—;;maximi minimi-

) . ¢ nr b T . m
ve formule autem [ydx V(1 + pp) valor differentialis eft
== nv. (dx (1 . d. —2P_ 3 ; habebitur pro cut-

(e Crbrpd =4 Gy P

¥ ¢ i It < i '_'_—2__—_—_ ——
va quefia ifta zquatio 4 4. T dxV C1+pp)

—JC ; f}— pp)> qUx per? multiplicata & integrata prabet

b Y . by :
‘ ¢(I+pp)_“\/<x+pp)’reu"“vu+p . Hinc

?)
fery (1 4pp) == 22, g p == VCEH2Iee) 22,
c : c dx

ex hacque dx == o b-;-?’? —» que cft @quatio genera-
lis pro Catenaria, & fatisfacit, dummodo axis refpectu cate-
ne fufpenfe fitum teneat horizontalem. Fieri igitur poteft, ut
curva vel convexitatem vel concavitatem axi A Z obvertat ,
priori cafu fuperficies folidi fiet minima , pofteriori maxima.

Exemrpruwum VIIL

48. Inser omnes curvas per puncta A & C tranfeuntes, quz om-
nes aguales areas A B C comprehendant ; definire cam gque in Sfluido
fecundum directionem axis B.A mota minimam patiatur refiffentiam.

Pofitis abfciffa AP ==, applicata PM ==y, proprietas com-
munis cft [3dx, ejufque valor differentialis = #v. dx. Refif-
tentia autem totalis , quam figura in directione A B fentit, eft

ut
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ut /' 7’ ,» cujus valor differentialis — 5. 4. spr 41t ;
(_I+_+ )

his emergit pro curva ifta ®quatio 4x =4 4. 3app 17 .

g P q () qua

integrata dat x = ¢ bp g’ I(i': ; 5’,) . Aquatio autem diffe-

rentialis per p multiplicata, abit in hanc 4y==/pd. E{_%- j—p‘)‘ ,

. ‘a, — 3pp+p pp+rt
quz in hanc formam dy bl’d(1+PP) + 6 i’(,,*_m
bds. 3pp - 9*

. bp*(3—=pp)
=TT tranfmutata, habet integrale y =—=f4=~+-2""""~
i)t ? graley=/+ (I—Hw“
bp?

feu = 26’ ~—~7F __; cum igitur fit x == ¢
gy =S 5 T

bope il (14rp)".
pp(3PP. .
o ppye  curva erit algebraica.  Efficiendum cft autem

ut, quo cafu fit x =o [ quod fieri nequit, nifi vel b vel ¢
capiatur negativum ] fimul y evanefcat. Quo autem curva co-
gnofcatur , ponatur ¥ — ¢ =# & y — f = #, erit t =

bpp(3-top) . 209 __ bGP V3 4 3p) |
G T Gy Undefitsbu/3 ="

atque £ —— u y 3 == 1’(”4'—'(?_;_“;1?):{"3””) . Extrahendis

igitur radicibus quadratis habebitur y/ ° +” Vi __ PL"” Py 3

B )

]

t—uy3 __ pp—p . r—l—u\/”

& 7 = ¥ hmcquc Y

—y v 2 — y/ 2

Gy = I%fppp’&‘/tw —y Ll

=_—21"/3 teft— = J3.5 S R 3 A
14pp Avelt 5 ==z I4pp = (U 4pp i

gvt+u\/3+ ‘/ u‘/g__-‘(—__}.‘ ‘/Z‘f————-:}p[/)L
4 — 2 ( tr——7%u

go 4-1:;:3\/ {_‘*_:bj_\_/_?_*_ 34/ t“““i{-& 2y (22 P l)

quz ratiomalis fatta prabet xquationem hanc quast ord;ms
41,'?-5
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4t Qessn 4 qu® == 4b1® + 36biun— 276 uw  fev 401t fuu)*
= ght? - 36bt™ — 2507 u".

Ad curvam autem per infinita punéta conftruendam  expedit
LIP3 ) g = 252" = pii

adhibere has formulas, t—=—= - 24 == "
’ (14pp)* (xpp)*

‘mum autem patet curvam habere diametrum in pofitione abfcif-

farum # fitam, ducbufque locis fieri # == o, nempe cafup=—=o,
quo fimul fitz==o, & cafu p== =, quo fit t=—=0b. Qrodfi
ponatur b==4¢, atque # == 3¢ 47, orietur ifta zquatio (rr+-ux)"
4 Qe (# — 3ru* ) + 18¢cc (r* %" )— 27¢* =0 qua cum
{ic funétio ipfarum rr 4w & r* — 3ran, declarat curvam hanc
habere tres diametros fefe in initio abfciffarum harum » decul-
fantes. Curva ergo quefita triangulo zquilatero A B Cita erit
inferiptibilis , ut conftet ex tribus ramis ADB, AEC &BFC

“inter fe fimilibus & xqualibus , qui in punttis A, B, & C cul-

pides forment acutifimos, Ejus igitur diametri erunt tres rec-
tx Al, BH & CG, fefe in centro trianguli O decuffantibus.
Frit austem AO = 3¢, OF =¢, & Ol =1+, ita ut fit
Al —=2 ¢ & FI=2:¢=4 OF. Houjus jam curvae quacun-
que portio abc rectis ab & be parallelis ipfis Al& BI & arcu
curve ac comprehenfa, ita erit comparata, ut arcus ac inter omnes
alios pun@aa & c jungentes, & @qualemaream abc continentes,
in flnido fecundum direftionem ba mota minimam patiatur refif-
tentiam. Porro autem hac curva erit reétificabilis, reperiturque
arcus ADB == 1#¢; ex quoerit ADB: Al=5%:3=32:
27, atque ADB: AB==32:18Y3 == 16: 9V3.

Exemerrum IX

49. Inter omnes curvas AM equales areas AP M includentes ;
ivenire eam, qua fit ita comparra, ut, fi perpetuo 4 cenivo circuli
ofculantis O ad applicatam MP produciam dusasur perpendicularis
O N ; carva a punctis N formata minimam comprehendat arearm,

APN.

Pofitis abkiffa AP ==x, & applicata PM ==y; erit area
APM
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APM = [ydx, quz eft proprictas communis, cjufquc valor
differentialis == #». dx. Deinde, cum fit radius ofculi M O

‘;:2 .
— (1+P(;)_“,ﬁctMN—_:_ (-—‘—L'q”-’l&PN::
— (trr)

7 — ;5 ex quo arca APN erit = — [ydx

S ( I-;M) dx; qua debet efle minima, cujus valor dif-

ferentialis et =17nv. (— dx +d. 2L - L 44, (1t rpp ));
q dx qq

unde ifta nafcitur zquatio »dx* = d x 4. 2-]—P-+ dd.f I;*'[_PL\
qua integrata dat nxdx == 2—”—(;& + d.l—;tq—'i + bdx. Ila

vero eadem =zquatio, per p multiplicata, dat #dxdy =—
dyd. 2-5?- + pdd. 1-;—;;: ; cujus integrale eft nydx == cdx

— -2-%;3 + pd. %'—qu. His @qaationibus conjungendis ,
otitur #x dy — nydx == 64’] —cdx + E—Pq—dl +- 2 Zi —
bdy — cdx + 2dxlj;2dy‘, Ponatur wx — 6 — »n¢, &

ny ¢ == nu; crit dy = du, &dx=dt, atque ndp —
2de*+2du* __ pddu , .
g ="ay > fewzde +2dsdu’ =nsduddu

~— nxdtddu, pofito d¢ conftante. Sit # = sz, erit du==
sdt+tds, & ddu =— tdds + 2dtds; hifque {ubftitutis
prodibit ifta xquatio : 2 (1 4 ss) d2* + 4s2de*ds +
2 (1—n)ttdtds* =unt* dsdds. Ponatur r=—ed " e
dt=e" ¥ rds, & ddt = o= ¢!"* (rdds + drds

+rrds*); unde fitdds — — drrd‘ — rds*; ex quibus
tandem emergit 2 (14-s5) r* ds + gsr*ds+ 2 (1—n)rs
— ndr ndr

— e #rds, feu + (2—=n) rds +
Euleri de Max. & Min. Cc 4sr’ds
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. I
4s5r*dst2rds+ 2rs*ds =—o0. Sits = v — ~ , fiet

n(l’v

dr+ rrdv— —————
+ 2(14vv) ‘ )
mittit, quoties eft # ==2i(é— 1) denotante ; numerum in-
2v
+

I vv

; que zquatio integrationem ad-

tegrum quemcunque : ut fifit » = 4, fietr =
. T
( I+vv )" f—_.dL__
) (1+vv)?
abfolvi poterit.

; ex qua retrogrediendo conftruétio

ExemMmprpruoMm X

so. Luter omnes curvas, in quibes (XU dx eundem obtines
walorem ; invenire eam in qua fit {y T dx maximum vel minimum

exiffente T functione quacungue ipfius p, ita ut fir dT ==P dp.

Ad formule (¥ T'dx valorem’ differentialem inveniendum';,
notandum eft effe A xT=Tdx+4 x P dp, ex quo illius va-
lor differentialis erit = — nv. 4. xP. Ex altera autem for-
mula /yT'dx habetur d.y T =Tdy + y Pdp , unde ejus
valor differentialis erit nv. (Tdx ~— 4.y P).  Quare , pro
curva quefita orietur ifta zquatio #d. xP = Tdx — d.y P,
Ergo /T dx = sxP+yP 4 4. Porro fiilla 2quatio per p
maultiplicetur, habebitur #pd. xP = Tdy — pd. yP =
dyT —yP.dp—pdy P = 4d yT — d.yPp. At et
pa.xP=Ppdx +pxdP+xPdp + Tdx — d xT =
dxPp4+ Tdx — dxT. Quamobrem orietur 4, y T —
d.yPp=—=1nd xPp + »Tdx — »d.x T; hincque /% T dx
= yT —yPp—unxPp+ 2xT 4+ ¢c. Quiavero, ex fu-
periori integratione habemus /# Tdx=—=s#nxP + #2yP+ 8,
etit, eliminando/» T dx , ifta xquatio »2xP + nyP 4+ 54
== 9T — yPp — 2xPp 4+ 2xT + ¢, feuy
. nx(nP+Pp—T)4c¢ — 6 i
b T VI = ax by

Ergo
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: dP
ndem ¥ == ¢ _—
Ergo prodit t{j em /‘( P Atque
pal — o €
¢ f(T"_"nP-"“ PP)" T__'UP—-"P]) v s & o o e

”‘f(T-—-.nP-—-—Pp)"'
ExeEmMmpruum XIL

5 1. Invenire curvam, que, inter omnes alias intra eofdem termi-
#0s contentds, ¢ eundem formule {x dx v (14 pp) valoremcon-
sinentes , habeat {yd xy/ (1 +pp) maximum vel minimum.

Exemplum hoc eft Cafus pracedentis, atque ex illo manat,
ponendo T'= ¢/ (1+4pp), ex quo erit P =— \7(_1_-%)17) >

& dP == ————‘—11—-—;—2 Porro vero erit T —»P — Pp
(1 +pp)”

I —np

== J(iFppy FEx his jam furrogatis , prodibit x =

» __cv(itpp) In-
‘f(-l_—np)\/(l ¥77) &y-—. 1—np # % In
tegratione autem per logarithmos inftituta het
xz"f(P+\/(I+PP))—~C+ ¢
' (1nn)(1—unyp) ) (14 n”>331
p (V) (pt vV (14pp)) 4y g

Cadr(o—vFun) ) (p+ Vv Fpp))
y=n6+6{\/<|+pp)-——nnﬂ\ nc

(14nn)(1—up) (I+nn);:2x

n (1 Vatnn))(p+vV(14rp)) 4. .

T — VL))V (THpp)) e ik
bus valoribus curva conftrui poterit per logarithmos. Genera-
liter autem , quamcunque T functionem iplius p denotet, conf-
trutio femper per quadraturas abfolvi poteft. Caterum hoc
Exemplum fine fubfidio praecedgltis multo difliciiius folutu fuif=
LCc 2 fces

X
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fet; non tam facile enim perfpicere licuiffet , quomodo xquas
tio inventa integrabilis redderetur quam in cafu generali,

@
ProrosiTio V. PROBLEMA.

s2. Inter omes curvas ad eandem abfiiffam —a relatas, que
eundem formule 1 == ([ L1 dx valorem recipiunt; invenire eam ,
in qua fit {Z.dx maximum vel minimum ; exiffente 7. funitione fi-
mul ipfius 1, ita wt fit dZ —=Ldn+ Mdx +Ndy 4 Pdp
+ Qdq+4 &c. atgue d[Z] =[M]dx+ [N]dy+[P] dp
+[Q1dq + &ec.

SOLUTIO.

Quoniam et d[ 2] = [ Mdx + [N]4y+ [P]dp +
L Q149 + &c. erit formulx /[ Z] 4x, qua hic quantitatem om-
nibus curvis communem reprefentat , valor differentialis =—
ny.dx ([N]— d—“ng] -+ %gl—&c. ), qui ex Cafu pri-
mo §. 7 Cap. preced. fequitur. At formula /Z4x, maximum
minimumve exprimens, quia Z involvit formulam integralem
n=— /[ Z]dx, pertinet ad Cafum fecundum loci citati : ejuf~
que adeo valor differentialis erit =—=nv. Ix(N4+[N]V—
‘l(P"(ll'x[P] V) 4 dd(Q;;,[Q] V) —&¢.), denotante V'—
H — [(Ldx, ubi H eft quantitas determinata,, que oritur fi in -
integrali /Ldx ponatur x ==4. Atque, ob hanc ipfam quan-
titatem H, ifte valor differentialis a prafcripta longitudine abf~
ciffe x =4 pendet. Ex his igitur duobus valoribus differentia-
libus ambarum formularum propofitarum , quarum altera proprie-
tatem communem, altera maximum minimumve exponit , fe-
cundum regulam datam, nafcitur ®quatio pro curva fequens :

dd

om=a(N]— 4Ll eddlR]__ 40 L NNV
— JCP;*;[P] V) + dd(Q-+[Q] V)—-&c.qu:e,ob Ve

dn’ .
H —
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H—[Ldx, tranfit in hanc o =N+ (a+ H — fLdx[N] —
APt (et H—[Ldx)[P}) | dd(Q+ (at H—=[Ld)[Q])

. dx _dx"
— &¢.

Cum jam « fit quantitas conftans arbitraria; etiamfi H fic
quantitas conftans determinata, tamen & 4+ H fiet quantitas ar-
bitraria: idcoque non amplius a definita abfciffe longitudine «

pendet.  Quare fi, loco « 4 H, fcribamus C, habebimus pro
curva quafita hanc @quationem :

o= N+(C—/Ldx) [N]— 42+ (C—[Ldx)[P])

dx
3-44(Q+ (c—d—’thlx)[QJ) — &¢. que ergo pro quacun-

x -
que abfciffa exhibet Curvam, qux , inter omnes alias cundem
formula /[ Z] dx valorem recipientes , continebit formulz /Zdx
maximum minimumve valorem. Q. E. L

Cororr L

" 53. Siigitur proprictas communis fuerit ea ipfa formula in-
tegralis , qux in maximi minimive formula implicatur ;5 tum
confideratio determinatz abfciffe magnitudinis ex calculo egre-
ditur, & Curva inventa pro quavis abfciffa quafito fatisfacict.

CoroLr1i IL

$4. In hac ®quatione inventa , duz adhuc inerunt formu-
le integrales; primo nempe formula /L dx, ac deinde formu-

lam=/T2]dx, que cum ea in Z contineatur, inerit in quan-
titatibus L, M, N, P &c.

Cororr IIL

55 Si igitur hac integralia per differentiationem tollere lu-
beat; pervenietur ad differentialia binis gradibus altiora, fimu-
que ¢xibit conftans arbitraria C, Interim tamen numerus conf-

| Cc 3 tan-
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tantium arbitrariarum unitate minor erit quam gradus ifte diffe-
rentialium; eo quod integralen —== /T Z ] dx definitnm obiine-

re debet valorem, eum ipfum fcilicet , quem in maximi minimi-
ve formula /Z 4 x habet.

CoRroLL 1TV.

56. H'nc igitur in aquatione inventa, ob conflantem a-bi-
trariam C, poteftate una plures inerunt conftantes, quam dif-
ferentialium gradus indicat.  Quarum una eo determinabitur ,
ut valor formule communis 1 =— /T Z7]4x fiat pro curva in- -
venta datz magnitudinis 5 telique vero per data punéta veltan-
gentium pofitionem datam determinabuntur.

Cororti. V.

s7. Si Z fuerit fun&io cum quantitatum x, y, p, g9, &c.
tum arcus curve s: atque inter omnes Curvas ifoperimetras
queratur €2, in qua fit /Z4x maximum vel minimum ; tum fiet

Ne==s=/[27dx & [Z] =+ (14 pp), ita ut fit [ M]
S TS iy

Cororir VI

s8. Hoc igitur cafu, fi fuerit d Z =Lds+ Mdx + Ndy
+ Pdp + Q d g+ &c. habebitur pro Curva quae, inter omnes
ifoperimetras, habeat /Z4x maximum vel minimum, ifta zquatio.:

— N— L (C—[Ldx)p~ 4 442
;fcuN———l—)+ —?—'—— Sl XL P —
- de da.c I dx‘ger+ I’P);..2 S/C(I—'*}Z;))d
five L2 N 424 440 ¢ o (C— /L)
; y(1+pp) _,dx dx* dx<1+”24_’a

C o-
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Cororr VIL

59. Cum fit C quantitas arbitraria; in genere notari conve-
nit, quod fi pro C accipiatur ille formule /Zdx valor, quem
inducit {i ponatur x== 4, tum prodituram efle curvam, qux in-
ter omnes omnino curvas eidem ablciffe ¥ = & refpondentes ,
habeat valorem formule /Z 4 x maximum vel minimum.

'S CHOLION I

60. Cafus Coroll. 6, quia is ab Aultoribus potiffimum trac-
tari eft folitus , peculiarem evolutionem meretur, ut ejus ope
Problemata qua forte occurrere queant, facilius & expeditius
refolvi poffint. Inter ‘omnes igitur Curvasifoperimetras; feu quee
eandem habeant longitudinem s=/dxv (14 pp) , quaratur
ea, in qua fit /Z 4x maximum vel minimum, exiftente Z func-
tione cum quantitatum definitarum », y, p, ¢ &c. tum arcus
curve s; itaut fit dZ=Lds+Mdx+Ndp -+ Pdp+ &c.
Pro curva hac proprictate gaudente jam inventa eft hxc 2quatio
1, (C—[Ldx)p __ AP | ddQ
o d. mx/('lf—FPP) =N + T &c. que qui-
dem, in hoc latifimo fenfu.nec integrari nec ad fimpliciorem
forman fe reduci patitur. At cafus notafle juvabit, quibus cam
integrare licebit. Ac primo quidem fi fit N = o fponte pro=
dit ifta pro curva quatio:.
A+<Cv_zlfi’;\;>).f’ = —P +(ld_% ~— &c. jam femel inte-
grata. Sccundo ponamus effe M = o; atque =zquatio per
paAx =—dy multiglicata abibit in hanc
(C—[Ldx)p \ ddQ oy
Pa oy =Ndy — Pdp+15TR — &
quam fi addatur Lds = Ldx vV (14pp) = dZ— Ndy—
Pdp ——(— Qdq jéfccd ; i)ntegratibne inftituta prodibit /( Ldxv( 1-+pp)
pd (C—[Ldx)p. ‘ pdQ
G T AT R Qe T e

Prius-
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Prins vero membrum fi evolvatur, tranfitin /{Ldx v/ (1 +2p)
(C——-fl,dx)pd_?___ Lppdx Lix (C—/ Ldx)pdp
i+ (14pp)¥? Vo) = f(V(I-rPP) +(I+M) 2

e o 4 C—/[Ldx , |
cujus integrale eft -——————————V T Quare, cafu quo M=o,

habebitur ifta aequauo e -fl—Lp[ziD)c A—z4+Pp+Qq—

248
dx '

Sin autem tertio fuerit tam M=o quam N=—o, ha-

bebitur primum, ob N==o, hzc zquatio: 4 4 (C—/Ldx)p

v{i4pp)

= —P 4 d—-Q-; qua, multiplicata per dp == gdx, abit in

hmc/ldp-}—( C‘-mdx)pdp — Pdp + Qdg. Cum au-
V(I+pp)

tem {itdZ = Ldx v (1 4 pp) + Pdp+qu, habebitur
a’Z+Adp———La’x¢(x+,p)+ V(Ifidx)pdp = ¢d0}
+ Q44; que integrata dabit, Z+B+Ap+(C'—dex)

V(1+pp)=Q4,feu C— [Ldx=294—"B—Ar—"2

| V(r+pp)
At ex priore xquatione eft C — fLdx =—— 4y ( ’p"*‘PP)
Py (1+4pp) ‘,JQ V(trp), o quibus conjungen-
? dx

?
dis elicitur : Adx — Bdy=2dy — Pdx — Ppdy+ 4Q_
-+ 2P dQ — Qpdp, in qua non amplius ineft formula inte-

gralis /L dx. Ufum igitur horum cafuum in Exemplis monftra-
bimus,

ExemMepruonm L

o Inter omnes curvas ifoperimetras; definire eam, lin qua fit

f s d X maximum vel minimum , denotante s arcum curve abf-

ciffe X refpondentem.,
Quo-
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Quoniam proprietas communis longitudinem arcus s == [dx
¥ (1 + pp) refpicit, atque in maximi minimive formula

[ " dx ineft ipfe arcus, folutio pertinebit ad Cafum in Scholio
pertradatum. Comparata ergo formula /5" dx cum gencrali
[Zdx, fiet Z== s & dZ=1ns"" " Vds hincque L ==

2" L M=—0,N=—o0, P=—0&c. Quare ex Scholii
Cafuultimo, quo pofueramus M=—=o0 & N=—=o, habcbitur

ifta zquatio Adx — Bdy = Zdy = s"dy, ex quaori-

tut Ads =dy(B+ s") & A*dx* + A dy* = A*ds*

= dy* (A* 4+ (B4 s" )* ) ideoque 4y = Ads -
vV (A4*4(B+5)%)

; unde Curve conftru&tio

(B +s")d; :
V(A4 (B ) '
perfici poterit. Vel pofito 4y = pdx, erits" = A—; BP’.
4—8?, « quo fict ds=dxy (14pp) ==

(te—n):n

atque dx =

atque s==V

__ Adp(A4—B»)

" Pk stn)n

. . A

curve x & y ita determinabuntur , ut fit x = — —
X (1—n)in , T (1=
fdp(A—-—Br) ! ii;_fdp\A—-Bp) e

th):"\/(.l-}-pp) n Pl:n‘_"’f"*‘PP)

Videntur hic quidem quatuor conftantes, dux fcilicet nova ,
prater A4 & B, ‘ingredi, ob duplicem integrationem y & x.

A — B ¢

. L) . . . IP

evanefcere debeat ; hin¢ viciffim conftans in integratione ipfius x
orta definietur. Nimirum f{i » fuerit numerus affirmativus, ar-

_ Euleri De Max. ¢ Min. Dd cus

Atque hinc per p coordinate

&y=—=—

At cum pofito ¥ == o, fimul arcus curve s =y
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A L] 1] -
cus s evanelcit, pofito p = 5 5 ex quo valor ipfius ¥ itade-

terminari debet, ut pofito p = %- fiat == o,

Quod fi ponatur » == 1 ; habebitur ex priote conftruétio-

ne, flatim & x — ”A(‘I:T(’B)i’ 575 ideoque x =+ (A"
~+ B* 4 2Bs 4 55) — y/ (A4* + B*), feu pofito B=6,
& v(A*+ B ) =c¢, erit x + ==/ (¢* + 2bs+ &s5).
Ex pofteriore autem conftruendi modo , oritur ¥ = —

dp AV (1+pp) b p —
dfppv(l-l-fp) ? + 4, feu (x 44

¢y (1+pp); hincque p== V((x—~b) —= dy Quare cum

cdx

S TG—r =

fir y == 5 curva fgtxsfacxcns erit Cate-

naria,
ExeMmMrrum IL

62, Inter omnes curvas ejufdem longitudinis , eam determina-
re, in qua fit {SAx maximum vel minimum , exiffente S functio-
ne guacangme Arcus s.

Quia proprietas communis arcu s == /dx ¥ (1 4pp) con<
tinetur; folutio ex Scholio peti poterit. Scilicet cum fit Z==
§ = funétioni ipfiuss,crit Lds —d§, &M =N=P=Q
&c. == o. Quare, per tertium Scholii Cafum, habebitur pro
curva quefita ifta aquatio Adx — Bdy =S8dy, & Adx=
dy(B+S). Hinc ergo erit A*dx* + A*dy* = A*ds* =

d]zchz"*‘ (B+ 5‘)2) &)’ :fv (Az _i:q(dBS_l_ S);’) H erit autem
. o (B+S8)ds . P :
abfcifla ¥ = V(& ¥ (B +S 75 unde curve conftructio ab.

folvi poterit..
Ponamus effe S =e"; pofitoque dy == pdx, erit ".1__"_;__&

==
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— — B de /{1 1
—c, & e'ds=— Adp . (A= dey ‘-Hm, hincque
Ad b ¥ Ad
B — 4 & dy— ——Adp
4% (A—Bp)pva+rp) - V= A—Bpvi+rp)

e fe de By —ap
Componendo vero fict 4 A T4 & inte-

grando Ax — By = A ¢ 2EXLIHI) 4 €, g
ity (a4pp) . (dx—By—2C): 4

Cum autem ,

?
A —
fao s==o, evanelcere debeat x, atque ob 1T=—Br R
fatto s =0, flatp— /Tl—iFi » per integrationes cfficicndum
A
eft, ut faétop_._B_l_ - fiar ¥ =o.

ExeMmrrum IIL

63. Inter omnes curvas ejufdem longitndinis , determinare eam
in qua fi3 {sydx maximum vel minimum 5 denotante s arcam
curve.

Solutio hujus Queftionis iterum petenda eft ex Scholio; erit
namque Z=sy & dZ=—yds+ sdy, ex quo fit L =y,
M=—o & N=y, reliqua litterz P, Q , &c. cvanclcent.
Cum igitur fit M ==o0, Cafus Scholii fecundus hanc fuppedi-
tabit fqlutioncm(:vg/f_}?f;{_—’:g%)m A(~C— ¥ :f; ;mznlcdiatc verodPro.

i e g, (TS YAx)y  (Cmmjydxap - ypex
dif sdx V(T+2p) Cidppyit VOFm)
Quare, cum fit C— fydx =AV (1 +pp)— V(1 +pp),
erit sdx =— Adp-—};:ipp;—ydy) feu sdxA-spdy +]J'd}"‘fi
ydy =.Adp. Sin autem lubuerit arcum s climinare , Eabebitur
A (C—fd) __(C— fodnjdp

I g )

ex binis ®quationibus, 5=

Dd :
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LT Y Adx ypdx ~__ \
— V((Il'*"l’l’)’ hmcq:c p -+ V(I—i_-pp)r:"cc Syd=x}
4 x i
( ——= + —————=). In utroque autcm cafu diffi
G pp)? 2V (T dpp) 1

cile ¢ft ad zquationem ad curvam conftruendum accommoda-
tam pertingere,

ExeEMpPpLuM IV.

64. Inter omnes cnrvas eandem aream i = {y dx continentes,

. . dxy/ (1 . -
dcfinire eam , in qua fit { xy = F28) paximum vel minimum,

Si hanc Quxftionem cum Solutione generali comparemus ,
habebimus /T Z]dx=fydx; hincque [ 2]=—=y,&[N] =1;
reliquis licieris UM [ P] [ Q7], &c. evacelcentibus, Porro erit

__ V(i+4pp) . 4nvyi4-pp) rdp
=" ,&:lz n* TR E TR
unde critL:—-—‘—/-J%ﬂ), M—o0,N=—=o0, & P ==

TV(1F77) Quocirca pro curva quafita fequens emerge
xquatio : ( .
— dxy(r4rp) T P
Multiplicetur hec zquatio per dy ==p dx, erit 0 == Cdy
dx v(
3 djf..i‘__ﬁ’.;“;@ —_

pa. n—‘—,—(-{m » qu integrata dabit :

n
_rr pdp — , xV(1dpp)
ﬁ'/(x+ﬁp1+fnvc——x+pp), B+CJ+de o

PP VO+rr) o . . —_
— oot Hinc itaque iftam obtinebi

mus equationem o == B+ Cy+y /% "(j;j—”)'i‘ n\/(xtﬂr) g
aqua fi prior per y multiplicata fubtrahatur, erit

Q==
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= B S - P
° +H\"(,11+PP)+ e dn‘,(x_}_w),fcu

dp y:pdx

o = Bdx 4 X +‘y —_— e

v - 02 LI D 2

o CEtre) 7 prigpp AN )

ex qua aquatione fi denuo m==/y 4 x exterminare velimus 5

prodiret zquatio diffetentiais tertii ordinis , ex qua multo mi-
nus quicquam ad Curvam cognofcendam deduci poffet.

SCHOLION IL

65. Quanquam, in hac Propofitione pofuimus [ 27 effe func-
tionem determinatam quantitatnm x, 5, p, 9, &c. tamen Me-
thodus folveadi patet, fi hac ipfa quantitas [ 2] fuerit functio
indcfinita formulas integrales in fe compleéens. Ponamus enim
in formula n—==/[ Z]4x, que omnibus curvis dcbet effe
communis . efle
d[Z)=[L]dn+ [M]dx+ [Nldy+[Pdp+[ Q) dg + &e.

exiffenre 7 = [[z]d%, &
(=] =[»]ds +[n]dy+[p]dp + [ g ]dg + &

Maximum minimumve autem efle oportere formulam /Z4x,
exiftente : /2 = Ldn + Mdx + Ndy 4+ Pdp + &c.
Jum formula /[ 2]4x continetur in Cafu fecundo §. 7 Cap.
prxc: inde ergo fi capiatur integrale /7 L ]4x ejulque valorref-
pondens abfcifle ¥ —«, ad quam foluzio debet accommoda-
ri , ponatur = [H7, atque [H] — f(L]dx =[V7]; ha-
bebitur formule /[ Z]14x valor diffcrentialis =ny.dx ([ N}

e
+[#]V] — d\LP]_:jl";[Pl [. V) + 44 (fe] —;x’[q] LV
— &c. ) Deinde vero maximi minimive formula /'Z 4x con-
tinetur in Cafu tertio loci citati; ad ejufque valorem differentia-
lem inveniendum, ponatur formulz / L4» valor abfiiffx x — 4
refpondens = H, ac H— fLdx = V. Jam capiatar integrale
SL1Vdx = HfT{L}dx — f[L]dx [Ldx fitque, polito
x =4, valor formule [[L]dx/Ldx — K, ccdem autem
calu formule fTL ]4x valor et == H] , ex quo formulz

Dd 3 /1L2
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STLTV dx, calu x =4, valor erit = H[{ H] — K, & vocetur
H Hj—K— Hf{L]dx+/[L]dx (Ldx = I i ut
it W=H[V]-— K+ /{Ljdx[Ldx, eritquc fo muke
propofite /Zdx valor differentialis ==ny. dx (N -+ [ N7V +
Co] W — (2[RI V T[] 1) +dd(_Q+[%j;f+[q} )

dx
—— &e¢. ). Quod fi jam ad hunc valorem differen:’a'cm adda-
tor pracedens per quantitatem conftantem arbitrariam 2 muiti-
plicatus , fummaque ponatur == o, prodibit &quatio pro cur-
va quafita hac :
I

o=N+ [N](«+V)+[2]([VI+W)— o

d(P+ [PI(e+V)+[p1(V1I+ W) + di,-

dd(Q+[Q]J(=+ V) +[7](«V]+ W) — & Eft
vero hic @ 4+ V = a+ H— L dx; unde f{i ponatur « + H
= C, erit C conftans arbitraria, & ¢ +V = C — fL d x,
atque a [P1+W=C[H] — K — C/TL1dx+[Ldx
[ Ldx. Hoc igitur pacto, pervenictur ad curvam quefitam ,
in cujus @quatione, quia ob [ H] & K adhuc ineft conftans da-
ta 2, ea quafito fatisfacict tantum pro propofita abfciffa x ==a.
Quod fi autem formularum ambarum altera ad Cafum 4, al-
tera ad Cafum s pertineat, tum iterum confideratio date abl-
ciffe 2 ex calculo egreditur , eademque curva pro omni abfciffa
futistaciet , id quod unico fequenti Exemplo declarafle fuffi-
ciet. :

ExeMmpPpLUuM V.

66. Inter ommes curvas eidem abfiiffe refpondentes, que eundens
" . : . dxv{r 4 )
Jormule N valorem recipiunt ; invenire eam , in qua fit { ——5-—?—-——-—
‘/ AT
maximum vel minimum, exiffente dv=—=gdx+Wdxy/ (14 pp)
& W funitione quacungue ipfius V. » .

Solutio hujus Quaftionis exhibebit curvam fuper qua dCO{rpus
1=iCCNn-
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defcendens a gravitate uniformi ¢ deorfum, in dire@tione ablif-
farum follicitatum in medio quocunque refiftente ceicrrime de-
labitur , inter omnes aiias curvas {uper quibus defeendendo
eandem acquirit celeritatem. Eft enim v v celeritas corporis
in quocunque curve puncto , & ¥ exprimit refiftentiam mcdii.
Qnod nunc primum ad proprietatem communem v ===

[dx (g XYW V(1 +pp)); ponamus efic AWV =Ud v, atque
hzc formula ad Cafum quartum pertinebit; erit namque m=:

v, & Z—=g+Wv(1+pp),acdZ=Udv ¥ (1 +pp)
G P22 5 unde erit L== Uy(1 +pp), M==0, N-=o,

Sumatur ergo integrale fUdx /(1 + pp>.

fitque, cafu quo ¥ ==4 ponitur, chdx A G o 7 H
¢ —/Udxv (1 +PP). Ex his erit formu-

. . g . w
le v valor diffcrentialis == ny. dx (— 2’; d ——t

V(I 4+ pp)
= — nv. d. W{%—:}f-ﬁ-} Porro maximi minimive formula

fdx vit+tpp) pertinebit ad Cafum quintum, eritque Z =

b

ac ponatur V' = H

v v
VT 4 pp) 47 e dvy’ 1 'tfifi) __pdp
IR BEE Voli+7s)
ideoque n=w, &L:ﬁ%%ﬁj—”@- s M—o, N=o0,,.
\,'U
. p , — [d;
& P ETEEe Deinde vero, ob v Sdx (g +

Wy(r+pp)),eit [ 2]l=g+ W (v +pp).&d[ Z]==
Wpdp . g
Udvy (1 +p2) + m),mdc [L]-——U\/(I-—}-}bp))

M - > N =0, v‘:_.' -—-————WP—-— N
[M]=o.[N]==o, & [P]= ;]
poft integrationem fiat x==e¢,— A_erdx‘/(H»PP)%'fﬂl) = K,

fitque:

Ponatur, fi
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~—[Udx\/ (1} pp) SUdxy'(tpp) g1 + )

fitque e (K4 [e Yy=T:

2vy v
atque erit formule / dx Y ( ‘/tv+ 22 ) valot differentialis =

1 4 W Tp 14
P (DA T T vaw T " ST
4 ITr

FeETIR Ex his duobus valoribus differentialibus inventis

nafcitur pro curva quefita fequensequatio, o=« d. Vﬁ(%

P G S SR L Y % —_ P
+ 4 ( 7o) -4~ V<I+M)),&mtegrando,3 TS
$ Z2la VD) Ave alf  Tms /U= VO ERE)

\/(r+ifp)f‘Ud Vet trpd
(« H+ K+ e XL dx V(1pp)y. Quod fi ergo

2vV v
ponatur « H-+ K == C, erit C conftans arbitraria , atque quan-
titas definita « omnino ex &quatione evanefcet ; ideoque cut-
va quafita defideratam proprictatem pro quavis abfcifla poffi-
debit. Pro curva quafita habebitur erge ifta equatio:

fde‘r(I"*'PP) B‘/(I+PP) 1. -
’ § Wwp _— WvYo ) == C +
[Udx V(20 v s 4 |
dx V14pp) o di ; — Bdp
‘ T & differentiando ————"" TV o p)
__ BUdvV(xdpp) , Udv  _dv  BUdx(1+4p)
Ld 11/’-17 W‘\/'U 2 W"UJ‘U WP
T . ‘/' - '
T - VV(::- e %j~?~—. Cum autem fit dv

—gdx+ Wdxy(1+4pp), habebimus fata fubftitutione,

Bdp — gdx + gde
WP"‘/(+PP)_2W’UV"D W‘:/lv
gBUdxV(1+pp) . 2BwWdp _ e Wprdx ¢

‘sz , five iftam e vpdx
e ?/i I 22BUpdxy (1+pp). Multiplicetur hzc 2qua-
' gio per dv, & in primo termino loco 4w fcribatur gzli/; ;-

X

hanc @quationem
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Wix V(x+pp), ac dW loco Udv; quo fa&o, habebitur
. . 2¢Bdp . _gptdv
lﬁaaec}luanoW‘/(z_}_’p)-i-?—Bd}? Wao v
2%1>MW 2gBp Wn\/f.(r+z>p); que divifa per p* fic in-
tegralis 5 eritque xquatio integrata hec, 2 C — 2B

?
28BV(itpp) 22 Goepw—EBV(iAm)—p
Wp T wv? — CpVv—BVv
dv—gdx
dxvV(14pp) .
hzc, (Cp— RB)dv=—=gCpdx+¢Bppdx — & x‘/‘sl"t"f’f’)
Cum autem W fit funéio ipfius v data, ope @quationis I#y/»
— EBVv(1+pp)—gp
Cp—B
precedente zquatione fubftituatur , dabitur dx per v & dw ;
hincque curva quafita poterit conftrui,

|

Unde nafcitur zquatio a refiftentia 2 libera

>, dabitur p per v; qui valor fi in

Prorositio VI PROBLEMA.

67. Inter omnes curvas propricsase communi A predisas , de-
serminare cam, in qua fit fumltio guecanque , cum ipfins illins expref=
Jionis A , 1ums alius cujufcungue B , maximum vel minimum.

S e L vrTI O

- Sit d Avalot differentialis expreffionis A, atque 4B valor dif-
ferentialis expreffionis B ; habebit funtionis illius ipfarum A &
B, quam maximum minimumve effe oportet, valor differentialis
hujufmodi formam «d.4 4- € ¢B; in qua conftantes = & € a
ratione compofitionis qua expreffiones 4 & B in illa funQione
inter fe permifcentur pendent ; ita ut valores obtineant deter-
minatos ab abfcife quantitate , cui folutionem accomodatam
efle oportet pendentes. Quoniam vero expreffionis A4, qua
proprietatem communem complecitur, valor diffeicntialis eft

Euleti o Max. & Mia, E e - ddy
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d 4; hujus multiplum quodcunque 4.4 addatur ad valorem
difterentialem «d A + €48 expreflionis , que maximum mini-
mamve efle debet, ac fumma ( <4~y ) 44 + ¢4 B nihilo &qua-
lis polita dabit xquationem pro curva quefita. Habebitur igi-
tur ifta xquatio (¢ +y)d A +64dB —o, feu (a4 ) /dA
+6JdB —o0; inqua, etiamfi « & € fint quantitates conftan-
tes determiraze, tamen, ob y & J quantitares conftantes ar-
biirarias, coefficientes valorum 4 A& 4B, qui funt (a4 y)d
& G evadent conftantes arbitrariz magnitudinis.  Harum igi-
tur loco {1 feribantur littere £ & 4, habebitur pro curva quefi-
ta ifta =quatio £4A +9dB == o. Quo-circa ad Problema
folvendum , expreflionum A & B, quarum altera proprietatem
communem continet, utrinfque autem functio quacunque ma-
ximum minimumve efle debet, fingulatim valores differentiales
d A & d B capi oportct, cofque, per quantitates conftantes ar-
bitrarias , quafque multiplicatos nihi'o 2quales poni, quo pafto
refultabit ifta 2quatio £4 A4 + yd B=—=o0, qu® natwam curva
quafite exprimet. Q. E. L

Cororti L

68, Natura igitur curve fatisfacientis tantum ab expreffioni-
bus 4 & B pendet; neque ratio funétionis ipfarum 4 & B, qua
maximum minimumve effe debet, ullo modo in computo ma-
net ; fed quacunque fiv functio , eadem folutio prodibit.

"CororrL IL

69. Quacunque itaque ipfarum A & B funéio , inter ome
nes curvas eadem proprietate .4 gaudentes, debeat effe maxi-
mum vel minimum; folutio perinde fe habebit, ac fi, inter
omnes curvas eadem communi proprietate A gaudentes, eares
quiratur, in qua expreffio altera B maximum minimumve obti-
ncat valorem.

.Cé-;
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Cororr IIL

mo. Quod fi ergo exprefliones 4 & B cjufmodi fucrint for-
mu'r , quarum valores differentiales 4.4 & 4B non pendeant a
magnitudine abfciife x cui refpondent 5 quod evenir, fi illz
formule pertineant ad Cafum vel primum vel quartum, fecune
dum noftram enumerationem Capite pracedente §. 7 factam ,
tum curva inventa pro quacunyie abfcifa xque fatistaciet.

CoroLL IV

1. Eadem Solutio locum habebit fi, inter omnes curvas
quarum communis it proprietas funétio quiccunque ipfarum A &
B, ca requiratur in qua alia quepiam earundem A & B func-
tio it maximum vel minimum. Hoc enim quoque cafu perve-
nitur ad zquationem £d A+ »ndB =o, in quaé & » fintquan-
titates conftantes ad arbitrium accipiendz.

ExeMPLUM L

72, Inter emnes curvas a Mb cum axe AB candem aream Fig. 20.
1. . . . . fyydx ..
Ly dx eontinentes , imvenire eam in qua fit _{yyy (o minimam.

Quzftio hxc initur, {i inter omnes areaszquales que intra
otdinatas extremas Aa & Bb atque bafi A B formari-poffunt,
defidereturea , que habeat fuum certrum gravitatis in loco infi-
mo pofitum. Sumpta enim curva quacunque aMb, politifque
abfciffa AP ==x, applicara PM ==y , erit portionis a AP M
[vydx |
2/ ydx !
Jyydx

quod adeo fiet minimum , fi reddatur hzc exprefio NEYE

minima, Habemus ergo binas has formulas /ydx % [yydx,
» quarum valores differentiales funt 7y, dx. 1 & #v. dx. 3y, X

Ee 2 qui=

centrum gravitatis a bafi A P remotum intervailo =
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quibus pro curva quafira ifta colligitur equatio £ « 24 y==1';
feu y =¢. Quaftioni igitur fatisfacit linea re@2 «€ bafi A B
parallela feu horizontalis, atque parallelogrammum re&angulum
A 2CB, prez omnibus aliis figuris ut AabB ejufdem arex, hac
gaudebit prarogativa, ut ejus centrum gravitatis ad bafin A B
proxime accedat. Quod fi ergo « A B¢ concipiatur tanquam vas
aqua repletum , fi fuprema aqua fuperficies =G fefe ad firum
horizontalem compofuerit, tum aqua habebit fuum centrum gra-
vitatis profundius fitum , quam fi cjus fuprema fuperficies aliym
quemcunque fitum teperet.

ExeEMrruwn IL

Yig 1o 93. Duter ommes curvas ejufdem longitndinis D AD, invenire
cam que habeat fiiums gravitais centrum quam profund;ffime Jitnm,

. fxdxv(r4pp) ..
Jeu in qua fit LAV (L L pp) i,

Jam intelligitur Solutio hujus Queftionis datura effe curvam
Carenariam ; namque fecundum leges Staticas catena ex punctis
D & D fufpenfa ejufmodi induet figuram ut ejus centrum gra-
vitatis maxime defcendat. Quamobrem inter omnes figuras ,
quas catena inducere poteft, que quidem omnes ejufdem funt
longitudinis , curva Catenaria orietur, i quaratur ca, in qua fit
[edx V(1 +22) inimum; quippe qua expreffio dat diftantiam

dx V(T4 pp) ) ] .
{cnoiri gravitatis G ab abfciffarum initio A. Cum igitur habean-

tur binz iftz formule [dxy (x+pp), & [xdxy/ (1 +p2p);
quarantur earum. valores differentiales ; qui erunt, primae ==—

‘d ——L & altetius = — 54, d ——2P .
”y"d‘\/(l'*.'PP)- , & alte 7 e EESTE ex

quibus nalcitur pro, curva quafita ifta zquatio « 4. -\-/—27-3_—;;3
4

Xp___ . __. ¢cp
\,/(.\n-i-gze)‘"x((,x-irm_?t).

= 4. \T(—_ff-{—z)}j » & integrando
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+5,fcux—:——_=1.’_t/_(_‘i_£f_),&d‘x——— —bdp Hinc

? /Gty
—_— — b e tP ; :
ergo fiet y=—=/pdx — l S/ TETDN ex quibus 2qua-
tionibus curva conftruetur, eritque curva longitudo /@xy/(1 +29)
=g = -%-{- Conft, — % -+ /. Hinc alia Conftru&tio, def.-.

niendis ¥ & y per s formari poterit: erit nempe p— _°

e . . * L] . J .'—f-
&, fi initium capiatur in A, ubi fit p= oo , ponendum eft

f—o, ita ut fi P:-'I;—, unde fit ‘/(1+.”)= }/(bb;}-;:),

, ) ) ._‘lx‘/(bH‘_-ﬂ). : . sds
&‘”‘\/(L'*‘IP)—“'-'———; ,hmcquedv.__m__*_.;; ,
& x=y/(bb+15)—b. Porro erit dy —=pdx = w:bd_;_“) S
Zquatio autem inter coor-

dinatas orthogonales ¥ & y deducetur ex zquatione x — ¢ =

byv(1+pp) ; qua fi defideretur fuper axe AP, qui eft dia.

meter, & pro initio abfciffarum in A fumpto , ubj eft p=oo,
poni oportet ¢ == — b eritque (*48)p=by (1 +22).

) ) b .
hincque (x4 5)* pp=—=tbb+bbpp , & P = Zeei ey ideo-
que dy = 7 (xl;d_t_ 27y > U cft zquatio pro Catenaria
nota. | |

atque y=~é/ ’+V(:b+”).

Exemrruown IIL

74. oter ommes curvas: ejufdem longitudinis | determinare eam.

fSxdxy (14 pp) . . . .
in qua fit TSdxy (1 Fpp) imimums denotante S funitiomerm

guamcnngue arcus curve s=1{dx v (1 +pp).

In hoc Exemplo continetur inventio curve Catenarie > fi caw.
tena non fuerit ubique uniformiter craffa, fed cujus crafficies ar-.

c 3 Clik
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cui ¢ refpondens eft ut § fun&tio ipfius s. Tum enim evprimet
Lo , [Sxdx v (1 4pp)
[8dxvV (1+4pp) hujus catenz pondus, & [Sdx VT4 pp)
ait'mdinem centii gravitatis fupra ablfeiffarum initium; que effe
debet minima. Principio quidem hic cafus in Problemate pre-
cedente non contineri videtur , quia formula arcum exprinens ip-
fa fdxy (+ +pp) non ineft in maximi minimive expreffione
f; Sgcdi-xjﬁ/(-(g _:;};’ f;) » quippe que eft fun&tio duarum aliarum for-
mufarum integralium, At cum fit § fun&io arcus curve s, at-
que ds==dxv(14pp), etit [Sdx V(1+4pp) =/Sds,
SSxdx V(1 4pp)
JSdxy(14pp)
funétio formularum fdx v (14pp) & [Sxdx v (14 pp), qua-
rum illa proprietatem communem continet. Idem igitur eft ac
fi qurere deberemus inter omnes curvas ®que longas eam in
qua fit [Sxdxy (1 4pp) minimum. Cum jam § fir funlio
ipfius s==/dx v (x+pp), perinebit hec Quaftio ad Propo-
fitionem pracedentem, eumque calum qui §. 6o cft pertractatus,
Scilicet erit Z—=48x v (1+4pp); unde , {i ponamus 4§ ==
Tds, ietdZ=xTdsy (1 +pp)+4 §dxv (1 +pp) +

ideoque functio ipfius s: ex quo expreffio , erit

222 aucfie L—=xTV (1 Fpp)s M= 8v(1+pp),
Viipp)

g ___ —  8x — .

N—=o &P = \7(—1—4{—@ Jam o? N =0, obtinemus ex
codem loco citato ftatim hanc ®quationem . . .. . ...
A+ C— xTdxJ(1dpp)ip__ —Sxp ,(eud‘/(’ +pp)

v (14pp) V(1) ?
+C— fxTdx \/'(I.’FPP)—i- Sx=—=o0. AtecttTdxv(1+pp)

=—Tds =455 und? habetur AVO+) 4 0 §x —
Sxd§ =0, ubi # & C funt quantitates a:bitrariz. D flerentie-

_—ddp Sdx — feu
vty TO4¥ =05

Sdxy (1pp)=—=— Cj—; =J§ds. Quare cum fit § functio
- iplius

tur hec =quatio, fictque
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ipfius s, integretur 45, eritque integrale, quod fit

R, pons
. . . . 4
dus catenx longitudini s refpondens.  Fiet ergo integrando —

= R+ C; &, {i initium curve capere placeat in loco A, ubi

curve tangens eft horizontalis, erit C=o, atque p == ——,

Hinc ergo porro erit v (14-pp ) = ‘L(ii_%ﬂ.-? — 5_’ 5
X

. ds -

idcoque dx — R atque dy — —-21 ¢ ;.

1 q V(C’v'+ R R,) ’ q ) V(e F RR) » CX qut

bus x.juation:bus curva ita poterit conftrui, ut ftarim ad quam-
vis catenz longitudinem tam abiciffa quam applicata refpon=
dens definiatur.  Manifeftum astem eft cafu quo R ==, hoc
eft quo catena ponitur uniformis crafliiiei, tum prodire Catena~
riam curvam ordinariam..

SCHOLION.

7s. Nifi hujus Exempli convenientia, tam cum ifta Propo-
fitione quam cum pracedente, eflet obfervata, tum Solutio qui-
dem per regulam generalem abfolvi potuiffet : verum tamen
multo prolixior evafiffet. Quo autem nihilominus Methodi ge-
neralis ufus clarius ob oculos ponatur , idem hoc Exemplum
fecundum generalia precepta refolvere vifum eft. Queratur igi-
{ur inter omnes curvas cjuldem longitudinis s = /dxy/ (1 +77),

[Sxdxy/(14pp)
[Sdxy (x4app)
maximum vel minimum; exiftente § funltione quacunque arcus
curve 5. . Et quoniam nondum fufpicari licet confiderationem
SSxdxy/( I-{:@)
J8dxy/ (14 pp)
pendet, ex calculo efle egrefluram; ponamus huic Quadticni
tantum pro data abfciffe longitudine x == « fatisfieri oportere..
Ab hac longitudine quidem formule communem proprieratem
contingntis /dx v (14p2p) valor differentialis non pender ,

quippe

ca quz habeat valorem expreffionis hujus

datz ablciffe, a qua valor differentialis expreflionis
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i ut eonft t =—unr.d —F —; 2t in mas
quippe qui conftanter e n/v d. VTTE777 at in ma
Ximi minimive cxprefﬁoneff?jx\;,(‘ '_:;; P ‘) ponamus , cafu

xy P

quo x ==« fore /S xdx V(14 pp)—=A&/Sdx V(1 4p2)
== B: illius vero numeratoris [$x dx v ( 14 22) valorem dif-
ferentialem efle = 74, denominatoris vero [§dx v (t+pp)

valorem differentialem effe — 4 B. Hiac igitur maximi mini-

mive expreflionis, qnz, caft x =, fit— A > valor differen-

B
Bdd B‘;‘— 448 » qui multiplo cuicunque formule

“communis valoris differentialis — 5. 4. quualis po- .

tialis erit —

firus dabit zquationem pro curva quafita.  Jam 3d valores dif-
ferentiales @ 4 & 4 B inveniendos, confideremus primum formu-
lam f§dxv (14pp), quz fecandum enumerationem §. 7
Cap. praced. fattam, pertinet ad Cafum fecundum : quo erit
Z2=3S8vV (1 +pp), &pofitodS=Tds , erit d2Z —

Tds /(1 +pp) + W%‘ Comparatione ergo fatta, erit m—=s;
L=TvV(14pp). M=0, N=o, &P:;/—(—T%m :
tum vero ob n=s==/dx v (14pp), erit LZ]=v(+p)
&[M]=o0, [N]==o0, &[P] = ~/—<12‘+-P—;) Jam fu-
matur integrale fLdx = [Tdx (1 +pp) = /Tds—=2§,

cujus valor , cafu x=u, fiat —= G, eritque V=G — §,
Quamobrem habebitur formulz /Sdxy/( 1+pp) valor differentialis

_ _Sp o w(e—8)\ __Gr
B = d s + ) = o

Altera porre formula /§xdxy/ (14pp ) pariter in codem Ca-
fu fecundo comprehenditur , eritque Z = $x v (¥ - Pr) &

dZ=TxdsV(14pp)+ 8Sdx v (1+pp )+vff+dpp)‘.

unde fit n=s; L==Txy(14pp)i M=S V(1+pp)s

R’
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— o S x . - , ,
N.__ o0& P=—= Wfﬁ’ Deinde, ob im==s=/ix\/( 1-+22),
erit; utante, [Z]= V(1+2p), [M]=0,[ N]=o,
& [P}:\T—IS—-??)' Nunc fumatur integrale /L d x =

STxdsy (v +pp)=[Txds = [xdS§, cujus valor, pofi-
tox =g, it = H; ertit V=H— [xdS§, hincque prodi-
bit iftius formule valor differentialis /.4 — . . . . . .

Sxp==p(H— [xdS) pCH-l—-dex)‘
—ny.d = —2zv.d. - . In-
T ey, ) gy
ventis ergo valoribus 4.4 & 4 B, @quatio pro curva quefita erit
Bd L cqg4 CGr  P(HA[Sdy)
CEAVGEm . cA4 V<I+pp)+CBj Vi)
& integrando e R*p—CA G:}-{Efifpfﬁ)—f—bbpfs(lx
qua , 6, & C funt conflantes arbitrariz, & G & H conftan-

tes, determinatz. Quod fi ergo ponatur B -+~ ‘%G +H=¢(%

5
c ..
£§ —¢» erunt & & ¢ conftantes arbitrariz , atque conftantes

= C; in

determinatz G & H a definito abiciffe valore x ==« penden-
tes omnino ex aquatione evanelcent; ica ut Curva inventa pro
quavis abfciffa gavifura fit defiderata proprietate: ejufque &qua-

tio erit hac ¢ = 22+p/Sdx fen Y+ __ 4 + /84 x;

V(1+pp)° p
qua differentiata dabit §d x=—=— WE:;—P@) , {eu Sdxy/ (1+pp)
:Sd;:-—-—é;f. Ponatur, ut fupra, /§4s =R, itaut B

. . e » ¢
pondus longitudinis catenx s rep_rxfcntet , etit R = — 4~ Conft.

quz eft ipfa xquatio, quam pracedenti Methodo elicuimus. Ex
hac itaque folutione intelligitur, quemadmodum per Methodum
generalem  hujufmodi Quaftiones refolvi poflint, fi proprictas
communis non ingrediatur in maximi minimive cxpreflionem ;
quod ut clarius intelligatur unum adhue hujufmodi Exemplum
appofuifle fufficiet. ’
Euleti de Max. ¢ Min. Ff ExEM.
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ExeMmrruwm 1V.

Fig.xg. 76, Inter omnes curvas ejufilem longitudinis D AD dae abfeife
Je AC=2a refpondentes , eam definive qua comprehendar’ aream
DAD, cujus centrum gravirasis G fir el altiffime vel profundsf-
fime pofitam , feu in gua fit %(ng maximum vel minimum,

Proprietas igitur communis eft Jdxy (1+4pp), cujusva-
lor differentialis cuicunque abfciflx & refpondens eft — —

4 aximi inimi js [y x dx
#v.d, NCETD: Maximi autem minimive expreflionis T dn

valor differentialis pendebit a praferipta abfciffe longitudine
¥ ==4; qui ut inveniatur; cafii quo x — 4 , flat fyxdx—A4A,
hujufque formule valor differentialis fit — ¢ 4 , qui per Regu-
las fupra datas invenitur = #,. dx, x =5y, x Jx. Dorro » €0=
dem cafu x== 4, abeat altera formula /7 ydx in B, fitque ejus
valor differentialis — 4 B, qui per Regulas datas reperitur
==anrdx;itaut it dd=—=nv. xdx & JB — ny. d x. Ex

his, maximi minimive exprcﬁ'lonisf ;’; ddxx' > que, calu x=u«,

abit in % > valor differentialis erit=—= B44— 448 __

BB
e (Bxdx 2 Ad%) | qui multiplo valoris differentialis —

#y. d. WI_’%, qui ex proprietate communi prodiit, &qua<

lis pofitus dabit pro curva. quefita iftam 2quationem a 4, W}:PI_-’;}
- Bxdx—ddx

5~ Sit —‘% ==4, erith quantitas conftans de-

terminata > quam prazbet formﬁla%—’i—lix@ s fi ponatur x =—4g,

& « B ponatur == ¢«, erit ¢¢ quantitas arbitraria. Hinc ha-

bebitur ifta pro curva zquatio ¢+ 4, ﬁm == wdx — hdx

S que
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. 2
qua integrata dat \71—%1)—5 T=Xx—2hx4bbiergo 4c*pp
o 2 — xx—2hx bk

== (xx—2bx+b4)* (1+4pp) , atque p = T — G 55
4y . e (Xx——2hx4bb)dx .
= 5 Quocirca erit y == Vi —Car— o 50 ubi
conftantem 64, pro arbitrio, five affirmativam, five negativam
accipere licet.  Haxc autem curva Queftioni fatisfacic tantum

cafir, quo ¥ ==u; atque ut fatisfaciar lictera 4 is tribui debet va-

o . ) ; (l
lor quem, cafu x =, recipiet expreffio /;’—;CZ{-, ex quo valor

4 determinabitur. Caterum notari convenit hanc curvam efle
€am que vulgo {ub nomine Elafticx eft cognira.

CAPUT VL

Methodus , inter omnes curvas pluribus proprietati-
bus communibus gandentes , eam  determinands
qua maximi mimimive proprictate [it pradita.

ProrositIO L THEOREMA.

1. Urva , Qua intey omnes omnine curvas babet expreffionem
a A + CB maximum wvel minimum, eadem fimul ita erit

Comparata , ut inter omnes eadem proprietate A praditas contincat
valorem formule B maximam vel minimum.

DEMONSTRATIO

Ponamus inventam effe curvam, in qua inter omncs alias ei-
dem abfciff refpondentes valor expreffionis « A4 + € B fit ma-
ximus ; quod enim de maximo demonfirabitur , idem muracis
mutandis de minimo valebit. ' Denotant auiem litterze A & B
hic nobis ejufmodi formula vel exprefliones indcterminite, in
quas Quaftio de maximis & minimi;s cadere queat; tum vero

f 2



