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METHODUS
INVENIENDI CURVAS

MAXIMI MINIMIVE PROPRIETATE
GAUDENTES.

CAPUT PRIMU M.

De Methodo maximorum & minimorum ad lineas curvas
inveniendas applicata in genere.

DeriNITIO L

ETHODUS maximorum & mini-
morum ad lineas curvas applicata,
et methodus inveniendi lincas
curvas , qua& maximi minimive
proprietatc quapiam propolita
gaudeant.

CoRrRoLLARIUM L

. 4 2. Reperiuntur igitur per hanc
methodum linez curvee, in quibus propofita quapiam quantitas
maximum vel minimum obtineat valorem.

" Euler De Max. ¢ Min, A Co-



2 DE METHODO MAX. ET MIN.
CoRrRocrL. IL

3. Cum autem eadem curva infinitis modis fui fimilis effici
queat, Problema, nifi quedam reftriétio adhibeatur, maxime
effer indeterminatum , atque adeo nullum. Quzcunque enim
curva prebeatur maximi minimive proprietate pradita, femper
alia, illi quidem vel fimilis vel diffimilis, exhiberi poffet , qua
illam proprietatem, vel majorem, vel minorem, in fe contineret,

Corocrr. IIL

4. Quoniam igitur adequata curvarum cognitio poftulat, ut
ex ad axem aliquem pofitione datum, ejufque portiones quafcun-
que quax abfciffe vocantur, referantur : ‘prima eaque pracipua
reftrictio ex quantitate abfciffe petenda erit.

CoRorLE IV

5. Problemata ergo ad methodum hanc pertinentia ita pro--
poni debent, ut quarantur linez curve ad axem pofitione da-
wm relatz , qua inter omnes alias curvas eidem abfciffe refpon~
dentes maximi minimive proprietate fint praditz..

S CHOLTI ON

6. Hzxc itaque Methodus maximorum & minimorum maxi-
me difcrepat ab illa, quam alibi expofuimus. Ibi enim, pro data
ac determinata linea curva, locum determinavimus , ubi propofita
quadam quantitas variabilis ad curvam pertinens fiat maxima
vel minima. Hic autem ipfa linea curva quaritur, in qua quan-
titas quadam propofita fiat maxima vel minima. Methodus hac
jam fuperiori Seculo, mox poft inventam Analyfin infinitorum,
excoli coepit a Celeb. Fratribus BERNOULLIIS , atque ex
€0 tempore maxima cepit incrementa. Primum quidem Proble-
ma, quod ex hoc genere eft tractatum , ad Mechanicam ref-
piciebat, eoque quarebatur linea curva fuper qua grave def-
cendens citiffine delabatur ; cui Curve brachyffockrone feu Linee
celerrimi defeenfus nomen erat impofitum. In hoc Problemate

jam
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jam manifeftum eft, id, fine adjun&a. conditione , nequidem
nomen quftionis retinere poﬂ'e : perfpicuum enim eft, quo bre-
vior magifque ad fitum verticalem accedens linea capiatur , eo
fore tempus defcenfus fuper ea brevius. Quamobrem non ab-
{folute queri poteft linea, fuper qua grave defcendens celerrime
feu breviffimo tempore delabatur; fed abfciffe quantitas, cui
curva invenienda refpondeat , fimul debuit definiri ; ita ut,
inter omnes curvas eidem abfciffe in axe pofitione dato
fumtze refpondentes , quareretur ea fuper qua corpus grave ci-
tiffime delaberetur. Neque vero in hoc Problemate iffa condi-
tio fufficiebat ad id determinatum efficiendum : fed infuper if-
tam conditionem adjicere oportuit , ut curva invenienda per
data duo pun&a tranfeat ; atque iftud Problema his .conditioni-
bus adftringi debuit, ut fieret determinatum , inter omnes, fcie
Jicet, lineas curvas per data duo punéta tranfeuntes eam deter-
minare fuper qua corpus defcendens arcum datz abfcifle refe
pondentem breviffimo tempore abfolvat. Interim tamen hic
notandum eft, conditionem tranfitus per duo pun&a non effe
abfolute neceflariam , fed in hoc Problemate per ipfam folutio-
nem effe illatam. In folutione enim hujus Problematis imme-
diate pervenitur ad equationem differentialem fecundi gradus,
quz bis integrata duas recipit conftantes arbitrarias » ad quas
determinandas duobus opus eft punétis per qua curva traduca-
tur , vel aliis fimilibus proprietatibus : atque hxc eadem con-
ditio , quafi fua fponte , ad omnia iftiufmodi Problemata ac-
cedit, quarum folutio immediate ad aquationem differentialem
fecundi gradus deducit. In Problematibus autem que refolvun.
tur per xquationem differentialem quarti vel altioris ordinjs >
nequidem duo punta ad curvam determinandam fufficiune , fed
tot opus.eft punclis, quot gradus differentialia obtinent. Cop.
tra vero, fi folutio ftatim ad @quationem algebraicam perducat,
tum fine hujufmodi conditione Problema perfe@te erit derermi.
natum; dummodo abfciffe longitudo definiatur. Verum hpc
omnia clarius perfpicientur , quando infra ad folutiones Probe.
matum perveniemus : ibique has notationes fufius ex

o pervEnictnns - it lplicabimus.
Hic enim in principio ifta tantum commemorare vifym eft, ue
A 2

perverfas



4 DE METHODO MAX. ET MIN.

perverfas ideas circa determinationem hujufmodi Problematum.
tollamus.

DeriNITIO IL

7. Methodus maximorum ac minimorum abfolnta , docet inter
omnes omnino curvas, ad candem abfciflam relatas , determi-
nare cam , in qua propofita quxdam quantitas variabilis maxi-
mum minimumve obtincat valorem. :

CoOROLLARIUM.

8. In Rroblematibus igitur ad hanc methodum pertinentibus,
datur axis pofitionc 5 atque , inter omnes curvas que ad hunc
axem ejufque dcterminatam portionem referri poffunt, determi-
natur ¢a in qua quantitas quxdam variabilis fit maxima vel
minima.

§ C HOLTO N

9. Aliam conditionem ad maximi minimive determinationem,,
prater abfciffe quantitatem, hic in genere non adjicimus. Dan-
tur enim Problemata, quaz hoc modo perfette determinantur ;
quemadmodum infra diftinctius patcbie.  Etfi enim etiam ejuf-
modi Problemata occurrunt, ad qua determinanda infuper duo
plurave punéta prafcribi poffunt , per qua quafita curva tran-
feat; tamen hoc demum ex ipfa cujufcunque Problematis folu-
tione perfpicietur. Namque fi ad ejufmodi @quationem pro
curva quafita perveniatur, in qua per integrationem nova quan-
titates conftantes fint ingreffe , qua in ipfa quaftione non ine-
rant ; tum folutio cenfenda erit ambigua, atque vaga; eo quod
innumerabiles lincas curvas, que ex determinatione illarum
quantitatum conftantium & arbitrariarum oriri poflunt, in fe
compleéitur.  His igitur in cafibus erit concludendum , Pro-

lema ex fua natura non penitus effe determinatum : fed ad ejus
plenam determinationem , prater abfciffe quantitatem’, tot no-
vas conditiones adjungi oportere , quibus ille arbitrariz conftan-
tcs ad determinatos valores revocentur.  Pro hujufmodi autem
conditionibus commodiffime affumuntur pun&ta, per qua curve
: ‘ qufite
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Quafitz it tranfeundum ; totidem vero puntta , quot infunt in
zquatione inventa quantitates arbitrariz, ipfan equationem de-
terminatam reddent. Loco punétorum autem, ad curvam qua-
fitam perfeéte determinandam, adhiberi etiam poffunt totidem
tangentes qua curvam quefitam tangant, &, fi conta&tus de-
beart fieri in dato tangentis puncto , hec conditio duobus pun-
&is equivalebit.  Quin etiam in locum pun&torum, alie qua-
cunque conditiones fubftitui poffunt ; dummodo ez ita fint com-
paratz , ut per eas quantitates arbitrarie in zquationc inventa
contentz determinentir.  Neque vero ante opus eft folutionem
ad finem perducere, quam ifta dijudicatio fufcipiatur ; fed infra
tradentur certa criteria, quorum ope, ftatim, €x illa quantitate
variabili que maximum minimumve cfle debet , dignofci pote-
rit qux nova conftantes in xquationem pro curva ingrediantur,
que in queftione non continebantur. Oriuntur autem ifte
conftantes arbitrariz ex gradu differentialium , ad quem zquatio
pro curva quexfita exfurgit ; quoti enim gradus prodit zquatio
differentialis pro curva quafita, tot duantitates arbitrariz in
illa cenfende funt poteftate inefle; hincque totidem conditioni-
bus opus erit ad cutvam determinandam. Idem vero etiam ufu
venit in folutione omnium Problematum , quando quatio dif-
ferentialis vel primi vel altioris gradus invenitur ; ita ut hinc in
prafenti inftituto nulla peculiaris difficultas inefle cenfenda fit.

DeriNnrTtro IIIL

10. Methodus maximorum ac minimoram relativa docet, non
inter .omnes omnino curvas eidem abfcifle refpondentes , fed
inter eas tantum qua prafcriptam quandam proprietatem com-~
munem habeant, eam determinare quz maximi minimive pro-
prictate gaudeat.

Cororr L

11. Ad hujufmodi igitur Problemarta folvenda, primum, ex
emnibus omnino curvis cidem abfcifle refpondentibus ex funt
3 fegre-

3 8
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fegregande , in quas eadem prefcripta proprietas competat ; at<
que tum demum ex his fegregatis ea que quaritur debebit de-
finiri, ' |

CorRortr ILIL

12. Quanquam autem tali conditione numerus curvarum oms
nium ad candem abfciffam relatarum vehementer reftringitur 3
tamen is etiamnum manebit infinitus. Quin etiam, fi-non una,
fed plures proprietates preefcribantur , quibus omnes curve ex
quibus quefita eft determinanda debeant effe preditz ; tamen
wique numerus curvarum manebit infinitus,

CoRrorur IIL

13. Quo plures itaque proponuntur proprictates ; qua iis
curvis ex quibus quafitam definiri oportet communes efle
debeant ; eo magis numerus curvarum inter quas ele&io qua-
fite eft inftituenda reftringetur , etiamfi maneat infinitus.

SCHOLTION LI

14. Ex hoc genere, in quo Methodum maximotum & mi-
nimorum relativam conftituimus, initio hujus Seculi, primum 2
Jacobo BERNOULLI0O in medium prolatum eft famofum illud
Problema Yoperimetricum; in quo quarebatur curva maximi mi-
nimive proprietate pradita, non inter omnes curvas ad eandem
abfciffam relatas, fed inter eas tantum quz cjufdem effent lon.
gitudinis ; ex quo ifte curve , ex quibus quefitam erui opor-
tebat, ifjperimerra funt appellate. Ita fi, inter omnes curvas
cidem abfciflz refpondentes & longitudine zquales , quratur
ea que cum abfciffa & applicata maximum fpatium includat; re-
peritur qufito linea circularis fatisfacere : quod quidem jam
diu ante inventam hanc methodum Geometris innotuerat , ac
demontftratum erat.  At, hoc cafu iterum, ex ipfa Problema-
tum natura , nova conditiones accedunt; uti in iis, qux ad
Methodum maximorum ac minimorum abfolutam pertinent ;

qux



AD CURVAS INVENIENDAS APPLICATA. 7

quz ex conftantibus arbitrariis, quas felutio inducit , funt afti-
mandz. Ita in folutione Problematis, quo curva quaritur qua
inter omnes ejufdem longitudinis maximam comprchendat aream
¢um abfciffa, duz conftantes nove ingrediuntur ; ex quo, ad
Problema determinatum efficiendum, id ita eft proponendum, ut
inter omnes curvas ejufdem longitudinis,, qua non folum cidem
abfciflz refpondeant, fed etiam per data duo punéa tranfeant,
quxratur ea que ad datam abfciffam maximam aream referat.
Atque fimili modo evenirc poteft, ut quatuor puné&a, & plura
etiam interdum, pro arbitrio affumi debeant, quo Problema fiat
determinatum : cujus rei dijudicatio ex ipfa Problematum natura
eft petenda. Quemadmodum autem, in Problemate ifoperime-
trico , omnes curve ex quibus quefitam determinari oportet
ejufdem longitudinis ponuntur; ita loco hujus proprietatis alia
quecunque proponi poteft, que omnibus communis effe debeat.
Sic jam quafitz {unt curve maximi minimive proprietate pra-
dite, inter omnes eas curvas ad eandem ab{ciffam relatas tantum,
que circa eam abfciffam converfee omnes zquales fuperficies ge-
nerent; atque fimili modo aliz quacunque proprietates proponi
poffunt. Deinde etiam , non una , fed plures hujufmodi pro-
prietates praferibi poflunt, qua emnibus curvis inter quas- ca
qux maximum minimumve aliquod contineat definienda fit com-
munes efle debeant. Ita fi quareretur curva maximi vel mini-
mi proprietate quapiam prxdita, inter omnes curvas eidem ab-
fcifle refpondentes , qua tam effent omnes inter fe longitudine
zquales, quam etiam areas xquales concluderent.

SCHOLION IL

15. Propter hoc difcrimen inter Methodum maximorum &
minimorum abfolutam.ac relativam, tra&tatio noftra erit bipartita,
Primum fcilicet methodum trademus, inter omnes omnino curvas
eidem abicifle refpondentes , eam determinandi quz maximi
minimive proprictate fit pradita. Deinde vero progrediemur
ad ejufmodi Problemata, in quibus curva maximi minimive pro-

A prictate’
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prietate gaudens poftulatur, inter omnes curvas qua unam plu=
refve propolitas proprictates communes habeant ; atque ex nu-
mero harum proprietatum iftius tratationis denuo fubdivifio
orietur. Interim tamen non opus erit in hac fubdivifione lon-
gius progredis cum mox reperiatur methodus , quotcunque etiam
propofite fuerint proprictates , Problemata facile refolvendi. So=
lutiones enim Problematum prima fronte maxime intricatorum
prater opinionem fient perquam expeditz , ac levi calculo ab-

folvenda.
HYPOTHESiS L.

v6. In hac traltatione abfciffam, ad quam omnes CHrvas refere
mus , perpetwo listera X o applicatam vero littera y defignabimus.
Tum vero, fumptis elementis abfciffa aqualibus femper erit dy=pdx;
dp=—=qdx; dq=rdxs dr==sdx; &v _

Corort L

17. His igitur fubftitutionibus omnia differentialia ipfius y cu-
jufcunque gradus ex expreffionibus tollentur , atque prater dif-
ferentiale 4x nulla alia differentialia relinquentur. Quanquam
autem hoc modo omnia differentialia, preeter dx, {pecie tan-
tum, non revera tolluntur ; tamen he fubfticutiones ingens nos
bis in preefenti inftituto afferent fubfidium,

CororrL IL

18, Quin etiam . hujufmodi fubftitutionibus differentialis
conftantis affumtio penitus de calculo tollitur : quodcunque
enim differentiale aliud conftans affumatur, poft iftas fubftitutio-
nes perpetuo eadem formula emergere debet. Interim tamen,
ob methodum infra adhibendam , necefle erit diffcrentiale 4%
tanquam conftans affumere,

COROL-
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CoRrovLr1 IIL

19. Ut autem facilius appareat, quomodo pet has {ubftitu-
tiones differentialia cujufque gradus ipfius y evanefcant ; juvabit
fequentem Tabellam adjeciffe.

dy=—= pdx

Ady =—=dpdx ——gdx*
d'y =dgdx* —=rdx*
dty == drdx* — sdx*
Ay = dsdx*— tdx’
&c. - &ec. &ec.

Corovrr IV.

20. Quod fi etiam arcus curve ablciffe x refpondens, cum
fuis differentialibus cujufcunque gradus occurrat; ea omnia per
iftas litreras ita exprimi poterunt , ut nulla alia difierentialia pra-
ter 4x adfint. Pofito enim arcu ==w erit.

w=/V (dx*+dy" ) =[dxy (1+pp)
dw=— dx\;(l—hpp)
—__pada*
ddw =)
&y = prdx? gqdax?
V(itpp)  (i4pp)¥2
&ec.

CoRrRoL1L V.

21. Simili modo, ex his radius ofculi feu curvedinis cutve,
in quovis loco, per quantitates fyecie faltem finitas poterit ex-
primi.  Cum enim, pofito elemento 4x conftante , fit longitu-

— .3 S :
do radii ofculi == =47 fiet ea — (t+pp) 32
, dxddy q

EUVZER B C o
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CoROLL VI‘.~

22. Porro ex iifdem fubfticutionibus erit, ut fequitur.

Subtangens = pdx __

y P

Subnormalis .—_-_—-5’7‘%3 =7y
Tangens Y — IV (14pp)
dy ? :
Normalis :!—yd—d—-: :7\/(1“1‘??)

Atque, pari modo , omnes quantitates finite ad curvam pefti-
nentes, nifi integralia involvant, per hujufmodi quantitates fi-
nitas ita exprimi porerunt, ut nulla differentialia amplius inef~
fe videantur..

DerrNITIO IV,

23. Maximi minimive Formula, pro quovis Problemate , no-
bis erit ea quantitas, que in curva quafita maximum mini~
mumve valorem obtinere debet.

CororLL L

24. Quoniam in omnibus Problematibus ad qua hxc Metho-
dus eft accommodata, curva quaritur que, vel inter omnes, vel:
tantum inter innumeras curvas certo modo determinatas, ma-
ximi minimive proprietate gaudeat; hwxc ipfa proprietas, quz
in curva quefita maxima vel minima effe debet, erit quantitas;
eaque exprimetur Formula, quam maximi minimive Formulam hic:
appcllamus.

C o



AD CURVAS INVENIENDAS APPLICATA. Ik
Cororr IL

25. Cum autem maximi minimive proprictas ita propohi de-
beat, ut ad datam ac determinatam abfcifam referatur; For-

. . . 8 . . . . NP
mula maximi minimive quoque ad illam definitam ablfciflam de-
bet referri. '

CoRrovrLr IIL

26. Erit igitur maximi minimive Formula, quantitas variabi-
lis a longitudine abfciffx cujufcungue cui refpondet pendens. At
que in quovis Problemate quaretur curva, pro qua, ad defi-
nitam abfciflam, illa maximi minimive Formula maximum mini-
mumve obtineat valorem.

CoRrRoL1L IV.

27. Neque vero maximi minimive Formula a fola abfciffa
pendere poteft : hoc enim fi effet, pro omnibus curvis cidem abicife
fe refpondentibus cundem obtincret valorem , atque idcirco
omnes &qualiter fatistacerent,

. CoRroLL V,

28. Hanc ob rem quoque maximi minimive Formula, prater
abfciffam omnibus curvis qua in confiderationem veniunt com-
munem, 2 qualibet curva peculiariter debet penderc; ita ut una
fit, pro qua maximum minimumve valorem induere queat.

S CH OLTION I

29. Quo hzc omnia clarius intelligantur , atque ftatus Quaf
tionum in fequenti pertraGandarum melius comprehendatur s
ponamus, vel inter omnes omnino curvas, vel tantum inter in-
numecrabiles certam quamdam proprietatem communecm habentes,
que cidem abicifle AZ refpondeant, cam determinari debere,

2 pro

Fig. 1,
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rigx. pro qua valor formule ¥ (it maximus vel minimus. Ponamus
huic Queftioni fatisfacere curvam amz, ita ut, quecunque alia
curva ad abfciffam definitam A Z referatur, valor formule W
vel fiat minor quam pro hac curva, vel major : prout in curva
fatisfaciente , ¥ vel maximum effe debet vel minimum. In
hac igitur quaftione latiffime patente , habemus primo abfciffam
determinate longitudinis AZ: deinde curva eft quarenda ,
vel inter omnes ommino curvas ad eandem hanc abfciffam re-
latas , vel tantum inter innumerabiles quibus una plurefve pro-
prietates fint communes, prout quaftio ad methodum maxi-
morum & minimorum vel abfolutam vel relativam eft accommo-
data: tertid habemus eam quantitatem H¥, cujus valor in
curva quefita amz maximus efie deber vel minimus; eritque
igitur quantitas /% maximi minimive formula, ficut ca eft defi-
nita. Nunc igitur ftatim apparet hanc formulam W ita cffe de-
bere comparatam , ut ad omnes curvas  qua quidem concipi
poffunt accommodari queat. Primo fcilicet a quantitate abf-
ciffe definite A Z debebit pendere; ita ut ca mutetur , valore
ipfius A Z mutato. Deinde etiam a natura cujufvis curve
qua quidem concipi poteft peculiari modo debet pendere : nift
enim ita effet comparata, pro omnibus curvis eundem valorem
fortiretur, quaftioque foret nulla.  Quamobrem quantitas w,
preeter abfciflam , in fe quoque complecti debebit quaritates ad
curvam ipfam pertinentes. Cum igitur omnis curva determine-
tur per relationem inter abfciffam & applicatam , quantitas w
debet effe conflata ex abfciffa & applicata, & quantitatibus inde
endentibus. Hoc eft, fi abfciffa indefinita ponatur === x, & ap-
plicata refpondens indcfinita ==y ; quantitas I effe debet func-
tio binarum variabilium x & 5. Quod cum ita (it, {i curva qua-
cunque determinara concipiatur , atque ex ejus natura relatio
inter y & x in formula M fubftituatur, ea definitm impetrabit
valorem ad datam illam curvam atque ejus definitam. ablciflam
pertinentem.  Quoniam jam , pro aliis atque aliis curvis, for-
mula I¥ diverfos valores induit , etiamii in omnibus abiciffa
eaden capiatur ; manifeftum eft inter innumerabiles illas curvas
unam
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unam efle debere in qua valor formule W maximus fiat vel
minimus; atque ad hanc curvam pro data quacunque determi-

nata quxftione inveniendam, Methodus tradenda cft compara-
ta.

CoRrRorr VL

30. Erit igitur maximi minimive formula B, fun&io quardam
binarum variabilium x & y: quarum altera x abfciffam . alrera
applicatam denotat. In ¥ incffe igitur poterunt, non folum
ipfx variabiles x & y, fed etiam omnes quantitates ab iis pen-
dentes, cujufinodi funt p, ¢, r, s, &c. qrarum fignificationes
fupra tradidimus. Quinetiam formule integrales ex bis orta
quxcunque in /¥ inefle poffunt: imo ctiam debert; fiquidem
queftio debeat effe determinata , uti mox oftendemus.

Corolr1 VIL

31. Propofita igitur ejufmodi formula BV, feu fun&ionc ip-
farum x & y , fi quaftioad mcthodum maximorum & minimorum
ablolutam pertineat, ejufmodi aquatio inter x & y defidcratur,
ut, {1in BV valor ipfius y per x determiratus fubftituatur, at-
que ipfi x valor definitus tribvarur; major prodeat quantitas

pro W, vel minor, quam fiulla alia aquatio irter & j affum-
ta tuiffer.

Corory VIIL
32. Hoc ergo pacto, quaftiones ad docrinam lirearvm curva-
tum pertinentes ad Analyfin puram revecari poffunt. Atque vi-

ciffim . i hujus generis quaftio in Aralyfi pura fit projofita, ca
ad dodtrinam de lineis curvis poterit reterri ac refolvi.

SCHOLION 1L

33. Quanquam hujus generis quafiicres ad puram Analyfn
3 redu-
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reduci poflunt, tamen expedit eas cum dotrina lincarum curvas
rum conjungere.  Q.iod i enim animum a lineis curvis abdu-
cere, atque ad folas quantitates abfolutas firmare velimus; quf-
tiones primum ipfe admodum fierent abftrufe & inclegantes,
ufufque earum ac dignitas minus confpiceretur : D:inde etiam
methodus refolvendi hujufmodi quaftiones, fi in folis quantitati-
bus abftractis proponeretur, nimium foret abftrufa & molefta;
cum tamen eadem,, per infpectionem figurarum & quantitatum re-
prafentationem linearem, mirifice adjuverur arque intellectu fa-
cilis reddatur. Hanc ob caufam, etfi hujus generis quaftio-
nes, cum ad quantitates abftrattas, tum concretas applicari pof~
funt, tamen eas ad lineas curvas commodiffime traducemus & re-
folvemus.  Scilicet quoties @quatio cjulmodi inter x & y qué-
ritur, ut formula quxdam propofita & compofita ex x &y, fi
ex illa 2quatione quafita valor ipfius y fubrogetur, & ipfi x de-
terminatus valor tribuatur, maxima fiat vel minima: tum {fem-
per quaftionem transferemus ad inventionem linex curve, cu-
s abfiffa fit x, & applicata y, pro qua illa formula W fiac
maxima vel minima, fi abfciffa » date magnitudinis capiatur.
His igitur notatis , natura hujufmodi quaftionum fatis luculen-
ter perfpicitur: nifi forte cuiquam adhuc dubium creat ambigi:a
locutio de maximo & minimo fimul. Verum ne hic quidem
ulla adeft ambiguitas; nam etfi methodus ipfa que monftrat ma-
xima & minima , tamen in quovis cafu facile erit difcernere , u-
trum folutio prabeat maximum an minimum. Swpe numero au-
tem evenire poteft, ut in data. quaftione tam maximum quam
minimum locum obtireat , atque his cafibus {folutio erit duplex,
altera monftrante maximum , altera minimum. Plerumque au-
tem alterutrum , {cilicet vel maximum vel minimum folet efle
impoffibile ; quod evenit, {i maximi minimive formula in infini-
tum vel crefcere, vel decrefcere poteft; his enim cafibus, vel
non dabitur maximum , vel non minimum, Ufn venire etiam
poteft, ut formula propofita J¥ in infinitum tam crefcere quam

decrefcere queat, atque his calibus nulla prorfus folutio locum
. . habe-
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habebit.  Hc autem d'ferimina cun@a ipfe calculus poft folu-
tionem perpetuo monflrabit.

PrRorProsiTi1o I.L THEOREM A,

34. Ut per maximi minimive formulam . curva determinetur
amz, que pre omnibus religuis [atisfaciat , formula V' debet clfe

guantitas integralis indefinita , que, nifi data affumatur relasio in-
ter X &y, imegrari nequeat.

DEMONSTRATIO.

Ponamus enim formulam # intcgralia indefinita non invol-
vere; crit ea funétio quantitatum x & y, indeque pendentium
P> q.7r,s, &c vel algebraica, vel ralis tranfeendens qua fine
afflumra relatione inter x & y cxhiberi poffit; quod evenit, fi
vel logarithmi barum quantitatum, vel arcus circulares , vel
aliz hujufmodi quantitates tranfcendentes definite ingrediantur,
qux algebraicis zquivalentes funt cenfendz.  Quod fi jam W
ponatur funétio talis ipfarum » & y tantum, manifeftum eft va-
lorem formule W, quem pro data curva amz ad datam abf-
cifam AZ relata obtinet, tantum ab uliima applicata Z 2
pendere ; atque pro omnibus curvis it Z eandem aprlicatam
Z z habentibus fore eundem; arque adeo rali formula 29 indo-
les totius - curve non determinabitur, fed tantum pofitio extremi
ejus pundti z; fi in ¥ prater x & y etiam quantitas p infit,
tum prater longitudinem applicate Z z pofitio tangentis curva
in z, feu politio ultimi elementi in z de:ermirabitur.  Sin au-
tem infuper ¢ ingrediatur, tum pofitio binorum clemenrorum
curva contiguorum in z determinabitur, & ita porro. Ex qui-
bus fequitur , fi fuerit I tun&tio dcterminara ipfarum x, y, p,
g, v, &c. tum per illam tantum curva portionem infinite par-
vam circa extremitatem z determirari : atque pro omn:bus cur-
vis in candem extremitatem definentibus eundem valorem ipfius:
W efle proditurum. Ut iraque per formulam M rota curva
amz , quatenus toti abfcife AZ refponder, definiatur, for-

mulam
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mulam 2¥ ita oportet effe comparatam, ut ejus a‘or ad deter-
minatam curvam a m z applicatus, a pofitione fingulorum elemen=
torum hujus curve intra terminos a & z fitorum pendeat. Hoc
autem evenire non poteft, nifi quantitas WV it formula integra=
lis indefinita , que generatim fine affumra zquatione inter ¥

& y integrationem non admittat. Q. E. D.
CoroLrLL L

35. Nifi igitar maximi minimive formula P¥ fit quantitas in-
teoralis indefinita , nequidem linea curva in qua valor ipiwus
IV (it maximus vel minimus determinabitur; arque adeo quef~
tio de invenicnda curva, in qua effet J¥ maximum vel mini-
mum erit nulla.

CororLL IL

36. Ut igitur curva affignari poffit, in qua valor ipfius IV
pra aliis fit maximus vel minimus, formula M talem formam
[zdx habere dcbet; arque quantitatem Z ita comparatam efle
oportet ut differentiale Z 4 x, nifi ®quatio ftatuatur inter x &

7, integrari nequeat.

SCHOLION.

37. Quoniam maximi minimive formula IV debet efle inte-
grale formule differentialis indefinitz primi gradus ; hoc efl cujus
integrale fiat quantitas finita; ea formula differentialis femper
ad hujufmodi tormam Z4x poterit reduci, ope litterarum p, ¢,
v, &c. Et hanc ob rem in fequentibus maximi minimive forma-~
la perpetuo per [ Z4x nobis indicabitur. Erit autem Z funéiio
non folum quantitatum » & y, fed etiam continebit litteras p,
q,r, & Ira 4 area AazZ debeat effle maxima vel mi-
nima , formula PV abibit in [ydx; &, f fuperficies folidi ro-
tundi  quod “generatur rotatione curve amz circa axem AZ
debeat effc maxima vel minima, erit W==[ydx y(1+pp);

atque
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atque ita porro quacunque formula debeat in curva quafita cfle
maxima vel minima, ea femper crit hujus forme /2 dx, lcili-
cet integrale quantitatis finite cujufdam Z in dificrentiale 4 x
ducte. Debet autem Z cjufmodi efle quantitas, ut fi xquatio
ftacuatur inter » & y, integrale /Zdx determinatum obtincat
valorem: ex quo Z erit functio quantitatum x, y, & inde pen-
dentium p, g, r, &c. vel algebraica five determinata, vel pre-
terea ipfa in fe complectetur formulas integrales indeterminaras ;
quod diferimen probe eft tenendum. Ita fi maximi minimive

formula WV fuerit [y dx, vel fydxyv/(14-pp); quantitas Z crit
algebraica, at fi fit W=/yxdx[ydx, tum crit Z = xfyds
hoc eft ipfa quantitas Z erit indeterminata, cujus valor nif1 re-
latio inter x & y detur, exhiberi nequit. Quin ctiam evenire
poteft, ut valor ipfius Z hujufmodi formula evoluta exprimi
nequeat, fed tantum per xquationem differentialem demum crui
debeat, ut fi fuerit dZ—=ydx+ZZdx; ex qua xquatione
valor ipfius Z per x & y nequidem exhiberi poteft. Hinc igi-
tur tria nafcuntur genera formularum /Zdx, qua in curvis qua-
fitis maxima vel minima fieri debent. Quorum primum eas com-
plectitur formulas, in quibus Z eft functio algebraica feu deter-
‘minata ipfarum x, y, & p, g, 7, &c. Ad fecundum genus refe-
rimus eas formulas , in quibus quantitas Z ipfa infuper formu-
las integrales involvit. In tertio autem gencre continentur cx
formulz, in quibus valor ipfius Z per aquationem differentia-
lem cujus integratio non conftat determinatur.

ProrositioIl. THEOREMA.

38. i fueritamz curva, in qua valor formule {Z dx fit ma-
Ximus vel minimus, atque L fit funcitio alzebraica [eu determina-
ta ipfaram X, y,Pp, q, t, & tum ejufdem curve guacunque
portio mn eadem gaudebit prevogativa , ut proea ad fuam abfiifam

MN relata, valor 4z'pﬁm {Zdx fit pariter maximus vel mini-
WHS,

Euler De Max, & Mis, C D -
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DEMONSTRATIO

Valor formule /Z dx pro ablciffa AZ eft aggregatum om-
nium valorum ejufdem formulz, qui fingulis abfciflz A Z por-
tionibus refpondent. Quod fi ergo abfciffa AZ in parter quot-
cunque, quarum una fit MN, divifa concipiatur, atque ad
fingulas partes hafce valor formule [Z4x exhibeatur; {fumma
omnium horum valorum prabebit valorem formule [Zdx,
qui toti abfciffe AZ convenit; & qui erit maximus vel mini-
mus. Quoniam autem Z ponitur functio algebraica ipfarum
%, 9, 7~ g, &c. valor formule /Zdx refpondens abfcifle portio-
ni M N, a fola portionis curve refpondentismn indole pende-
bit , idemque manebit, utcunque reliqua partes am & nz va~
rientur ; fingularum enim litterarum x, y, p, 4, &c. valores per
folam curve portionem mn determinantur. Si ergo formula
[Zdx valores, qui conveniunt abfcifle portionibus AM ,MN,
NZ, ponantur P, Q & R, cuantitates ha: P, Q, & R,afe
mutuo non pendebunt.  Quare cum earum aggregatim P+
-+ R fit maximum vel minimum, etiam unajuague maximi mi-
nimive proprictate pradita fit necefle eft. Hanc ob rem, fi in
curva amz formula /Zdx maximum minimumve habeat valo-
rem, & quantitas Z fit functio algebraica ipfarum x, 5.2, 9, &c.
tum etiam, pro qualibet illius curva portione, eadem formula
[Zdx maximi minimive proprietate gaudebit. Q. E. D.

CororrL L

uod fi ergo curva fuerit inventa am z, qux pro abfcif~
{2 data A Z , habeat valorem formule /'Z 4 x maximum vel :ni-
nimum , atque Z fit functio algebraica feu determinata , tum
etiam ejufdem curva quelibet portio, refpectu abfcifle iue ref-
pondentis , exdem maximi minimive proprietate gaudebit.
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1
NG

Corovrr IL

40. In hujufmodi igitur Problematibus, ubi tale maximum mi.
nimumve quearitur, non opus eft quantitatem abfcifle | cui ma-
ximum minimumve refpondeat, definire; fed fi, pro una quacun~
que abiciffa, formula /"Z 4 x fit maximum vel minimum , tum ca-
dem pro quacunque alia abfciffa cadem proprictate gaudcbit,

Corovrr IIL

41. Hujufmodi igitur Problemata refolventur, fi fingule cur-
v quafite particule ita determinentur, ut pro iis valor formu-
le fZdx fiat maximus vel minimus. Tum cnim fimul tota

curva , & quacunque ejus portio, pariter eadem maximi minimi-
ve proprictate erit inftru&ta.

§ C H O LI 0 N~

42. Proprictas hac, qua gaudent curve in quibus iftius mo-
di formule [Zdx, ubi Zcft fun&io algebraica feu determinara
ipfaum %, y, p, 9, &c. funt maximum vel minimum, cft ma-
Ximi momenti; ea enim inn’titur univerfa methodus hujus gence-
ris Problemata refolvendi.  Ideo autem potiffimum hanc Propo-
fitionem afferre vifum eft, ne ca proprictas , qux his tantum
formulis /"Zdx, ubi z eft fundtio vel algebraica vel determina-
ta, eft propria, omnium omnino formularum qua proponi pof-

unt communis effe putetur : in fequente enim Propofitione
demonftrabimus, fi in Z infint formule integrales; tum eandem
proprietatem non amplius locum habere: ex quo fimul natura
hujofmodi quaftionum clarius intelligetur.  Hujus autem pre-
fentis Propofitionis demonftratio ex eo petita cft fandamento,
quod valor formule [Zdx, fiquidem Z cft funtio vel alge-
braica vel determinata ipfarum x, y, p, 9, r, &c. qui conve-
nit cuicunque abfciffee portioni M N, a fola curve portione ref-
pondente mn pendeat, neque a reliqua curva, vel anteriore am,
vel pofteriore nz afficiatur : qua ratio ceffat, {i in Z infint for-

C 2 moulz
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mulz integrales indeterminatz. Valores enim quantitatum ¥, y,
P97 &c. qui pro arcu curva mn obtinent, rantuma pofitione
elementorum hujus arcus mn, atque elementis aliquot conti-
guis- que arcum finitz quantitatis non conftituunt pendent; ex
quo ctiam quantitas ex iis litteris utcunque compofita per folam
arcus mn indolem determinabitur , nifi adfuerint quantitates in-
tegrales, cujufmodi funt fjox, quaz totam arcam anteriorem-
AamM introduceret, vel fdx v (14pp ), qua totum arcum
precedentem am involverer.  Flinc igitur diftin¢tius intelligi-
wr, quid per functionem determinatam ipfarum X, 9, 5 957>
&c. denotare velimus: Fundio fcilicet determinataita eft com-
parata, ut, pro quovisloco, a prefentibus valoribus litterarum:
x,9, p, ¢» &c. tantum pendeat , neque valores earum ante-
riores in fe compleétatur. Funétio autem indeterminata eft ta-
lis, cujus valor in quovis loco, non ex folis- valoribus quos hae’
litterz x, ¥, p» ¢, &c. in ifto loco obtinent determinari potett,
fed infuper omnes valores ad fui determinationem requirit ,
quos iftz littera in omnibus. locis anterioribus obtinuerunt. Ita
patet, omnes funétiones algebraicas effe fimul determinatas; prae-:
terea vero. etiam omnes funétiones tranfcendentes, qua a rela-
tione inter ¥ & y non pendent funt”determinate , cujufmodi

funt, /Y (xx+»), ef), Afin. 11[.1’_; quarum- valores in quovis

loco ex valoribus litterarum, quos in hoc folo loco obtinent,
affignari poffunt. Quando autem in funétione quapiam infunt
formulz integrales indeterminate , qua a mutua relatione inter
x & y, quam ubique tenent, pendent, tum earum valor, in dato-
loco ,non ex valoribus , quos he litterx in ifto loco habent,
cognofci poteft, fed infuper omnes valores in locis quibufque
anterioribus nofle oportet, hoc. eft generalem relationem inter
coordinatas x & y : talefque fun&iones vocamus indeterminatas ;
quippe quz toto celo diverfe funt ab iis, quas determinatas.
appellavimus..

P Rr o-
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Prorosritio III. THEOREMA.

43. Si fuerit amz curva abfiile A'Z refpondens in gua{Z dx
fit maximum vel minipum; in L antem contineantur formule in-
tegrales indeterminate 5 tum eadem maximi minimive proprietas non
cadit in quamliber curve portionem , [ed toii tantum’ curve abfiijje

AL refpondenii propria erit.
DEMONSTRATIO.

Concipiatur tota curva amz, pro qua [Zdx eft maximum’
vel minimum, in duvas partes quafque divifa per applicatam:
Mm; fitque formule /'Z4x valor conveniens portioni am -==
P, ejufdem autem formule valor pro altera portione mz fit
=— @Q: pro tota igitur curva amz valor formule [Zdx crit
=P+ Q, quem ponimus effe maximum vel minimum. Quo
autem omnem ambiguitatem rtollamus , totamque rem difting-
tius proponcre queamus; ponamus P -+ @ cfle maximum : quod
enim de maximo demoriftrabitur, idem de minimo facile intel=
ligetur.  Quod fi jam valor ipfius Q a valore ipfius P non pen-
deret , tum aggregatum P+ @ maximum’ effe non poflet, nili
fimul uterque valor P & Q_lcorfim f{it maximus. At noftror
cafu, quo quantitas Z'in fe continet formulas integrales indeter+
minatas , valor ipfius @Q non tantum a curva portionc mz ad
quam refertur pendebit, fed fimul a tota curva: anteriore am
atque adeo a valore ipfius P. Nunc dicimus, ad id ut P-- O
fit maximum, non requiri, ut valor ipfius P {it maximus. Po-
namus enim portionem curve am ita eflc comparatam, ut pro
ea P (it maximum ,- & aliquantillum:- mutari concipiatur portio
curve am, ita ut valor formule /Zdx minor evadat, puta=—=F
— p : fieri utique poterit ut ex hac mutatione valor ipfius Q crelcat,
quod incrementum ponatur ¢: eritque, mutata aliquantillum por-
tione am, ita ut pro ea fZd x non amplius fit maximum, va~
lor formule /'Zdx pro tota curva amz = P—p+Q + 4.
Cum igitur evenire queat ut fit 9% p, intelligitur formu-

3 lun
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lam /Zdx pro tota curva amz maximam efle pofle, etiamfi
maxima non fit pro qualibet portione am. Q. E. D,

CoRrROLE 1L

44. Quando ergo curva fucrit inventa, qua, pro data abfcil-
fa AZ, habeat valorem formule /Z4x maximum vel minimum ,
& Z fit funétio indeterminata; tum non fequitur quamlibet cur-

va invente portionem eadem maximi minimive proprietate fo-
re preditam.

Cororvrew IL

45." In refolutione igitur hujufinodi Problematum , in quibus
curva quaritur, que pro data abiciffa AZ habeat /Z4x ma-
ximum vel minimum, perpetuo ad rotius abfciffe propofite
quantitatem erit refpiciendum , atque maximum vel minimum

ad eam tantum, non vero ad ¢jus quamlibet portionem, accom-
modari debcbit.

Corovvri IIL

46. Maximum igitur hinc patet difcrimen, quod inter formu-
fas fZdx, in quibus Z funéio cft determinata vel indetermina-
ta, intercedit ; {imulque autem Methodorum diverfitas intelligi-
tur, quibus ad refolutiones quaftionum , in quibus hujufinodi

formularum maximi minimive valores requiruntur, uti opor=
tebit,

S CHOLTION

47. Ex demonftratione hujus Propofitionis non quidem ne-
ceflario fequitur, fi pro data abfciffa AZ curva habeat formu-
lam /Zd x maximam vel minimam, tum fingulas ejus portiones
eadem hac prarogativa gaudere ; verumtamen fatis intelligitur,
quoties eadem proprietas in fingulas portiones competat, id c:;—

u
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fu evenire. Hincque nihilominus fumme neceffarium eft , fo-
lutionem perpetuo ad totam propofitam abfciffam accommodare.
Interim tamen, in Problematibus ad mecthodum relativam perti-
nentibus evenire poteft, ut formulas SZdx, in quibus 7 {it func-
tio indeterminata , quaft determinata cffer traétare liccat. Hoc
fcilicet accidit, fi inter omnes tantumr curvas in quibus for-
mule ille integrales indcterminatx que in Z infunt xquales
obtinent valores, ca defiderctur, in qua /Zdx fit maximum
vel minimum : hoc enim cafu formule ille integrales indcter-
minatz fieri cenfenda funt determinate. Ita fi, inter omnes
curvas cjufdem longitudinis, determinanda fit ea in qua fit
S Zdx maximom vel minimum, atque in Z prxter quantitates
determinatas , infit arcus curva /dx v/ (14pp); hic, quia in
omnibus curvis ex quibus quafitam definire oportet, cundem
obtinet valorem, inftar fun&ionis determinata tra@ari poterit:
Hzc autem cunéta in fequentibus clarius explicabuntur.

HyrporHEsrs IL

48 8i carve alfiiffa A Z in clementa innamerabilia infiuite  Fig.

parva & inter [ equalia diffecetur cufufmodi funt 1K, KL,
LM, &rc. atque portio quecungue A M wvocetur x, cui refpondear
Junitio quecungue variabilis ¥ , eandem Sfunitionem F | guatenus re-
Jeretur ad puncia abfiiffe vel fiquentia N, O, P, Q,, &e. vl
antecedentia L, K | 1, dre. ita denotabimus | ur fit valor iffins func-
vionis, qui pro puncte M eff == F, ur [equitur,

pro N = F )

pro O = F»

pro P ="F" % pro punitis abfeiffe fequentibus
pra Q —_— FI\I '

pro. R =F

&ec,

Prv

-~
#a
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oL =F
oK =FE, I
pro L =TF,,  propundis abfiiffc amiecedentibns,
P 0H - Fn/ :
&, J

Asque hoc pacio [ine prolixa differentialinm. [eriptione , valor func-

tionis cujnfcungue wariabilis , qui in quovis abfiiffa puncto locwm
obtinet , commode indicabitur.

Corori L

49. Cum igitur fun&ionis cujufque valor, in loco quocun-
que, fit equalis fuo valori in loco antecedente differentiali fuo

aucto, erit

F —F +4dF F —F, +dF,
F' =F +dF | F, =F, +4F,
F’U:F//'*"dF” ' 4F/1 :F///+dF//./
FY —F"+dF" F,—F,+dF,
' &ec. &c.

Corovrtr IL

so. Si ex fingulis ablciffe divifionibus applicate ducantur,
atque ca quz abfcifl AM = x refpondet, nempe Mm, po-
natur = j , reliquz tam fequentes quam antecedentes , ita de-

notabuntur

Mm = 1 Mm=y
Nn =) Ll =y
Oo =)' Kk =y
PP — " Ii =X
Qq = " Hh =juw

&e. &e.
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CorovrrL IIL
g . d —_— .
51-Cum deinde valor ipfius pfit= =2 = N_“_ﬂl‘}_ﬂ . erit
' . )
p="ln—’ 5 fequentes autem pariter ac antccedentes ipfius p
valores ita fe habebunt:

P= P ="

' 271’:_;:“:_1 2 :y-;;?,

p=" Py =
&ec. &ec.

CorovLL 1IV.

/

s2.Dci : 4P Vb i 2y
52.Deinde,quia eft g = T = o eritg== T3
ex quo quantitatis ¢ valores , cum fequentes tum antecedentes ,

ita fe habebunt :

-
»

g = 2L —2S+y g 2y 4y
dx* d x?
, ——ylll___ 2-’//!+..9I — ."'_‘—"2.7 +y’
7 o s\s dzx’;//+ U4 ql R (lxz +
— — 2 ,
7’ _=2— df‘ 2 I = 2B di; AL
&e. &ec.

CoroLt1 V.

s3- Simili igitr modo per ifta applicatarum figna poterunt
Euleri de Max. ¢ Mis. D valo-
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valores quantitatum 7, s, #, &c. ut has fupra affumfimus, de-
terminari , atque cx figura definiri,  Erit fcilicet

Y — 3 —y

dx3?
g Y e — -ty
T d.*
g V=" 4 10— 10y 59’ —
d x*

&c.

unde harum litterarum valores tam pracedentes quam antece-
dentes formari  pofiunt.

Co R‘O Lri VL

s4. Quod fi autem formula /'Z 4x ad abfciffam AM =«
fuerit relata; crit ejus valor fequenti abfcifle elemento M N
== dx relpondens == Zdx. Hincque fimili modo formule /Zdx
valores fingulis abciflee elementis refpondentes denotabuntur ut

fequitur :
pro MN == Zdx | pro MN = Zdx

pro NO = 2Z'dx | pro LM == Z dx

pro OP = Z'4x | pro KL = Z,dx

pro PQ = Z7dx | pro 1K = Z,dx
- &c. &ec.

Corori VIL

s5.7Si ergo expreffio /' Zdx ad abfciffam curve AM = »
pertineat ; ejufdem expreffionis valor , qui convenier abfcifle
propofite AZ, crit = [Zdx+ Zdx + Zdc+ Z'dx+2"dx
-+ &c. in infinitum, donec perveniatur ad ultimum punctum Z.

Corori VIIL

56. Siigitur curva inveniri debeat, qua pro data abfiffa AZ
valo-
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valorem formule /Zdx habeat maximum minimumve; tum,
pofita ablciffa quacunque indefinita AM ==x, efficiendum eft
ut hec expreflio [ Zdx+ Zdx + Z/ dx + 2 dx+ 2" dx + &c.
ufque in Z fiat maxima vel minima.

S CHOLTION.

57. Quanquam haxc hypothefis tantum pro arbitrio eft fadta;
tamen ifta figha maximam afferent utilitatem ad Problemata,
quaz ad hanc methodum maximorum & minimorum pertinent,
fuccin¢te refolvenda.  Plurimum cnim valer in hujufmodi nego-
tiis commoda fignorum eletio , ejufque ope calculus non folum
contrahi , fed etiam multo facilior & expeditior reddi poteft.
Preftabit autem ifte fignandi modus longe alteri recepto, quo
per differentialia valores funétionum variabilium proxime fequen-
tes exprimi folent; co quod in ipfa refolvendi methodo alius
generis differentialia occurrent , qua cum naturalibus quantita-
tum variabilium differentiaiibus facile confundi poflent, nifi, if-

taaflumta fignandi methodo o naturalia differentialia notatione
faltem tollerentut.

Prorositio IV. THEOREMA.

58. Si amnoz fuerit curva ad abfeiffum datam A7 rvelua ,
in qua formula {2 dx maximum minimumve obtineat valorem at-
que alia concipiatur curva amyoz ab iffa infinite parusm difire-
pans s tum valor formule {2 dX pro utrague curva eris idem.

DEMONSTRATIo.

Quando in Analyfi formula quapiam variabilis fit maxima ;
tum primo crefcendo continuo magis ad maximum valorem ac-
cedit, deinde vero cum hunc attigit, iterum decrefcendo ab eo
recedit. . Ifte autem acceflus ad maximum valorem atque recef-
fus ab eodem ita fit, ut dum quantitas proxime ad maximum
valorem verfatur, tum ejus incrementa ac decrementa momenta-

D : nea

Fig. 3.
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nea evanefcant; hocque idem de minimo eft intelligendum.
Dantur quidem etiam ejufmodi maxima & minima, circa qua
incrementa & decrementa {int infinite magna; verum hujus ge-
neris maxima' & minima in prafenti inftituro raro locum inve-
niunt, & fiinveniunt, facile erit ea determinare. Sufficiat igitur
notafle circa maximum & minimum mutationes momentaneas
non dari pofle finitas. Quod fiergo in curva amnoz exprel-
fio /Zd x maximum minimumve habeat valorem; pro alia cur-
va cjufdem expreflionis valor co magis a maximo minimove re-
cedet, quo magis hac alia curvaab illa difcrepet. Sin autem alia
curva infinite parum differat ab illa fatisfaciente, tum , pro utra-
que , formula /Zdx cundem obtinebit valorem. Hujufmodi
autem curvam minime difcrepantem concipiemus, fi arcum tan-
tum infinite parvum muno infinite parum variari, ejulque loco
arcum m v o {ubftitui ponamus. Quamobrem ex curva az, pro
qua fZdx maximum eft vel minimum , portionem infinite par-
vam mno ex{cindi, ejulque loco aliam myo infinite parum ab-
illa difcrepantem inferi intelligamus ; tum valor formule /Zdx

qui convenit curvee amnoz xqualis erit valori, qui convenit
curve amvoz. Q. E. D.

Corocrr L

59. Quoniam mutatio debet poni quamminima’; non fuffi-
ciet arcum mn'o, qui immutari ponitur, accipere infinite’ par-
vum, fed etiam deviatio nv, pra arcus-longitudine mno-, de-
bet efle infinite parva..

, Cororr IL

60. Pofita igitur tali mutatione in curva, mutatio inde-etiam
in valore formule [Zdx orietur; qua autem per demonftra-
tionem erit evanefcens. Atque hoc modo ex tali afflumta mutatio-

ne orictur aquatio , que fimul curvae quzfite naturam prxbe-
bit.

S CH Q.
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61. In hac Propofitione continetur univerfa methodus re-
folvendi Problemata, quibus curva defideratur in qua valor for-
mule cujufdam indeterminatz ut /Z4x fit maximus vel mini-
mus. Sempet enim concipitur portio curva infinite parva, uti
mno, aliquantillum' variari in m,o0, atque tum quaritur dif.
ferentia valorum quos: formula 'z 4%, cum pro curva vera
amnoz, tum pre fita amroz, fortrtur eaque differentia
nihilo zqualis pofita dat naturam curva quafite. Mutatio au-
tem ifta in loco indefinito fieri debet, ut ad totam curvam per-
tineat, atque ad fingula loca pateat. Poteft autem ifta muta-
tio utcunque inftitui , dummodo fit infinite parva, arque vel ad
duo vel plura curva elementa extendi; femper enim cadem re-
fultare debet xquatio finalis. Interim tamen calculi commodi-
tas poftulat, ut mutatio' in tam paucis elementis infticuatur ,
quz fufficiat ad folutionem abfolvendam.- Ita fi, inter omnes
omnino curvas eidem abicifl refpotidentes, ea determinari de-
beat, in qua fit /Zdx maximum vel minimum ; wm fufficiet
bina tantum curva elementa mutata concipere. At fi non in-
ter omnes curvas, fed eas tantum qua unam plurefve expref-
fiones communes habeant, ea definiri debeat in qua quapiam-
quantitas fit maxima vel minima; tum mutationem non quam-
cunque my o accipere’ licet’, fed'talem ftatui oportet, ut ille
proprictates omnibus curvis communes conferventur. His igi-
tur cafibus , duo elementa non' fufficient , fed plura accipi de~
bebunt, ut omnibus conditionibus fatisfieri queat.-

DeErINITIO V.
62. Valor Differentialis date maximi minimive formulz ref-

pondens eft differentia inter valores, quos hzc formula, cum

in ipfa curva quafita, tum in eadem infinite parum immutata,
obtinct. _,

. D 32 CO-;-‘
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63. In curva igitur, pro qua data formula, puta /Zdx,
maximum minimumve efle debet, hujus formule valor differen-
tialis refpondens” evanefcet.  Atque hanc ob rem fi valor diffe-
rentialis nihilo ®qualis ponatur; habebitur zquatio, qua curva
quafita natura exprimetur.

CororvrrL IL

64. Exinvento igitur valere differentiali, qui propofitz maximi
minimive formule refpondeat, ftatim habebitur xquatio ex-
primens naturam ejus curva , in qua formula illa propofita ma-
ximum minimumve habcat valorem.

"CorovrrL IIL

65. Totum igitur ncgotium ad curvas inveniendas, que
maximi minimive proprietatc gaudeant, eo eft redutum, ut
pro quaque maximi minimive formula ejus conveniens valor dife
ferentialis inveftigetur.

S CH 0 LI 0 N

66. Cum igitur in genere tradita fit idea non folum natu-
re queftionum, quibus curvee maximi minimive proprictate pre-
dite queruntur, fed etiam methodi, qua ad eas refolvendas uti
oporteat , ad ipfam tractationem progrediemur.  Ac primo qui-
dem Methodum abfolutam, qua curve quaruntur que inter
omnes omnino curvas ad eandem abfciffam relatas maximi mi-
nimive proprietate quapiam fint pradite, trademus. Deinde
pergemus ad Methodumn maximorum ac minimorum relativam,
ad quam tales pertinent quaftiones, quze non intcr omnes cur-
vas date abfciffe refpondentes, fed eas tantum qua data qua-
dam communi proprietate una pluribufve gaudent, cam determina-
ri jubent, cui maximi minimive prerogativa quapiam conves

nat.
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niat. In has autem trattationes natura formule /'Z4x, que
maximum minimumve effe debet, ingens difcrimen infert pro-
ut Z fuerit functio vel determinata vel indeterminata; quemad-
modum jam obfervavimus.

CAPUT IL

De Methodo maximorum ac minimorum adlineas cyr-
Vas inveniendas 4éfolum.

ProrositiIo . PROBLEMA.

1. S I in curva quacnngue amz una applicata guevis Nn an-

geatur particula infinite parva nv; invenire incrementa vel
decrementa , qua fingule quantitates determinate ad carvam pertinentes
binc accipient.

SOLUTIoO,

Quantitates determinate ad curvam propofitam pertinentes
funt, praeter abfciffam % , qur non afficitur, he Vs P>y 7y S,
&c. cum f{uis derivaris valoribus, quos in locis vel fequentibus
vel antecedentibus fortiuntur. Quod {i nunc ponamus AM - =«
& Mm==y, erit Nn=4', hujufque valor per translationcm
puncti n in v augebitur particula nv, relique autem applicate
Y5975y, &c. pariter ac precedentes y,, ¥, 9., ¥ &
non afficientur.  Cum igitur fola applicata y crefcat particula n v
ex Cap. prac. §.§. 51 & feqq. colligetur quantum incrementum
relique quantitates omnes capiant ex incremento folius applica-
te y'.  Omnes fcilicet quantitates , quarum valor pendet ab Y,
mutationem fubibunt, relique vero, qua ab ¥ non pendent,

!
manebunt invariate. Ira cum fic p =—> ——2 hxc quantitas p

v /
. : ny e teae
crefcet particula T At cum fit pl == 5> haxc quantitas

p de-

{
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