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SOLVTIONE PROBLEMATVM

DIOPHANTAEORVid. PER  NVMERO}
YT INTEGROS. .
. AVCTORE.
Lesiria,  Eulero.

W Voties In  problematis Diophantaeis f{oluendis
o peruenitur- ad. formulam, in - quaplus vna inde-
M e riminata- 0B ineft ; maxime requirantur numeri
integri, - qui loco indeterminatae pofiti quaefito fatis-
ficiant., Hoc vero quando fieri non poteft, numeris
fra@is dcquiefcere oportet. Obfervatum aurem eft, fi

in illa formula indetermipatze maxXima dimenfio fuerit
_gquadratunt et ipfa formula debeat effe numerus quadra-

s, plerumaue infinitos numeros integros problema fol-
were, qui’ inter {e certa lege cohaereant, &t feriem
guandam conflituant. Sed fi formula vel debeat efle
cubns aliane altior potentia, vel fi indeterminata plures
duabus habeat dimenfiones, plus effici pon poteft, quam
vt faltem numeri fraGi eruantur, '

6. 2. Im autem hniusmodi problematum omnin
fatio eft comparata, ve voum numerum fatisfacientern
dininatione. inueniri oporteat, ex quo deinceps infiniti
alii reperiri queant. INeque enimr ad primuyn detegen~
dum regmla poteft tradi, cum eafu pofint occurrere,
/ qui
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146 PROBLEM ATRHM ) DIOPHANTAEORV M.

qui omnino nullam folutionem ‘admittust, cuinsmodi
eft,"g'x * ~l-2; quae formula munquam fieri poteft qua-
dm[um Qmmo‘m em in fequentibus fcmpcl ponemus,
vaicin’ tintum ‘cafim effe co‘%tncurh giro conditioni
preblematis fatisfiat, atque regulam dabimus, qua ex
illo innumerabiles r1111 611(:1 Pofﬁnt

[
»

§. 3. Propofita 1g1tur fit 11‘16(1 formula ax® -
bx-1-¢, quae debeat eflenumerus quadratus.  Sintque
@b et ¢ numeri integri, et requirantir quoque nume-
ri inwegri loco x fubfliruendi. Datus autem fit numes
sus..z, quirloco x pofitus reddat formulam ayp—s
bx——¢ qu'tdratum +Erit ergo an®—-bn—¢ -nime-
fus guadrats, cuius-wadix fit 7z, . Jam ad alivm nume-
rum fatistacientem «€x loc -dato 2 inueniendum, pone
enm efle o7 48 9V (an?—~-bn—-r), huncque
valorem loco v fubflitutum:. reddere 2a2 - bx v

quadratum , cuins radix fit. 0'n el W(an? —-bn

—fsp ). »Perfpicium .enims-eft~illum numerum loco .
fubftituendum fore rationalem ob - «n? 41 -+ qua-
dratum ,.numeros autem integros hoc modo reperiri
.{i modo fit » numerus mteger, moX apparebit.

CLr, ""1';
fam

4§ 4. Subﬁ1tuatur '.lgltl.lr s i vV (an 2-1~-

bun--¢) loco x in gx2+éva‘—1—a;, hocque facto pro-
dibit: - -
ac’n?-+2aoa E’fz+a€2 —}-zrzqum"}
ﬂz 2n? ~-d by 2 ntacny 2A-2aby |
'}/ | —{—ba;\g +5g '1”[’};} Lv{ r:.f,zh}—ﬁﬂ—%—f)
TR WP .3
Sed

T
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‘Sed quia huius radicem -quadricern ponimus e -tg
ALV {au2-4-bn--c), erit hinc etism ex? —-bx
—~¢ aequalis fequent] qua;zimti.
B2 p2f—2fen—j-% -2 'ﬂ% Sl mard :
@l?n? b2 n—t-cft -2 £l Vian® —-bn—i-c).
His .duabus formis inter {e aequatis, habebuntur fequen«
‘tes aequationes. ' |
A2 A-aP 28 2 -al? nqol--abry S -bo= 2 e 502,
@8- a ey - b8 b ==e® -0 (P, 2aay =204
2 a8y by =2¢l.
Ex quibus elicitur 8 =2 et o= 25 ¢ wilor
ipfins -8 in ‘prima aegquatione fubfitutns dat, @242 54—
ary2l® —ua® o444, quae in duas refoluitur 47 —
a?, et {2 =gy Haram antem pofterior, nifi fit ¢
guadratum, docum habere mequit. ‘Habébimns ergo ¢—e,
et fecunda aequatio factis fubftitutionibus hisce-fimiliter
“in has refoluetur 22 ==a?, et § = 6*%;1’, quarum
iterum pofterior tantum Jocum habet. His inuentis ter=
tia tandem acquatio <dabit a=V (@y? —+~1): invenir
igitur debet walor pro «y, quo @421 fiat quadratum.
§. 5. Sit p ifte numerus, qui loco <« fubftitutn®
reddat #7? —-1 quadratum, st huiusradix ponstur g3
Blg—1)

itg vt it g= ¥ (ap>~-1 )y et u=g,y=p,8 =24
S=ap,e==% et {—¢. Ex his .colligitur fequens
"Theorema:

Si ax®A-bx-r eft quadratum cafu guo x—nerit
qlogue quadratum cafi, quo x—gn—- L2 4 p
V(an®~-bn-t-c); ciusque quadrati vadix-erit api
=2 gV (an® -bu-t2)

- Tem. V1. Z 51
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178 DE SOLVTIONE

Si ergo’ modo &p per 2 dinidi poteft, radix qmdra-ti
erit mumerus knteger, et propterea quoque valor ipfius &
erit. integer, fen bg—b dimidi poterit per 24 |

6. 6. Quemadmodum mutem ex 7 valore ipfius &
dato “inuentus eft alius qn-{—”—%—'g—? “-pm pofito m loco
VY (an® <4 bn~-r); ita hac quantitate (AnQuarmL tra-

&ata, quo caf loco 7 fumi debebit aps—t ¥ ot-gm,
Tor, qui loco a fubftitutus quac-

Gro fatisfacit, fcilicet hic: 2&p®n—+ bp? —-2pgm,
v ’ o -7
quadrati vero hinc orti radix etit 2apg--bpg—t-2ap?m.
s ' e ] ) - m
Confideretur iam flla quantitas vt # et haec vt ha—
bebitur quartus valor ipfius x {atisfaciens hic:
qaptqu--2bp*q--4apin
S i Tat kYA

Ft radix q_uadiati’ réfpondentis efit,
@ pIn 2 bt - 4apt
gapa—-3F - gm
N Valores ipfins a fatisficientes, Vi Cum ya~
;mbus. quadratorum refpondentium. €rge ita & habebunt:
we fequitur ¢

¥ alo~
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Valores ipfius #
1. n
1L qn—%—pm-{ll—%—%
11l 24'%2-—}—2])47?1—&—@%:*9
. "
1V. 443 n-+apq°m %—f:ﬂ:l}
—ggn—pm o
V.Sq”f;z+8pqgfiz+‘i5’i:-fi:9

~8yPh—apgm
—4—n
~ete. etc.

Huius progreffionis hace

eft lex.
term. quicongue A
hunc fequens

Hae igitur progrefliones,
bore continuantur.

§. 8. Perfpicitur eX
Oum. terminos €
dratiin ntegrum; 2
numeros integros
qutem ipfins & va
—1) diuidi poterit per ‘2

(iltem -alterni dipfius w val

pam gg—=% i.€. 4p
£ Guidem, vt ponimus
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Valores V (ax-bx--¢)
"

apn-+-gum—+53

2apgn—i-24"m-6pg

— ‘

sapgPn—t-4qSm—t-2dpg®

—apn—3qm—4¢

8 apg3n-t-8gtm-t-abpg?

| —4qapgn—8q>m—25pq

-1
etc.
Huius progreffionis hace
eft lex.
g
F
2¢¥—-E

quousque  Libuerit ‘exiguo Tz

his formis alternos admini-
ficere gx 2 —-bx——¢ numernm gua=
tque Omiia ‘Omnino quadrata fierd
fi ferit bp mumeros par.  ‘Omues
lores erunt numeri integri, 1 7(¢
a; fin vero hoc non “fuerit,
ores ‘erunt murneri integri,
2 {empper dinidi poterit per 4,
p et g fint numeri integri. Prae-

TEIER

A 2
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PROBLEM ATV M DIOPHANT AEORV M. *8x

" §. 11. Si ¢ eft quadratum, nempe —44 5 flacim:
apparet cafis, quo &% % —~-bx—-4%eft. quadratum, is
emim: eft i w—0. Ponamus ergo n=y,.eritque m=4,
et valores ipfius & fatisficientes confhiruent” hanc {e-
fem: o, dp—l—é%q?—),zdpgq-—b-(—’f:—”_‘—’ _______ -
A,B,2¢4B~A - E’iﬁ_:_'_? Quadratorum antem, quae
hinc generantur,. radices. exunt:. 4,4 q,—l—_%q Ld{24%—1).
by - e E,F,2gF~E. Hanm fe«
rierum Jex,, vt et: priorum: (§. 7. ) perfpicua eft, funt
enim omnes recurrentes, feu quiuis terminus ex, duabus
praecedentibus. eft. compofitus..

§: 12.. SI b=0 et &= r,. vt habeatur haec for-
ma qr*—-r, ad quam, vt ex. praecedentibus ap--
paret, generalis' 2% ~-5x ~- ¢ maximam: partem' re--
ducitur.. Huius, ergo: valores- ipfins: & respondentes’ in:
liac ferie progrediuntur:. 0,p,2p7,404%p, == ~ - -
A,B,29B~ A, Radices. vero' quadratorum. producto-
rum: erunt-fequentes 5 1,4, 24 2~r, 443 —54, ~ - = - =
fit. quadratuomy: conftat, huinsmedi: nameri: infiniti habe-
BE,F,2gF—E.. Si ergo- vnicus: cafiis p, quo ap? 1
fit. quadratuny conflat,, huiusmodi. numeri infiniti habe--
buntur. qui’ in: tractatione  generalis formulae g2 —j~
bx~-¢'loco p et ¢ collocari poffimnt..

§.. 132 Quor autenn haec: methodus: ad’ quosuis ca--
fis- poffit: accommodari’,, vidéamus: primo,. guos’ nume--
ros- pro- quoiibet- ipfius: 2/ valore: literis. p et g tribui:
oporteat.. Debet.auten pr talis-effe numerus-qui'ap 24 g
seddatr quadratum,, hindusque: radix: exit. o, Pérfpromm:

Z 3 quideny




188 DE SOLVTIONE

qnidem eft, fi vnicus pro p habeatur valor idoneus,

fimul quogue infinitos haberi: attamen hic vnicum dun-
taxat eumque minimwn praeter 4 adhiberi conuenit.
Nam -reliqni fequertes, qui funt 2 pq,4p4"— P, ctc.
folutionmun numerwn non mulaplicant, cum valores tan—
wm fequentes ipfins & in §. 7. praebeant. ~ Minimous
autem dpfius p valor dabit omnes DUMEr0s ipfins x3
fapisfacientes , quod -majores non faciunt.

§. 4. Inteliigatur igitur, quod fi faerit a— £? — I
minimum ipfins p vilorem fore 1, ipfinsque ¢,¢. De-
inde 4 fierit g——e® -1, tum effe p——2e, €t g
—op?A4-p Atque f fit a==e %2, erit p—e,
gt g=e? L 1. Huinsmodi cafiis infinjti alii poffunt
definir , -quornm ingens OUmMErHS hoc -contiretur theo-
romure: B fit g—n?e?—-aaePT!, et p—e, et
g—aeP* 1 obl pro o efiam mumeri fradt ac-
cipt poffunt, dummodo illi per e?—* -muiltiphicati in
integros transmutentur,  Simili modo etiam i fit 2=
(ae?4-Bet)? H4-2a gh—1 o Beb— 1, erit p=e, ef
g—=ne ¥ it 1, Atque etiam fi it @==
1422 pePt, et p=ke, o g=4ak®
ﬁb-,p-l i 1, ’

§. 15. Quoties igitur # eft numerus, qui in iftis
formulis contineatur , flatim -apparct valor ipfius ¢
et g. At fi ¢ huiusmodi fuerit pumerus, qui nullo
modo ad illas formulas poteft reduci, pecniiaris ad
inuenienda p et ¢ adhibenda eft methodus, .qua -olim
iam wfi funt Pellius et Fermatius. Haccque metho-
dus et vniverfdlis, et aeque fuccedir, quemcunque nu-

mernm denofet 2. Practerea etiym ideo hic potilfi-
gislilid
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. eft commendanda, quod minimum. ipfius p Vi~
forern, qui hoc loco requiritur, exhibeat.

5. 1g. Methodus haec extat deftripta in operi-
bus ## allifii, et Hanc ob rem: cand hic fofius non €X-
pono. Operandi tamen moduni jn vpico exeémplo 08~
tendiffe juuabit, cnivs infpedtio- ad quaeque alin {oluen-~
da perducet. Oporteat nimirum determinari minimum
jpfius p valorem, quo 3Ip*—~I fit quadratum. Ad
hoc efficiendum. fequens inftituitur calculus.

V( 33p?—-1)=¢. Exrgog>>5p , ponatur itaque g=—5p-+2
6p2-+1=r104p-+a*, p:ﬂ—ﬂ(—%‘—“g‘:é)‘, p—a-i-b
g 2ab-607-4-1, 4= bVBIBES ) pombe
3b*—=8br—-562—1 5 b:iﬁ—‘f—”—{f—li'"-ﬂ,. h—gc—+d

. : o pdeV(Fd%g
sr?—100d-4-5d* I, L co—5d--€

. . — ‘%1 et ,
342‘:-[-0#3-—1-'26’2—1': - m?;:“"@r d—-ge-+f
T 2 o G f A=V 3R ) e '
e gf i1, eI s emmEfg

frzrejr-58t 1, f=6g+V (318 1)
Tamdiu fcilicet hae operationes contmuantur’,. quoad
in media columna perneniatuar ad V(31g% 1) eius-
dem formae, quam Habuit propofita V(grpia-1).
Perfpicoum iam eft fi ponatuy g==o fore’ f=—1. Hine~
aque retrogrediendo  habebitur = e— e, d—=7,6=37,
b=—118,8—=155,p=273, atque’ 4=1520.

§. 17. Quo autem nom tanto opus fit Iabore ad.
valores. ipfarum et ¢ inueniendos. pro- dater IUMEIC 4,
{equentem tabulam, annexere viforoy eft,. i qua pro fingu—
lis. valoribus. ipfius. ¢ exhibentur: minimi mrmeri, qui.
foco pr fubftituti reddant: ¢p® - & quadratum..

o




e b g 4. L 9q-
2. 2. 9. |a97. 12, 3
3 1. 2. [58. - 8. 37
5. 4 9. 139 4es ‘2%
6. 2, 5. 14.0¢ 3. g
. 3 8. 141, 520, 204.9
8. 1. 3. ]42. 2, 13

X0, 4. 19, '[43. 531, 5482

XTI, 5 10, |44 30. 199

Iz. ‘2, 7. |45. 2. _ X633

13. I80. 649. |46, 3588, 2433%

P 4. 5. 147, : -, 4.8

s X, 4o [48. x, i

x9. 8.  33. |50 34 99

18, 4.  I7.51%. 7. 5@

I10. 49. 170, {52, 9G, 64.9

20, 2. 0. 53 9ICO, 66249

21, Ia. 55. |54. 66, 483

22, 42. I97.[55. Iz, 8o

23. 5. 24. |56. 2, 15

2 4. I. 5.5 20, I5%

26, 10. 5I. |58, 2574.. 10603

27, 5. 26. {359, 69. 530

o8, 24. I29. ‘60, A 1%

29. 1820. 980r. |61. 226153980, 1766319049

30, 2, II. |Ge, 8. 63

3I. 2473. 1520, |63, 1. 8

32. 3. 1. |65, I6. 1290

a3, 4. 23. |66, 3. 65

a4. 6. 35. |67 596%7. 48642

35 1. 6. 168. 4. 29
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§. r8. Hic flatim occwrit modus perfacilis extra~
hendi quam proxime radicem quadratam ex bpumero
quocungue non quqdlato 2. Quia enim eft ap?~tr

—g* erit 'l/a._ﬂ-——-—-i, O e, fi 4 fit numerns valde

magnus, erit ch:; quam proxime. Sed loco p
poffimt poni finguli termini fereio,p,2pq,4pq°—p,
e em=A,B, 2 qB —A, et loco g finguli termini re-

{pondentes fericiahums I,4,24%-1,4¢%-34~~-~~

E,F,24F—~E (§ 12.). Sit buius feriei terminus in-

dicis i==Q, et illius terminus, cuius index etiam 7 eft
—P, erit V&,’:% Quia VEro, quo magjs continy-
antur hae feries, maiores quoque fiunt termini Q; €o
propior reperietur ¥ @ fomendis terminis ferierum 2

primo longius diftantibus.  Sit exempli gratia z=—¢,

erit p——= et g—35, feriesque fibi innicem fubferiban-

tur vt fequitur, pofteriore loco fuperiore pofita:

158,49,485,4801,47528,470449,4676065%, ete. Sumti
0, 2,20,108,1960,19402,1 920060, 1501198, etc. W HINLS

igitur vitimis terminis, erit $3i6255 ita propinqum
radici quadratac ex 6, vt plus eam non excedat, quam

hac fractione r5oosme.  Simili modo patet ra~

dicem quadratam ex 61 fore proxime aequalem

17655189%2. Quae quidem radix vera aliquantulum

maior eft, fed exceffus eft minor quam

I
2(22615 3960,2v61.

§. 19. Quaerantur omnes numeri triangulares, qui -

fint fimul quadrati; debebit 5 effe quadratum. Qua-
dratum igitur quoque erit 2 x2 + 2%, €xX quo fit, col-
latione cum formula gx2 +bx+d2 (§.311.) m{htuta
ga=2,b=2,d—¢. Sed quia eft =2, erit ex ta~
Tom. V1. Aa bula
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bula fuperiore p=2 et g=—g. Vnde loco & fubftitui de+ -
bebunt {equentes valores o, r, 8, 49, 288, r681,
9800, elc. quo mz'j_”x fiat quadratum. Quadratorum
autem hinc ortorum radices tenebunt hanc feriem, 05
I, G; 35, 204, T189; 6930, etc. Vel quadrata, quo-
.1um radices continentur in hae ferie, erunt numert triane
gulares. -Seriei quidem huius pofteriosis termini fiunt:
duplo maiores, fi. formentur ex ferte generali 4, 4§
-8, d(2¢q?—1) - bpg etc. fed quia hi termini funt
radices €x 2x° -2, debebunt, dinidi- per 2., que

habeantur radices-ex 5

§. 20. Numeri polygonales / Iiterum exprimuns
tur hac formula. generali G2 l—ad® iy qm & dew
notat radicem' mmmeri polygonalis. Quo ergo buius-
modi numerus polygonalis fit quadratum ; oportet 2(1—2)
@ —a(l=4)x efle quadratum. | Statim autem vius ca~
fus apparet,  quo. quaefitp fatisfit,. fcilicet f x=o; fit
enim ipfa formula —o. Quamebrem habebimus #=—0
et m—0, et.formula cum generali %2 —~-5x —- ¢ corn-
parata. prodit @ = 2 (/—2) et b=—2(l—4), atque
¢—o. Fiatigitur o(l—2)p® - 1=g2, erunt Ipfius
valores, quibus 2(/—2)x?—2(/—4)x feu huins pars

I ey |- : .
quarta 2 402 § e. ipfe nnmerns polygonalis fit.
—{l—g) m{leg)

quadrazum , fequentes, o, ) ( )g-—- T), Trh(gP- 1)
cmmmee e AL B2 gB-A- (g—1 ). Qui qu-

dem numeri omnes,. fi /S 4,. funt negatini . attamen afe
frmatiui babebuntur valores ipfius_x:fumto ¢ negativo,
tum enim  alterni termdni ervnt affiymativi.  Deinde
- etlam
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etiam fi inventys fit numerus negatiuus pro &, qui fit
—k, poterit numerus affirmatinus dari, qui eundem
‘numcrum _Polygomlem producat, erit nempe ¥==k~i-

= *, fed nifi fit b % pumerus integer, hi numeri afs
firmatini finne fracti, quos hic excludimus. Hanc ob
rem alternis tepminis ﬁlpcuons ferici pofito —g loco
4 contenti cfe debemus. Radices vero quadratorum
2(l—2)a®—2(l—4)x his cafibus refiltantivm:, tene-
bunt hanc progre{fionem., 0, {/— 4.)]), 2([—-4)1)4,5;-;
-=~-=B,F,2qF-B.
.. § a1, Quo autern nop alii numeri, mﬁ afﬁuna—
- et integri reperiantur, aliom cafium, quo, 2(/—2)
22 —2(]—4)x fit qnadratum, erui oportet, qui erit,
ﬁ x=z ; prodibit enim-4. Hanc.ob.sem ponatur 7#-—1
et m—2, quo, fhc”co habebymtir peo & valores fequen—

tes: 1,9+ 2P (4 1), 24° '—1“1‘4476"‘ =3
{g? ——I) m—ima A BoogB—-A- 1_4)(4—1) Ra~
-gices aiitem quadratie ex ” 23 "{1-4") “progredientur
in hac ferie, 1,2 44, Z__pq—-i—zq--ﬂx y e ————-
E,F,2¢F—E. Quo autem omnes ipfius x va-
‘,ones ﬁnt nurneri integri, non quidem loco ¢ mnini-

mum  valorem, fed ewm, qui reddat gzafg) ( q-——z)
aumerpm integium feligi conuenit, id quod femper
fieri poterit. V& fi quaerantur numeri pentagonales
quadrati,. erit /=35, ct. a==6,. atque.4 erit nume-
rus ex hac ferie 1, 5, 49, etc. et ipfius p mlmes

—4.)

refpondentes erunt 0,2, 20, etc. Quo 1gitur 2(1 5
(g—t)=1(g—1) ﬁt uumelus integer, fumi de-
et g— 49, et p=—20. Radices ergo numerorum pen-
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tagonalium, qui funt quadrati, epunt, 1, 81, Y92x,
mwnw==A,B, 98 B~A—16, qui numeri etiam in-
fapexiore ferie (§. 20.) continentur, fi accipiatur g—=
—5, ermt enim termini alterni affirmmatini.  Horum
gutem numerorum pentagonalinm radices. quadratae erunt
¥,99,9701,~~~--E,F, 98 F—E.

§. 22. Quiaeft 2(/~2)p* 4 r=¢*, manifefturr
et ex praecedentibus, fi fuerit 2/—4 quadratum, nul-
Ium numerum integrum loco p fubflitui pofle. Hanc
ob: rem vel omnes numeri polygonales erunt quadrati,
vel tantem: nonnulli.  Prius euenit, {i /="4.; nam omnes
mumeri tetragonales fimt fimul quadrati. Pofterius vero
fi fit 2/—4=—16 feu 36, feu 64 etc. his enim ca~
fibus. alii non erunt quadrati, nifi o et 1. Si 2/—4
— 16, erit — 1o, ideoque numeri polygonales erunt
decagonales, quorum: forma eft 4x%— g ».. Nullusque
numerus. decagonalis eff quadratus praster ¢ et = im
integris. :
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