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cillationum per PAN.  Quare fi in vtroque lapf
graue ad N vsque perueniat afcendendo, erit tMA
—+ tAN=—27PA-+2tAN. Coufequenter tMA—rAN
—o7PA. Differentia ergo temporum descenfium
per arcus MA et NA aequatur duplo tempori des-
cenfus per verticalem AP.

CURVA TAUTOCHRONA IN
FLUIDO RESISTENTIAM FACIENTE
SECUNDUM QUADRATA CE-
LERITATUM.

Auct. Leonb. Eulero.
5. 1.

/ —_—

oftquam Hugenius primum inueniflet cycloi- m, ogobr,
dem effe curuam Tautochronam in vacuo et 729
Hypothefi grauitatis vniformis 3 Neutonus g v,
atque Hermannus dederunt quogne Tauto- ,
chronas pro hypothefi grauitatis difformiter agen-
tis et tendentis ad punétum quodcunque fixum tan-
quam centrum. ~ Pofuerunt autem motum fieri in
vacuo, neque vllam pati refiftentiam. Quod vero
4d media refiftentia attinet , NewZonus etiam de-
monftrauit cycloidem efle tautochronam in medio
In celeritatum ratione refiftente; ad alia autem re-
fiftentia media neque ipfe neque quisquam alius eft
progreflus, vt, quae curmae in iis tautochronis-
mum producant, oftenderent,

J ) 8. 2.




68 CURVA TAUTOCHRONA

§. 2. Non quidem eft difficile in medio quo-
cunque refiftente inueniré curuail, fuper qui graue
codem modo defcendat, quo fuper data curud in
vacuo. Id, cum intellexiffem eas quaefiui in qua-
cunque refifientiae hypothefi curuas, fuper quibus
graue aequaliter defcendat ac fuper cycloide in va-
cuo, quae mihicuruae tum tautochronae in mediis
his refiftentibus effe videbantur, eo quod corporis
fuper iis defcenfus aequalis effet defcenfui corporis

f{aper Tautochrond curna in vacuo. Atque hane ip-

fam proprietatem eae habent curuaé, quas in Actis
Lipf. Ao. 1726. dedi, et corpora fuper quique ed-
rum in medio, ad quod ea pertinet, refiftente col-
iocata codem defcendunt modo, quo fuper cycloide
in vacuo; quamobrem eas etiam Tautochronarum
nomine appellaui.

§. 3. Rem vero hanc poftea accaratius per-
pendens, eam-ita habere deprehendiy vt tota cur-
2 in medio refiftente percurrends ab initic defcen-
fus fuper curna in vacuo percurrenda aflumto pen-

‘dear. Quare {1 in curua data alind ponatur defcen-

fis initinm ipfa curua datae in medio refiftente fimi-
tem defcenfim producens alia erit. Ex quo intelli-

.gitur etiam fi habeatur curua, fuper qua corpus in

medio refiftente aequalem habeat defcenfum, ac fu-
per cycloide in vacuo; initio defcenfus videlicet

.dato ; tamen hanc nondum eam liabere proprieta-

tem» vt grane ubicunque defcenfum inchoauerit eo-
dem tempore ad punGum infimum perueniat, ete~
- : nim
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nim defcenfus non cum defcenfi in cycloide congru-
et, nifi is ex dato pun&to incipiatur.

§. 4 Idem attendenti aberius palam fiet, fi
infpiciat aequationes ibi datas, et modum, quo
erntae fuerunt. Deprehendet enim in iis adhuc li-
teram, quae conftantis {peciem prae {e fert; quae
yero re ipfa ac initio defcenfus pendet. Id ergo fi
aliter voluerit afflumere €a apparens conftans alia
erit et idcirco curua quafi alium parametrum acqui-
ret, et a priori diverfa euyadet.” Hoc incommo-
dum non din poft ipfe animaduerti , et praeterea
Celeb. Hermannus in differtatione de motibus vari-
atis Adis Anni 1727 inferta, inqua oftendit, cur-
uas, quae ex eodem principio, quo ipfe nfus {umy
inueniantur, quaeque tautochronae effe videantur,
hujusmodi tamen non effe, tam ob rationes a me
guoque perfpectas hicque expofitas, tum tempus
defcenfus ipfum inueftigauit, idque conftans non ¢s-
{e pro variis defcenfus initiis reperit.

§. 5. Nolo igitur, quanquam eas ipfe princi=
pio in tautochronarim numMero habui, aliud judi-
cium de iis ferri, nifi quod pro quolibet medio re=-
fiftente aequatio ibi data ob conftanterm memora-
tam varizbilem ponendam totam exhibeat famniliam
curuarum, fuper quibus grauia eX debito cuique
pun@o defcenfum incipientia aequali tempore ad
pun@um infimum perueniant, idque eodem modo,
quo in vacuo fuper cycloide. Cum igitur cogno=
niffen curuas has ad tzutochronjsmum producen-
dum non effe aptas , ftatim non folum ego verum

13 ‘ etiam
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etiam alii, cum quibus communicaueram in id in-
cubuimus, vt veras tautochronas in medio quocun-
que refiftente inueniremus. - Poftquam igitur rem
multis modis tentaffem, poritus fium tandem tau-
tochrona, {ed in vnica tantum refiftentiae hypo-
thefi juxta velocitatis quadrata, quam in hac dis-
fertatione exponere conftitui.

§. 6. Cum nuper nouam quandam detexise
fem methodum, qud a priori nonfolum cyclgidem,
fed infuper infinitas adhuc alias inueni curuas tanro="
chronas in vacuo , ed quoque ad tautochronas in
mediis refiftentibus inneniendas vti inftitniy, metho-
di vainerfalitate fretus, fi quae fint tanrochronae in
mediis refiftentibus, eas ope hujus methodi inueniri
debere. Quantum autem adhuc hac in re efficere
potui, prorfus mihi necefle effe vifum eft, vt velo-
<itas corporis fiper curna quacunque in eo refiftenti
: medio, pro quo tautochrona defideratur, defcen-

7 . dentis vel afcendentis in punéo quocunque poflit
\_/- " exprimi, non quidem algebraice, fed transcenden-
ter quomodocunque.. Id vero cum nonnifi in va-
cuo, et in medio refiftentiam in ratione duplicaty -
celeritatum faciente praeftare in poteftate it, tau-
tochronam faltem in fluidis, quia haec in ratione
duplicata celetitatum refiftere putantur, hic inue-
nire docebo. '

§. 7. Volui primum problema ita inftituere,
vt nuper eandem quaeftionem in vacuo tradaui, vty
quemadmodum ibi faGum eft, data curua quacun-
que inuenirem aliam, quae cum ea conjuna tanto-
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¢hronismum ofcillationibus inducat. Verum iftam
quaeftionem nondum enodare licuit, cum plane
diffimilis fit ejus quae ad vacuum fpe&at. Nam ad
rem eodem modo, quo in vacuo feci, expedien-
dam opus eft, vt in duabus curnis data et quaefita
duo femper punéta dari queant, in quibus corpo-

ris ofcillantis celeritates {int aequales, 2tque vt co~

rum determinatio non ab ipfa velocitate pendeat;
{ed quibus in puné&is vna ofcillatione celeritates ac-
quales fuerunt, ibidem in aliis ofcillationibus fint
aequales. Id vero cum in fluido fieri nequeat, con-

 tentus hic ero eam determinaffe curnam, fuper qua
 corpus defcendens aequali {femper tempore ad pun-

&um infimum pertingat.
§, 8. Sit CMA curna quaefita 2d axem AP

verticalem relata. Hanc ejus effe oportet proprieta-
tem, vt corpus fuper eain filnido collocata defcen-
dens zequalibus temporibus ad pundtum infimum A
perueniat, vbicunque defcenfurmn adorfum fuerit. Fi-
at is ex E, perfpicuum eft, corpus defcendende a vi
grauitatis, quatenus ejus grauitas {pecifica major eft
illa, quam habet fluidumn, continuo accelerari, fi-
mul vero propter refitentiam fluidi continuo in ra-
tione duplicata celeritatum retardari, donec tan-
dem in A retineat certam celeritatem, quam ponam
in vacuo acquiri poffe lapfu ex altitudine 4.Vt cor-
Pus ex A hac celeritate rurfus in E vsque afcendere
poflit, oportet. grauitatis vim, quae ante promo-
uebat , aduverfam; refiffentiae vero vim, quae ante

aduerfz erat, nunc fecundam et promoucentem po-
ne-

Fig, 1,
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nere, quo fiet, vt hic afdenfus prorfus fimilis fit
defcenfni.  Quia magis juuat afcenfum confiderare,
hoc praemittere oportuit. ‘

§. 9. Afcenderc ergo ponatur corpus ¢x A
velocitate altitudinis 4, ita vt acceleretur inratio-
ne duplicata celeritatum, perueniet id rurfus ad E.
Sit hoc corpus cylinder altitudinis 2 {fecundum axis
directionem motus; etfi haec figura minus idonea fit
ad ofcillandum, tamen, quia calculus fit implicior,
facileque ad alias figuras transferri poteft, hanc fi-
guram retinere volui, Sit porro grauitas {pecifica
corporis ad eam fluidi vt m ad n. Peruenerit corpus
hoc modo afcendens ad M, vbi ejus celeritas fit tanta
quanta ex altitudine v in vacuo generatur. - Dicatar
arcus percurfus AM, s, et abfcifla AP, wx. Mo-
mento perueniant omnia in fitwm proximum cor-
pus nempe in m. Erit celeritas corporis in m geni~
tae ex altitudine v—-dv aequalis atque Mm=—ds et
Pp—dx. .
§, To. Quia corpus in fluide verfutur, non
toto fuo pondere defcendere conatur, fed exceffn
fui ipfius ponderis fuper pondus aequalis volurminis
Anidi. Vis ergo corpus follicitans eft ad verum ejus
pondus vt m—n ad m. Si igitur vis grauitatis dica-
tur g, erit vis huec follicitans —(m—n)g:m. Aflten-
dente corpore per elementum M, {i vis granitatis
ipfa g ageret foret dvz——dx, fi nimirum corpus in
vacno afcenderet.  Quia autem vis follicitans eft ad
vim grauitatis vt m—n ad m, erit effecius illins 2d
hujus effe@um ~dx vt m—n ad #  Quamobrem

: agen-
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agente vi hac follicitante, erit du——(m—n)dx:m fi-
gnum hic negatiuum obtinet, quia vis grauitatis
contraria ponitur motui corporis. Haec igitur ha-
beretur aequatio dv——(m—u)dx:n, €X qua motus
corporis determinari deberet, nifi acceleratio, quae
refiftentize fluidi aequalis eft, accederet..

§. 1z. Videamus nnnc, quanta {it refiftentia
fluidi in cylindrum velocitate alt. ¥ motum bafin fir-
am obuertentem. Vis haec aequalis eft vi, quam
fluidum eadem celeritate motum in cylindrum qui-
efcentem exereret; haec vero vis 2equatur ponderi
cylindri fluidi altitudinis @, et bafis aequalis ei, quam
habet ille cylinder ofcillans. Eft itaque pondus ejus
cylindri fluidi ad pondus hujus ve #v ad ma. Vis igitur
haec refiftentiae fe habet ad vim granitatis quoque -
vt nv ad ma. Corpore autem afcendente péxr M,
fi graviras acceleraret, et fecundum dire®ionem M
ageret, foret dv—ds. Vis ergo refiftentiae pro ea
ratione effeftum edens et accelerans corpus motum,
faciet vt it dv—nvds:ma ; {i autem retardarer, fo-

ret dv——nvdsma..

§. r2. Siigitur fola vis granitatis ageret re-
tardando motum corporis, tum eflet per 8. 10. do

——(m—n)dx:m, fin vero fola vis accelerans acqua-

lis vi refiftentize ageret, tum eflet per §. rx. do—
nods :ma.  Ex quibus colligitur, fi vtrague fimul
agat , tum efle do—nwds: ma—(m—n)dx :m ; fen
madv—+(m—mady—nvdi—o. Ex qua aequatione
motus corporis determinari debet.  Quia autem in
hac aequatione v vpicam habet dimenfionem , ea

Tom. 1V K in=
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integrari poteft, Reducatur ad hanc formam dv

—ILy

ods——{m—midz _ ma . e
e Multiplicetur ea per ¢™¢;denotat

werp ¢ numernm , cujas logarithmus hyperbolicus

—ns . —15 -

-1 e p _— Tn_izd
. i ne YT —(m—njc -
eft 1, habebitur ¢™do———75"—= = . Cu-

—if —8

jus integralis eft fequens ¢ p—=C - ey

—TLE
§. 13. Ponatur T=tfmedy—f, cum ejus inte-
grale ex curua cognita poilit haberi, vel faltem con~
Gpui. Itz autem, f-fieri poffer, integrari ponitary
vt ejus integrale fiat o, fi ponatur ¥—o, quo 3

determinatum valorem adipiscatur. Habemus ergo
. —ns

fequentem aequationem ¢™o==C—#.  Ceaftans
haec C ita deber accipi, vt; pofito ¥—o0, flat w—bhy
¢alis enim ponitur efle celeritas ‘corporisin punlto

A, fed pofito xzwo, erit et’s—0 et f=—o, vnde

gquia ¢®=1 , oritur C=5. Quamobrem inuenitur {e-
quens ad inftitutum noftrum prorfus accommodata -
_ W A
sequatic v==¢™% s—¢). Bt hinc quoque intelligitur,
vbi velocitas epanefcat, feu quousque corpus in cur-
na {it afcenfurum , ibi nimirum vbi eft v—=0 ; f{en
j—b. Celeritas vero ipfa corporis in M erit vt Vo
. ms
feu vi ¢ 2™V (h—¢,.

§. 14. Cum jam habeatur celeritas corporis M, erit
tem pasculam per arculurn Mm, guod eft vt j—,f,, {cu
fo-
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as

ittt

Ioco w {uperiore valore {ubftituto vt —= . Id
d Y (ent)

quod exprimit elementum temporis. Hujus erge
integrale ita debet effe comparatum, Vi, cd adjecta
conftante, quae ficit tempus ——o {i ponatur v vel £
vel s—o, vtingunam, {i fiat #—=b, quo in cafu inte-
grum obtinetur tempus afcenfus, tum & guae a- quan-
titate arcus defcripti pendet prorfus ex computo
abeat. Hoc vt fiat jam alibi demonitrani oportere,
vt tota exprefiio elementi temporis nullam habeat
dimenfionem. Quaeritur ergo qualis s funétio ipfi-
us ¢ effe debeat? Quia ad s exprimendum b in com-
putum ingredi non poteft, {ed folum ¢, perfpicunm
ds ’ .

eft fore ™ _—9¥¢ et fic elementum temporis erit

v:".mcz"_' vt
dive - . P .
soim- [Ergo longitudo penduli ifochroni in vacuo
eft ze. ' '

5. 13, Ex determinatione curnas, vt fiat tau-

. . ; ns '

tochrona , haec orta eft aequatio dr : ¢Ime—ds

Ve:Vt ex qua natura curunae determinari debet.
_ —ns

Aequatio ea integrata dat hanc C—Q—TTf‘L‘mszef;v‘ca

fato t—o, fiat s—o, necefle eft, vt fit C=47,

Propterea haec inuenitur aequatio pro .curta guae-
—Tl8

fita, Ze(r—c"™)=Vet, et {umendis quadratis haec
— ¥ .

Lt e ‘-2_\ . ) L [ [ N
WG g iMey2mgt,  Quae denuo differentiata dat
1547

K 2 =
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—hs ns L} —ns
f%;(x—c””)cﬁm“ds:edt feu mact ™ ds—mac ™ ds==neds.-
—us - =ns
. iy free T TG . e i L '
Ef Vero KR dz, ergo dr=ZH™dx.  Quo-
‘cirea eje@o £, habebitur aequatio inter 5 &f ¥, haec
—TL5 _p_—-_?_];i.‘ __-—_-_TE'
mmac ™ ds—mmac ™ ds==(m—nnec ™ dx. Quae mul-
ns ' ns
tiplicata per ¢™ abit in hanc mmac*™ds—mmads—=

{r—n)nedw. ,

§. 16. Aequatio differentialis inuenta eft ite-
ns

—

2me__

_ . . -
ram integrabilis; integrata vero dat, 2225

£

x o . )
mias—20 B (—nyex poftquam debita conftafis

k4 o
am a2 abiata eft. Quae magis accommodatur hoc

s
mo do g2me—_ns -1 ___{__(m—'—nlﬂng_a_c_—m2aas+:mg'aa+{m—n}nﬂe:e
— omg -

. 2m?'acz ' 2'm.gﬂl¢

Haec guidem aequatio fufficeret ad curnam conftru-
eudam ; fed commodior euadet liberata ab expo-
gentialibns, Hanc ob rem fumantur logarithmi,

eritque sop=l(m*nas—-am? aa—-(m—nmlex)=lamaa.

3 E3
m nads—4-{m—nh edx

Hinc differentiando acquiritur fag=— - - -
TGS 2 A=(T—N &3
et ex hac ordinando m2n2asds——(m—n)ndexds—=
2 (m—n)ymn*aedx. Quae dinifa per #u pracbet fequen-
) g tem aequationem finalem pro curua quaefita,
wm® asds—-(m—nnexds—=a(m—n)macdx.
§. 1. Siitaque curua AME eam habuerit pro-
prietatem, vt fit m* asds—-(m—n)nexds=—2(m—nynaeds
: | 2
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ea erit tautochrona hoc fenfun, vt corpus cylindri-
cum altirudinis # fuper ea defcendens eodem fem-
per tempore ad punétum infimum A perueniat, vbi=
cunyue defcenfum inceperit.  Si loco cylindri pla-
cuerit globum adhibere ejusdem granitatis fpecificae
et diametri 4, oportebit loco # in aequatione fcri-
bere %z, habebiturque 4_mzcz:dq’_j}-a(ﬁz—-n}nmd;;_3:
(m—nynaedx , pro motu globi, cujus diameter eft 2.
Si longitudo penduli ifochroni in vacuo ofcillanti
dicatur f, erit e=—=%tf; et hinc refultabit aequatio
8 m2asds— g {m—mnfxds—=8 (m—n)mafdx. Hanc aequa-
tionem jam ad quemuis cafum fpecialem accommao-
dare licet. '

§. 13, Ponamus denfitatem flnidi enanefcere,
quo motus corporis fiat in vacuoj erit, n—o. Hoc
igitur pofito aequationis terminus fecundus g(m—n}
nfxds euanefcit, et tunc pro tautochrona in vacuo
prodibit aequatio 8m*asds—=8(m—mmafdr. Quae,
cum fit n——o, diuifa per 8m%a reducitur ad sds—fdx.
Haec vero integrata eft ss——afx, aequatio ad cyclo-
idem, cujus circuli genitoris diameter eft §f.  Id
quod prorfiis congruit cum iis, quae de tautochro-
nismo cycloidis démoenftrata funt. Siergo aequatio
inuenta tautochronae in flnide ad vacuum reducitur,
litera @ diametrum globi oftiliantis denotans exit ex.
aequatione; et tautochrona in vacuo\proinde & ma-
gnitudine et figura corporis ofcillantis non pendet.
Sed in fluido ad tautochronam determinandam et
magnitudine et figura et gravitate {pecificd corporis
ofcillantis opus eft. \

K 3 §. 19,

\n
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§. 19. Curua, quam inuenimus, tautochro-
“na inferuit defcenfui corporis, fed ex ea tantochro=
na, quae ad afcenfum fpedat in codem fluido, inue-
)  niri poterit. Ponatur enim corpus in curua AME
afcendere celeritate iniciali, vt ante, ex altitudine
b genita; habebit id et vim graujtatis, et refiftenri~
am fluidi contrarias. Quamobrem, cum fupra pro
defcenfu haec inuenta it aequatio, madv——{(m—mn)
adx—nvds—o, vbivis refiftentine, vtirem ibi confi-
derani, erataccelerans; hocin cafu corporis afcen-
dentis fignum — preefixum termino nvds, qui vim
refiffentiae fluidi exponit, mutari debet in 4. Quo
faco habebitur aequatio madv4-(m—n)adx—-nvdi—o.
Ex qua afcenfus ejusdem corporis, gquod ante def-
cendere pofitum eft, detérminabitur.

§. 20. Perfpicuum eft hanc zequationem ex
fuperiore ad deften{fum {pectante derinari pofle, mo-
do in illa fiat 5 negativum. Quocirca, ad tauto-
chronam afcenfui inferuientem inueniéndam non eft
neceffarinm, vt eodem, quo pro defcenfn, pro-
grediar mode, fed tantum in aequatione pro tau-
‘tochrona defcenfus inuenta loco s poni poterjt —s.
Hoc enim ea rtransformabitur in tautechronam ad
-afcenfum accommodatam. Si ergo corpus afcen-
‘dens fuerit globus diametri #, ejus guauitas fpecifica
ad eam fluidi vt  ad #, habebitur pro tautochrona
fequens aequatio 8m2aids—g (am—n)nbxdi—8 (m—n)
mabdx. Vbiloco fpofui®, ne tempora afcenf{us et
defcenfus aequalia effe debere videantur.

§, nz,

;o
‘} 15.
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§. 1. Cum igitur curnam et defcendente cor-
pore et afcendente rautochronam inuenerim; eae i
in punéis infimis jungantur, repraefentabunt tanto-
chronam afcenfoi et defcenfui fimul inferuientem.
Sir AM tautochrona pro defcenfu, altera AN pro
ascenfu; manifeftum eft, fi corpus femper in curug
AM defcenfum incipiat, et vitra pundtum in curua
AN afcendat, tum ofcillationes has abfolutum irf
atqualibus temporibus, vbicungque initia defcenfus in
AM affamantur. Siigitur AP fuerit x et AM 5, erit
8 2asds— g (m—n)nfx ds—8(m—mymafdx , pro alters
curua AN vero, fi dicatur AQ—w, ef AMNz—#, erit
8 n2atdi—g(m—m)nbudt—8(m—nymabdy. Tempus ve-
ro ofcillationis vnius aequale eft dnabus dimidiis os-
cillationibus duorum pendulorum in vacuo, quorum
alterius longitudo eft f, alterius b, fen vniintegrae
oscillationi penduli cujus long. :—:—"%ﬂ-’*ﬁf
§. 2o. Sifiterit f—=b, erunt duae curgae AM;
AN partes ejusdem curnse continude: Id quodex eo
intelligi potéft, quod tum, {i loco a ponatur # et
loco 5, quiain alrera curna arcus fiunt negatiul, —7#,
aequatio illa ad defcenfim pertinens mutecur in hance
ascenfui inferuientem.  Curua ergo MA sb altera
parte continoatur in curug AN, et tota corun JAAN
banc habet propriecatemn vi globus diametst @, et
gruuitatis {pecificae m fuper ea in fluico gravitatis
foecificae » conflituta motum asqualibus femper
teraporibus oftillarivnis abfoluat.  Defcenfus verw
fieri debent in curua SEA, et afcenfus in AN, ni
forte eae curuae hanc infuper habeant proprieta-
Tty
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temy, vt et, fi defcenfus in NA et afcenfus in AM
fierent, oftillationes totze omnes vt ante effent tau-
t¢ochronae. ‘

§. =235. Aequatio exponentialis §. z6. in €0
folurn differt ab ea, quam §. 21. dedimus, quod ibi
fit # id quod hic eft #, ete, quodhic £f. Si ergo
in ¢a aequatione ponatur §« loco @y et zf loco &,

ans
habebitur 64miaac §ma_6 41115 a2 4 m*nas==9(m-—-n)
n%fx quae aequatic copuenit cum ed quae defcenfui
§. ox. infernire inuenta eft, 8m2alds—i-g(in—nnfxds
=8 (m—mymafdx. At alteri aequationi ad afcenfum

pertinenti 8m*atdi—3(m—n) nbudi=—38 (m—n)mabdu,
‘ a3t /

refpondet haec 64m3aac ™ —6 4m® aa-t-2 4m*nat=

o(m—nyy?hu. Hae aequationes exponentiales fuffici-

unt ad curuas conftruendas , quarum coordinatae
fint ¥ ets; atque # et 7, ex quibus deinceps ipfae
curuae tautochronae conftrui poterunt.

§. 4. Cum ¢ fit numerus cujus logarithmus

. ) . 3 g
hyperbolicus eft 1, erif e R N R
ans

4 - R e .
—2--et¢. Hanc ob rationem eft3™ feu ditto 22—k,

£
= 2 33 4 &
o —””'_I"'_E;%—%“ kss o ks o kRS___eie, adeoque
" a.el.ﬂ; % !t.2.3 a.$|.2.3.4-

— 3 . 3.2 %3 2

,:sllskﬁ-"- e e . »
';‘:’"ﬁ'—'.'f‘gfé'n Aequatio igitur fuperior exponentia-
@ 1.2.3.4

lis,

~



et

IN FLUIDO. o 81

lis quac ob Ik et inde 371:8&:9}2 , mutatur in

64_m3a¢u“ —6 43 aa—6 ghmdas=—=6 4. ( 1—3k) kP mifw s

ks .
{feu in aﬂc“_rm—-kaz.r:(x-—%k)k%fx , reducetur ad f{e-
quentem ex tcrminorum infinito numero conftan-~

m B Rt pre—(1 -8B v odae dinif;
m 3- 2-—%—“ A B : _‘;z‘c.___(:[ sk)E%fx,quae dinifa
2 1.2.3.

per kkdat 2= L £ ete—(x 3&)f.n: fimili-

a.1.2.3
PR 2.3.4

. ' tt_ xf ' —( 1B\
terploafcenfuerlt Sy —ete=(5— Zh)bu..
a.71.2.3 4

§- 25. Ex his aequationibus colligitur, curuam
vtramque et defcenfus et afcenfus abire in cycloides,fi

E:afuerit infinite parvum ; eft vero kg ; Ergo eae
curuse erunt cycloides fi gn: 8ma fuerit quantitas
euanefcens. 1d duplici modo euenire poteft; Pri-
mo fi #:m=0, id eft, fi fluidi denfitas nulla fit, quo
cafia motus fit in vacuo. Alter eft cafus, {i ¢=—c feu
{i globus ofcillans fuerit infinite magnus ratione vi-
delicet arcunm defcriptorum 5. Id ergo fi accide-
rit, tantochrona quoque erit cyclois. Porro et id
inde concludirur, quo major minorue fit fradio
3#:8ma feu tantum #:ma €0 magis minuste tauto-
chronas a cycloide discrepare. Ex quo, guanto
magis minusue in quonis fluido datus globus fecun-
dum cycloidem ofcillans a. tautochromsmo aberret,
perfpici poterit,

§. 26. Perpendam nunc, qualem tautochronze
inuentae figuram habere debeant, et primum en,

Lom V. L quae
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quae ad defcenfum pertinet. Sit AMB talis curua fu-
per axe AP vt di¢tis abfciffis AP, x, applicatae PM
exprimant 5. Habebitur pro hac curua hatc aequa-
tio , 8m asds—g§(m—nnfxds=8(m—nynafdz, vel haec
3ns " ’
6 4m3aact ™6 yimd an—2 amPnas=g (m—it)n’fx. Ex’
hac aequatione apparet hanc curuam nusquam habe-
re pun@um flexus contrarii, fed vniformi traéti,
vt parabolam, in infinitum progredi. Curua autem
inde formata, cujus arcus funt refpoadentibus appli-
catis PM aequales, ibi habebit pun¢tum reuerfionis
vbi ds—dx. Hoc vero erit ibi, vbi eft 8m2as—4~
s(m—mnfa=8(m—mnymaf.  Quae cum exponentiali
3 s
aequatione conjunéta dat 6 4’ aac ™ —6 g ag==

2 4 (m—m)ymngf. Hinc elicitur pun@um flexus contrn-
vy . i : .o _8magBm w3 (m—mnf Sma
rii eﬁ'? m\efo loco , vhi s= e ¢

3L m—"n)
(1+"5mmaz >

§. 2. Cum f{it szﬂs?{f—g(?n—ﬁ)?gfxig(@——ﬁ})

" arlf ne— Dma gm as g L e B D

1 fma_ s ., ! RS & e

maf e‘;fmk—?f” Y Sed innentumn eft s=5%
-} ‘ _—_

i Quamobrem pundum reuerfionis
Bme

erit ad altitudinem x ab imo pun&o A, eftgue x=

Bme 54—1’.‘!?45 g{m.—u)’nf . R

fme. Semze Jrp 3Pt Copuertam [logarithe
9{m—r'n f .

Cmum i feriem, vt fzcilius de loco pundti reverfi=

onis judicare liceat. Ef vere K- (?;;%’g :-——-—32”;;:;—”5

| .,._.9~’m-—n\:.ﬂ-gj‘f+2 smenns’_ B 1menW e exgo 6 umas_
2.6 41 08 3.51 omfs®  g.4056ma Q (T o

F(x 4
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&
Iy ,\m._mnf).,_sm {m—nif 1«_3(?1“*‘@) wff, glt—n’ v LIFHP T

SiCmal i Yot Yo
g’ 3.8m 4.64ma
R 4 3 4 1 LT e AT
cum—minipp,  Confequenter habebitur & «—e—(mﬂn i
§.512ma
o 3im—T) nﬁ+9’m~n)nf _27tme—n i Quia haec {e-
3.8m°a 4.64m’aa S5 1 oma’

ries eam habet proprletﬁt em 5 Ve ex logarithmis
notum eft, vt fumma ejus nuRGE fit termino pri-

nf
mo , manifeftum eft quo minor fit fractio 55, eo

magis eam conuergere, et proinde co effe punétum
leumﬁoms alcins fitum.

§. =8. Sit pro afcenfv curna AN, in qua,
dicta AQ==u fit QN=—=, erit 8 mmatdi— 3 (m—n)nhudt

—3nf
=8 (m—n)mabdy , fen 64,mgam, Ene_g 4m® ag—t-
s gmmnat—o{m—m)anbu. Neque vero haec curva ha-
bet pun@um flexus contrarii, fed quoque in infinitum
vniformiter protenditur, non vero vt prior, quems-
admodum parabola, fed fere vt hyperbola. Multo
enim magis ab axe divergit quam illa. Si ex hac

tantochrona afcenful inferviens conftruenda fit,

oportet defcribere coruam ad eundem axem y cujus
arcus fint applicatis QN aequales. Hujus tautochro-
nac punctum reuerfionis habebitur, fi capiatur u=—

‘”"2‘;””-4—3’“’"'“’ uffb_y oim—niv b ore. femper ergo eft al»
. 3.8m'a 4.6 4miaa
tius fitum , qoam in curna pro defcenfu, et ﬁmt

prorlus cafus,’ vbi in infinitum excurrit, aut nuilibi
exiftit; id quod euenit fi g(m—n)f eft acquale vel ma-
Jus quam 8mma.

L 2 $. 290.

Fig. 4.
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§, 29. Progredior nunc ad ipfius curuae con-
firu@ionem et quaero aequationem inter coordina-
tas orthogonales. Sit AME tautochrona defcenfui
inferniens. Sit AP—x PM—y et arcus AM—s. Hu-
jus curuae natura exprimitur ex §. 2.4. hac aequatio-
ne 8mmasds—i-g(m—mnfrdi=8(m—nymafdx. Fona-
tar ds conftans, et differentietur aequatio, habe-
bitur $mmads g (m—mnfdwds—8(m—n)mafidrs Fi-
at ds—pdx, erit dy—dcV(pp—1); verum dds—o=—=
pddx—-dxdp, quare eft ddx——dxdp:p’ Quibus in ae-
quatione fubftitutis ea abibit in §mappda—i-5(#—i;
nfpdu-r-8(m—nymafdp.p—o. Ex qua obtinetur dv=x
Zl=Sm—mmafip " " Opocirca ad curuam conftruens
3 mzapg w3 (et : ’

dim, accepta variabili tertia p, famatur x=—8{m—u}

a2 . Deinde quia dy=dxV(pp—1;
8m ep 3 (m—nifpd Zovt .

caplatur j—-'..—*:a{fn-—»n)ﬂmff- —dpyipp—]

— Atque
o §m ap -3 (m—n)nfpp -
hoc modo curua quaefita erit confiruéta.

§. go. Simili modo vt curna pro afcenfu con~
ftruatur, bogc tanturn opus eft, vt inilla conftructi-
one ponatur —a loco —-a¢. Hoc enim modo, vt

~ ex acquationibus generalibus celeritatem corporum

in medio refiftente motorum exprimentibus viders
licer, aequatio defcenfui inferniens transmutatur in

eam, quae ad afcenfum pertinet. Porro radius os-

] . . (m—n ) fdy
culi curuae in pundto M erie — ™ _3m.  Vnde pa-
med™eds
vet radium ofeuli in punéto infimo A effe ="

Cui
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Cui in eo puncto longitudo penduli sequalis accipi
debet. Denique ex conftrudtione colligere licet,
qualem figuram noftra curua habeat. . Sit AD tauto-
chrona defcenfuis, quae continua erit cum AC curua
afcenfus. Vitra B et C continuatur imDetE, ita
vt arcus BD, ED fimiles et aequales fint arcui BAC.
Atque hoc modo in infinitum producitus.

§. g1. Perpendamus nunc qualis corporis feu

globi, vt pofitum eft, fuper curna tautochrona in«

nenta fit motus. Confideremus ofcillationem vnam,
qui globus in pun&to infimo habeat velocita-
tem cx altitudine & acguifitam. Dicatur, vt-ante,
altitndo genitrix velocitatis globi in puncto quo-

ne .

cunque curnae defcenfus . Erit ex §.15. ve=c"b-1}

)

Vbi eft r—=T=2f;™ dx. Hic vero a altitudinem cylin-
dri ofcillantis defignat, vt ergo globus introduca-

tur ponatur $# loco &, prout 6. 14, fadum eft.et erit

r 378 —3ns
p=c4™e(p-1), et f==r="fc4mé dy.  Cum his aequa-
tionibus ea gquae maturam curuae exprimit eft con-
! gns
jungenda , quae eft haec Eumiaac*™—64n*aa—
o 4m2nas—o(m—n)n>fx ; fen hujus differentialis, vt
ns

babeatur dx , 24m?nacd™ds—o4mPnads—9(m—n)
ams
nifdy, five $mract™*ds—8madi—g(m—)nfix.
§. 32, Ef igitur ex pofteriore acquatione
ins

fr T X p— XN g :
MR fp—SMme §ma Fo M Je rig Tty 808 Jynm——
= T nf s—324ds.  Vnde erit % S de=

gtma
L2 TF

Tig.
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==fur . me3ns
:j_“i% E‘ ® dr— 33::; 4me s, Quae integrata dat F—C—
Ty — i ns
?Zg%fa S’ma—;—-??;;g;% ‘f'i“ Confians C adje fta ita de-

bet aetermmdri, Ve poﬁto oo, fiat et f=—¢, vt

-$. 1. requirebatur, eftigitur C=a2mles, Quamob-

DHLF

rem cum ed cxpleﬂio evadar quadratum erit #==

s % —ns, "nm rm 3u3
;gfa S pBma ) = ) i:z;(”smwx) Sed ex aequa-
: ox2fc

§ s
tione exponentialli pro curma habetur ¢¥®i_y—

2 , . .
- R4mBasglm—nln % Letaque  crit  quogue fr—
6 %mg ag
{8 mzizs-;s- 3 {'m—1*1,‘:?1}":,m:,‘)"2 ans.

Sx° Bx his reperitur w—4m9( f

1 2 8mtagfire

’ﬂ*?z ¢a ‘4ns B

T T aws g Bma ame__32m “ag Bma v 1 -
- —1) Ye=by & I cL e
§p¢7" ﬁ':mrz\ }) ‘ on’F - ) 4
3 ne- r

ism 1‘306 i“‘iOLG S fqnw (3m as—-}-g(m-n}rjm)

La8mt ainf
§. 33. Expreflio haec celeritatis dabit locim
in curua defcenfus, guo velocitatem globus habet
maximam; etenim ea non incidit in pur&um infi-
mum. Id vero pun&um erit ibi, vbi dv—o. Qua-

3“15 3115'
ﬂ» N °
re cum inuenta fit wz=heame_ ﬂﬁmﬂ(osmﬂux) erig
gn¥
318 ans 3Ins
31;-—-3212- ama A Sm,a:;i 8'74-;! I:)l?s_“d.j Erg‘o erit d,y:os

3u7

{1
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g1t

148 1ns ‘ -
f ;’_@cﬁma—-smu;ﬁma__ama, fex fi pBma——  A2m
4ma 3nf 3nf somia®—gn’l f:
' 2 2
Vnde deducitur s-=8%2/ 2ZRE {eu _,:_—:%;Eg

3om g O bf
g . . ’
[1—22"%).  Ex quo colligitur arcum s eo effe ma-
2 2
jama . C . g
jorem quo factum &f majus fuerit, quam 2, cete-
ris paribus. Porro ex velocitate finali, quae eft ve

Vb, inuenitur totus arcus defcenfus faciendo wz—o.
_3ns 3ns ' us
Quo 1n cafu erit csmal/b:*———-;?f(c‘am“—x)Vé fen gaued™e
3ns _'_J,j'l-_!l" " .
Vihf—gmart™—yma , vode ¢ 'maj/izg
4ma—3nY 5

Totus igitur arcus defcenfus erit :——i%“](r——s'ﬂv%l?ﬁ
)

5. 34. Deinceps, ficorpus celeritate defcen-
fu acquifica in altera parte ejusdem curuae afcendaty
(inferuit enim ea pars afcenfui ) inuenitur totus arcus

descenfus ::%";-—"/(1_}__3721/% Si hi logarithmi in

) 4ma .
feries refoluantur habebitur arcus defcenfus ;::Q.T/éf?f

3
a( L W Lh2 mypd(L 2
L 3 )y onn(5Hf ) 4 27 G _efe.  Simili mo-

2.2ma 2
3.8m%a &.52m° 8
} . A 5
. 1 Ari NS
do erit arcus afcenfus :2V%5f~3ﬂ(§5'f)+971 GIf)
2.2ME 2
: Bmia”
29m3 (2 | . e
————=—¢f¢. Ex quibus perfpicuum eft arcum
4.32ma : -
alcenfus cffe minerem arcu defcenfus. Si %Zf valde

fug-
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fuerit paruam, harum ferierum duos terminos initia~
les tantum aflumere fufficit, ettum differentia inter
arcum defcenfus et afcenfus erit %. Cum eorum
(nmma fit 3V2bf.  Sunt ergo differentiac g, p, 10
ratione duplicata fummarum. , :
§. 35. Haeceftigitur tantochrona in medioy
gitod mobili refiftit in ratione duplicata velocitatum,
Pro alils vero medii refiftentis hypothefibus, quibus
refiftentia alii cuidam celeritatis dignitati aut functio-
ni proportionalis ponitur, hac methodo tautochro=
nae ingeniri non poffunt; nonquidem vitio metho«-
di, quafi ea vninerfalis non effet, fed defectu ana-
lyfis ; quod in aliis hypothefibus velocitas non
poteft exprimi.. Perfuafus autem fum hanc folam
refiftentiae hypothefin fecundum quadrata celerita=
fum in rerum natura locum habere. — Quanquam
enim ex experimentis conftar, fluida aliam praeter.
hanc exercere refiftentiam a tenacitate eorum Oi-
tam , quae velocitati proportionalis effe nonnullis |
vifa eft, tamen- Neufonus in Princip. Phil Edit. no- ?
, wis fima pag. =74 potius exiftimat eam prorfus non 4
f l _ yelocitate pendere, verum eam efle vniforment {eu
: in ratione momentorum temporum. . Qua fit vt vi-
. ‘ res vinze amiffue fint, vt {patia percurfa, id quod
o ' aliis rationibus ex natura hujus refiftentize deduétis
R ‘ practermifiis ex eo intelligi poteft, quod mobile, fi
5! i refiftentiae velocitatibus effent proportionales nun- :
P . quam ad quietem perueniret , quod tamen tandem
4 T accidere experimenta confirmant ; fi vero infuper
o refitentia adfit, fecundum' quam mobile amittit de
vi
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vi viua in ratione fpatiorum defcriptorum , tauto-
chronam exhibere in promtu eft; eaque fucile ex
inuentq hac formari poteft. Ponatur enim tantura-
modo in acquatione noftra tautochronae inuenta
loco x haec quantitas A—+47; vbi litera g, ex guan-
titate hujus refitentiae a tenacitate vel frictione or-
ta determinari debet. Quo fago habebitur tauco-

chrona quaefita.

PRGBLEMA ASTRONOMICUM

INUENIENDI ALTITUDINEM POLI VNA
CUM DECLINATIONE STELLAE EJUSDEM-
QUE CULMINATIONE EX TRIBUS ALTI-
TUDINIBUS STELLAYE ET DUOBUS TEM-
PORUM INTERUALLIS BREUL CAL-
CULO SOLUTUM.

Auctore

Daniele Bernowlli Sob. Fil.

emma. Sint tres arcus circulares ¢ontigni
1P, PQ, QR, dico fore —-1Z—LNxQX-LIxRY

IV LNxPX—LHKPY

vbi 1Z fignificat tangentem arcus IP; LN
diffcrentiam cofinuum pro arcubus IP et IR; LM
differcntinm cofinuum pro arcubus IP et 1Q, QX et
RY funt finus verfi arcuum PQ et PR; et PX, PY
funt corundem arcuum finus: denique IV eft fi-

Tom. 1V. M nus

Menf, Mov,
1729,
Tab. VIIL,
Fig. 1,




