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14. Atque ita primo cafui problematis keple-
viani de frationibus abunde fatisfactum eft. Quod slte-
cum cafiim attinet, (in quo dantur apfidum ad inuicem
pofitio, vniusque planetae anomalia, quaeritur autern al-
tera ftationaria;) attendenti facile patebit, pofle, ope ante-
cedentium, folutionem eius exhiberi quoque aequatione
algebraica, Verum quia illa ad fextam dimenfionem.
afcendit , nec vila eam deprimendi  fpes eft ,
inutilem prorfus ad praxin aftronomicam  Cen-
feo. Quamobrem eius loco commendare malo  in-
dire@am folufionem , fumendo anomaliam quaelitam
ex coniectura prope veram , atque ita inquirendo com-
mutationem ftationariam per problema antecedens; qua
innenta pofitio prima corrigatur , et calculus repetatur
donec fibi confentiat et veritatem exacte prodat.

PROBLEMATIS

Traie&oriarum Reciprocarum
Solutio,
Arictore

Leonhardo Eulero, Bafil.

1.
w Roblema , de quo inboc fchediafmate agere
Y conftimi, eft celebre illud et in Adis Lipf.
multim agitatam , de inueniendis curuis, quae
L ioira datas paralielas eaedem refto et inuerfo fi-.
tu pofitacet fecundura paralielarom direionemhinc inde
: ‘ mo=
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motae,mutna interfedtione vbig; angulum eundem confti-

tuunt, Problema in At Lip{. Suppl. T. VIL. abeate hic de-

functo Nicolao Bernoulli propofitam Ita autem cum hoc
problemate res fe habet , vtinfinitae, tam algebraicae,
quam tranfcendentes curuae fatisfaciant, Quapropter ad
plenam eius et perfedtam folutionem requiritur, vt exhi-
beatur methodus,qua curuae fatisfacientes omnes inueni-
ri queant, fimpliciffimae antem tam algebraicae quam
tranfcendentes re ipfa erusntur.

II. Dedi nuper , occafione quaeftionis, quaeCel,
Bernoullio cum Anglo guodam eft nomen celante, de
inveniendis traie@oriis reciprocis algebraicis fimplicis-
fimis, in A&. Lipf. A, 1727 methodum , qua ex quo-
libet curuarum ordine, excepto fecundo et tertio, (ex
quorum pofteriore quidem alia via curua fatisfaciens in-
ueniri poteft), vna ad minimum traiectoria reciproca ex-
hiberipoteft, vna cum generali moedo , omnes traiecto-
rias reciprocas algebraicas ex curuis cufpide et circa cu-
fpidem ramis fimilibus et aequalibus praeditis et algebrai-
¢cis, derivandi. Animus hic’eft generalem huins pro-
blematis {olutionem largiri, ex eaque infinitas formulas
generales algebraicas easque maxime foecundas deduce.
re. Quibus adiungam problematis cuinsdam agnati, de
inueniendis traieGoriis reciprocis vao plures axes haben-
tibus,folutionem,

TI. Problemaad analyfin magis accommodatum
fic fonat : Inuenive curnam CBD drca axem AB, ta-
Jem, vt ductis duabus reflis MP, NQ, ab axe viringue ae-
quidiftantibus eique parallelis, fumma anguloruin PMB~-

M2 QND

Fig. I.
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QND, fit vhique conflans , aequalis nimivim duplo angti-
I DBA , quem axis cum surud conftituit.  Inuerfa e-
aim CBD circa axem AT, cadet applicata QN fuper
PM, tum moueatur,donec applicatae QN punttum Nin-
cidat in pun@um M, et curua fic fitu inuerfa fit cbd o-
portet angulum interfectionis BMd efle conftantem: Sunt
autem anguli PMd, et QND aequales, conlequentes
fumma angulorum, PMB-QND, debet efle conftans,
Crefcentibus ergo ex vna parte axis AB, angulis appli-

. catarum cum curua,ex altera parte tantundem decrefce-

re debent.

IV.Duéta ad axem AB,normaliPQ,erit AP—AQ,
ducaptur duze proxzimae refpondentes applicatae,. piz,
gn. Erit Pp—Qg. Ducantur €x M et N, tangentes
MR, NS, vt habeantur anguli RMm, SN#z, quorum ille

. eft decrementum anguli PMB, hic iscrementum anguli

QND. Quocirca erit ex conditione problematis
RMm—SN#n. Vnde natura curuae inueftigari debet.

V. Sumatur vbique in applicata MP producia,

PE, proportionalis angulo RMm, affimto elemento
Pp, abfciflae AP pro conftante, erit pundum F in cur.

ua quadam , cuius diameter exit axis traieftoriae BA,
erit emim vbique PFP—=QG. Quare tota difficultas €o
eftreducta, vt éx curna FEG data aitera CBD ,in qua ele-
mmenta angulorum BMP fint refpondentibus applicatis PF
proportionales conftruatur;Ee vt curua CBD euadat traie-
Goria reciproca,curua FEG debet habere diametrum, et
circa eam ramos fimiles et aequales, cuinsmodi eft FEG.

Cug-
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uri MBN ex ea conftru@ta exit traiectoria reciproca,
cuiusaxis eft BB, diameter prioris curuae. :

VI. Sit AP—x.PM=—y PF—u. Erit avgulus R Moz,
wtddy:(dz>--dy* ). Brgo w—ddy:(dx2--dy?) pofito 4x
conftante , ex qua aequatione datis # et & inueniri
debet, y. Ponatur dy—pdx. erit ddy=—dpdx. e1go

— AP _ dp .
AW L et Wl’f——————l — 57" Ex qua acquatione, ob#

“ ) . [ . . . _d?
et x-datas, p inuenitur,indequey ; eft autem—75; duplum

elementum feotis circularis , cuius radivs eft, 1. et tan-
gens p; erit ergo 3 dy— fe@ori ifti circulari. Eft vero
fudv—areac AFEF, demta vel addita conftante inueni-
‘tur erg0 per quadraturas, p indeque rurfis per quadra-

¢uras y fequenti modo.
VII, Sit data quaecunque curua IERK diame-

¢ro BA praedita ; {uper redta AQ diametrum EA nor-
maliter fecante, accipiator punctum quoduis O, quo cen-
ero et radio arbitrario OD defcribatur circulns DGH, et
ex D ducatur tangens DQ. Duéta quacunque applicata
¥F, fpatio PFID aequalis fumatur fe@or DCG, etpro-
ducatar DG in Q. ex Q ducatur ipfi DA parallela
QN , occurrens applicatae FP productae in N3 Frie
punctum N in curia DN tali , ve fit PN==p , fifit
AP—y. Hic dimidium , quod {faperiore . inuentum
eft,negligitar, cum enim ddy:(ds® ~-dy™ ) falem propor-
fionetur ipfi %, etiamn fudx, tantum proportionalis afiu-
i poteit, fectori DOG. vade nihil intereft fine dimidiug
fe@or fine totus fumamr, et dein fiue fudy ab applicata
DI, five ab AF compuretur,

M vIL

Fig II.
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VIIL.  Tnuenta curua DI facili negotio habetur
curaa DM traiedtoria reciproca, cum enim fit dy—pdx
accipiatur vbique PM proportionalis areae DPN , erit
punétum M, in traie¢toria reciproca, cuius axis eft AB,
diameter curnae 1EK affimtae.  Apparet hic fimul, in.
finitas, ex vnica aflumrta IEK, traiectorias reciprocasin-
veniri pofle, prout enim transuerfalis DA aliter duci-
tur, punctaque O et I aliter affumuntur, ita aliae refil-
tant trajeftoriag reciprocae.  Dein etiam pro varia ra-
tione, quae ponitur inter PM fpativm DPN, traiedo-

riae variae formantur.  Vnde patet data vna traje®oria

reciproca, applicatas in eadem ratione augendo vel di-
minuendo, infinitas inueniri alias traie@orias recipro-
cas,

IX. SifpatumDPFT aequale accipiatur quadran.
ti ODH, tangens DQ ipfique aequalis applicata PN e
nadit mﬁmta eritque tum PN afymtotos curuae DN
Sin {patium illud maius fuerit quadrante,applicata PN e-
rit negatina. Traiectoriae autem DM applicata PM e-
uadet , vbi PIN eft infinita , tangens curuae. Et de-
inde abeunte PN in negativam applicata PM decrefcet,
quare curua DM habebit in M pundtum reuerfionis, Si
fpatium DPN , exiftente PN afymtoto, eft infinitum,

applicata TM quoque er’t infinita , adeoque afymtotos,

etiam curuze DM.

. . . aah .

X. Sit exempli gr. #= " ethinc ernaturae-
quatio inter x et y cum fitu , vt ddy : (dx®-dy*)erit

bdx? A-bdy* —aaddy A~xxddy ponatur dy=—pdx exit dy—
apdx

e g
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dpdx, quibus valoribus fubflitutis habetur bdr—-5ppda—.

aadp—-xxdp. Brgo a;f:m:;j_ﬁ;? cuins aequationis

viriusque membri integratio a circuli quadratura  de-
pendet, Huc autem aequatio €a reducetur
B d dax — dp [ dp i
% (eay—rTizav=r =gt Quee in
tegrata abitin hanc 5 (@—aV/ — 1)~dl{a—xV — D=
3 " V‘-— —
al{ 1= pV =1 )-al{ 1~pV —1)4-alberit ergo (Tt ) s —
B Ve 1

pabpV -1 bdehdyw—1 iz e
e e A Sitb—aeth—V—1 erit E ="

P — A («

Ll =% quae redudn dat f—gTzdv.  Sifit boa
. 2 AX RO 1

manente b—V—T erit dy— M_xf*—:;m__:kw dx. Et ita por-

1o, fed huiusmodi exemplis non immoror, fufius de iis

infra agetur. ' o .
X1, Quum curuae genitricis IEK diameter EAfit

axis traieoriae inde genitae, manifeftum eft, fi ills cor-
vaplures vna dizmetros habuerit, traieGoriam inde or:
tam plires axes etiam habituram , { ergo loco curvae
IEK curna infinitarum diametrorum adhibetur , traie.
&oria infinitos etiam axes habebit. Quando antem traie-
Goria defideratur, quae axium datum habeat numeruin,
id aliter interpretandum eft.  Vt enim omnis curua v-

.na plares diametros habens neceffario infinitas habet, ita

stiam traiectorja reciproca, quae vno plures, infinifos
neceffario axes habebit,  Sed quia traiectoria infinito-
rum 4Xinm infinita habere debet pun@a reverfionis, da-
fus axinm numerns ad ynamitantum curniae portionem in-
¢ra duo pun@a flexus proxima comprehenfam referen-

dus
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dus ef. Defideratur enim curna omni irregularitates
cuiusmedi eft flexura et reflexio, deftituta,

1L Sit curua 1RKek infioitis praedita diametris,
EA, KL, ea, . et abicindatur area DBTI= quadran~
i ODH, linea TB produdta afymtotos erit curuas
DNV, et tanget traieoriam in C, vbi ft punétum refle-
xionis. Portio ergo traiectoriae DMC, talis erit , de
qua eft quaeftio numeri axium dati, Haec vero portio
tot habebit axes, quot diametri fuerint in fpatio DBTL
Quo circa in arbitrio noftro pofitum erit numerum axium
definire hoc modo : Propofito numero axium abfcinda-
tar fpatium DBTI eundem diametrorum AUMEINM COLX-
prehendens, tum deferibatur circulus ODG tantus vt e-
tus quadrans ODH adaequet abfciffum fpatium DBTL
manifeftum eft , hoc modo generari curuam defidera-
tam, -
%YL Siloco curnae TEKe% adhibeatur linea recta
ipfi DB parallela, quaelibet applicata FP erit diameter,
ergo et trajectorize DMC quaeuis applicata erit axis. At-

‘quehaec eft illa curna de qua Cel. Bernoullius fub pan-

togonite nomine, fufius in Actis Erud. 1726 egit. Ae-
quatio eius naturam exprimens, erit 1——addy:(dx* A-dy*)
fen Av2A—dy*—addy cuius haec eft proprietas, vt, radiis
(ecundum axium direGionem incidentibus , radii reflexi
omnes {int inter {& aequales, Facilius autem curua haec

{ic conftruetur, vt accipiatur x—[ 252, et y—/ 724

GApP Gapp °
XIV. Methodum hanc inueniendi traiectorias re-

ciprocas per duplicem quadraturam , non €0 fine attuli

vt
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wt inde trajedtorize reciprocae ervantar , id quod vix
praeftari poflet, fi fimplices velalgebraicae defiderentur,
{fed vt inde adipifcar folutionem problematis de inug-
niendis traie@oriis reciprocis pluribus vno axibus gati-
dentibus, quod Anonymus Anglus Cel, Ioh. Bernoul-
lio propofuit. At nunc 2d alium pergo modum per-
quam foecundum in exhibendis traicctoriis fimpliciori-
bus, et praecipue algebraicis. Perfequar autem hic il-
lom tantum problematis cafum, quo angulas interfectio-
nis ponitur redus 3 cum facillime reliqui cafus omnes
ad hunc reducantur, '

KV, Sit CBD traie@oria orthogonalis, cuins a-
xis fit AB quens ad anguios recos fecet recta PQ; Du-
cantur duze applicatae PM, QN , axi AB parallelae, v-
trinque aeque diftantes ab eodem , illisque proximae, pr
gn , nec non bafi PQ parallelae MR, NS. FErunt trigi-
gula MRm, nSN, fimilia, ob SalN4-RmM=—redo. Sint
AP—x PM—y, ermt Pp—MR=—dr , Rm—dy
nec non AQ——x, Qy=NS=——dx; fit QN=—z, feu
Sp—dz,  PBx fimilitudine triangulorum MRm,nSN de-
ducetur MR (dx) : Ron(dy)=Sn(dz) : SN(—dx) vnde e-

yit dyde——dx*. Ex qua aequatione inueniri debet .

Ftenim z ab 7 dependet , quia in expreflione ipfius ¥,
ofito loco x,—x, habetur 2. (

XVI. Ponatur dy=pdr , eft autern p fardtio i

pfius . Abeat ea, pofito -, loco x in gerit da=—qd

Fig, IV

et confequenter erit pg—1I. Vnde patet, loco p talem

fumi debere ipfius ¥ functionem, ex qua fadtum in ean-
dem, f&d loco x pofito —x adaequet vaitaterm, Totum

Tom, 11, N | ergo’
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ergo huius folutionis artificium hue redit vt idoneae e-
ligantur fundiones ipfius, ¥ loco p fubftituendae. Ad
hoc autem , nifi fortunae earum inuentionem committe.
re velimus, accuratior functionum requiritur cognitio.
" Cuius , vt quafi prima elementa isciam, fequenti modo
¢as difcernere commodum vifum eft.

XVII, Primo loco notandae funt functiones,quas
pares appello, quarum haec eft proprietas, vt immuta- '
tae maneant, etfiloco ¥, ponatur—y. Huiusmodi funt o-
mnes potentiae ipfins x, quarum exponentes funt nume-
ri pares, aut fradtiones, quarum numeratores funt nume-~
1i pares , denominatores vero jmpares : Dein quaecun -
que finftiones ex huiusmodi potentiis vel additione vel
fubtra@ione , vel multplicatione vel dinificne, vel deni-
que 2d potentiam quamcunque elevatione componuntur,

4 .

fimt itidem pares ut xT,{m:z—Jr—éx%) |
XVIIL  Secundo funétiones impares obferno,quae
pror{us fui negatinas producunt, fix, abit in—sy ., Cuinsmodi
fint x ipfum, x3 ,x* etc. omnes potentiae, quaraimn ex-
ponentes funt numezi impares , vel fractiones , quarnm
numeratores et denominatores funt numerl impares, nec
non functiones , quae harum potentiarum additione vel
fubtradione, etiam eleuatione 2d exponentis imparis gi-

. 3 £.3

gnitatem componunt, vty 4% ,(ax > ~4-bx 7 ) ,
XIX. Sifunio impar per imparem multiplica-

1o

: 1
tir, faGum femper erit functio par, ut x3 inx3,daty °
At fan&io par inimparem duda femper quidem impa-

: rem
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rem producit, interdum tamen ea finm! pro pari habe-
ri poteft, vt ¥V (aa-t-xx) eft fun&iofimul par et impar,
quippe eadem cum V(aaxx-+-x*), quacelt par. Quod
autem de elevatione functionis paris ad dignitarem quam-
uis fupra diGum eft, quod potentia fit quoque par; fi ex-
ponens fit fractio’, cuius denominator numerus par, v.g.
L. reftri@tio adhibenda eft, nifi radix ré ipfa extrahi

X
queat , vt (zz—24-+xx) * non eft fun&tio par, con. -
venit enim cum v, Deluiusmedi autem finétio.

nibus iudicium facile patet,

XX.  Practerea obfermatn dignae funt functiones
reciprocae, quae mihi fint finctiones pofito in fis—z,
loco &, abeuntes in tales , quae in iilas ductae producunt

vnitatem , Vvt (Z2=)7, quae, pofito x negatino, abit in

G

hane (;=z)">cuius in illam faGtumeft —1. Huc referendae

_ 3
quoque funt exponentiales 4*, (aa-y-xx)” etc. omnes
nermpe fundiones pares elewatae ad functiones impares.

XXI. Hifce definéionibus praemiflis manifeftum
eft , p efle fan@ionem ipfius x reciprocam , cum fit
pg—1. Quemadmodum autem hujusmodi functiones
reciprocae inueniendae fint, breni oftendere conabor ;
Sed primo de funétionibus exponentialibus nihil intermi-
fcere conftitui, cum ante omnia traiectorias reciprocas
glgebraicas eruere animus fit  Poftmodum autem de
exponentialibus quacdam fibiungam.

XXI. Vt antem rem generalins abfoluam, éiﬁa«
‘ N2 EIL
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mo tertiam variabilem #, et inueftigabo , quomodox et
7in ¢, determindri debeant, vt traiediosia reciproca re-
fultet , pono itaque dx==rdZ, et dy—pdt. Efficiendum
ergo eft , vt pofito # negatino , et dx in negativum a-
beat. Quare ioco 7 ponatur oportet functioipfius # par,
quse fit N; eritdy=—Ndz, et abeunte # in negatium , e-
yit dv——Ndt. Confequenter ob d:dz—=—dx*, pofito
in caflis —2, loco p, ¢, vt ante, habebitur pg—=INN.
XX, Ponaturp—(P—4-Q)" denotante P finctio-
ne pare et Q impare ipfius #, erit g—(P—Q)" adeoque
2

{ PPZ—QQ) * —N? ergo PP:N;i +-0QQ et P
V(N7 4-QQ)eritergo p—(Q-+V(IN* ~- Qé% ) )" INihil

contradictorii hic latet in sequatione P=V(N™ 4-QQ} }
etenim P, quae functio par effedebet;talis etiarn in zequatio-

ne exhibetur. At i Q erueretur,inuenir etuzQ::\/(N?l—PP )
id quod contradictionem inuoluit;nam Q,quae functionem
imparem denotat, aequatur hic fandioni pari, Vt fradtio.
nes in exponentibus enitem , {cxibo loco W, N" et eit
dr = Nz, et dy—dr (Q—+Y(N>4+-Q*))" poteft hic lo-
co Q ,feribi NQ , (§.19) et dein loco N7, vt ante, IN;
habebitnr de—INd, et y=NaH(Q-V(1+QQ) V.
HKIV. Vtnouae formulae refuitent.tollo irratio.
nalitatern,ponendo? (N 2 4-Q* )=N—-RQ,eritQ— 2"

L ) 1 ~-ER
vnde R fundtio impar fitipfius Znecefe eft , ob Q im.

paremerit ergoQ-+-V (NP 4-Q7 )= 20 —((eripto fo-
| ' o R,
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co, %2 ‘P‘EQ-’ Denotabunt femper P pares et Q im-

pares f néiones ipfius #. Erit ergo dv—IN"d, etdy—di

(NP_‘*‘I‘E-) altera formula eodem modo tractata dat,
dv—Ndt et dy—=Nd: (32 4”‘Q) Huiusmodi formulae ge-
nerales infinitae poffunt inueniri, alias aequationes loco
p—=(P—+-Q)" affumendo : cuinsmodi eft haec formula

dy — Ndt, et dy — N;ﬁ; (P 4= Q)™

—_——

(S—{—-'I/SS -{—(PP—-IQ_Q) k) denotante S fun@one im-

pare, fed duabus formulis inuentis tanquam {impliciffi-
mis et foecundiffimis in productione traiectoriarim alge-
braicarum contentus ero , quarnm altera irrationalitace
eft affecta, alrera vero rationalis,

¥XV. Accipio formulam pr101 em, cafis quibus dy
integrabileredditur,cuoluturus. Sitprimo N—1eritdx—ds
unde dy—dx (Q+VI+QQ_) Pono porro Q—g
erit dy—=dx (V1 ) cuius integrale obferzo

generaliterhaberi pofle; ponatur x...}—i/( T4-vx)=mn, erit

it

x___“_“__‘,wn‘&quemer@f"id_”+ * ethinc gy==".—_.
I V o o oy

PRV I RS gy Y xx) 14 .
A= I, Y habetur er.

go hic acquatio algebraica generalis infinitas curuas fup.
peditans , numeros rationales loco # fubitvendo,
KXVI. Aautequam autem ad derinationem ze.
guationum determinatarnm ex generali pergam ;quaedam
ex sequatione differcntiali dedufencia funt, quae ex inte.

Nj graia
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grata difficilius ernerentur. Primo palam eft , fi fitn—p
traiectoriam tum effe lineam rectam, cum axe angulum
femirectum conftituentem, propter dy—dx. Dein, fi
fiierit n==1 erit dy—wdr—-dxV| 1w}, vade patethanc
aequationens effe ad traiectoriam reciprocam , quae me-
thodo Bernoultiana ope rectificationis parabolac con-
firuitar, quo vnico cafi non abfolute eft integrabilis,
XXVII. Tertio,etfi loco z ponatur —7,aequatio-
niem nihifominus ad eandem fore curuam,abfciflis faltem ex
axis altera parte fumtis, feu exiftentibus negatinis. Con-
ueniunt enim duaze hae expreffiones (—w—-V 1 yx)"
et (- Tppx) ", Vt cuivis examinanti facile patebit,
Nihil ergo in pofterum iucratarus effem, Ioco n valores
negatiuos fubftituendo. Quare fubftitutione Aumerorum
afirmatinorum tantum vtar, cumn ii {0li fufficiant ad vni-
verfalem aequationem exhauriendam. |
XXVIL Excuffi jam {unt cafus , vbiz—o, et

. n—1 progredior vlterins, fed integralem aequationemin

vlum vocando , et pono n—g2. Erit 3y—=ox’-}-3x
g -oxx VItxx ,quae ad rationalitatena reducta
huc redit 12927 A-18xy—91y-+34x—+4—0, Et haec
aequatio quatuor dimenfionum, fine dubio fimpliciflima
eft, poft illam paraboloidem tertii ordinis : fatisfacit a-
deo quaeftioni , -quam Cel. Bernoullius Anonymo An-
glo propofit , et ego repetii in Act. Erud: 1726. de
inuenienda traiectoria algebraica , eam tertii ordinis , in

fimplicitatis ordine proxime excipiente, |
XXIX. Siponatur #=3 prodibit sequatio pro
linea
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linea § ordinis haec 128px*—-19290" + 48y ~G41y
—8xx—0=0. Sit #—4. refultabit acquatio 6 ordinis,
et hinc legitima inductione inferri poteft , nequationem
generalem ad rationalitatem reductam efle femper ordi-
nis -2, Id quod etiam in valoribus fractis loco #
fobrogatis obtinet.  Si fit #—+% aequatio erit ordinis o
Quae antem,cum adhuc fit irrationalis, reducta erit ordi.

nis quinti , et generaliter fi fuerit n:%- aequatio reducta

afcendet ad p—t-24 ordinem.
XXX, Patet ergo aequationem generalem loco #

alios atque alios valores fubiftituendo , ex quolibet cur-
varnm ordine, fi excipias fecondum et tertium, vnam ad
minimpm traiectoriam reciprocam exhibere. Et dato
ordine curuarum,quot ex eo ope hujus sequationis inue-
niri po(lint traiectoriae, facile determinare erit, nempe
difpiciendum eft, quoties p—24 numerum dati ordinis
producere queat,fed loco p et ¢ numeri faltem affirmatini
et integri fubftitui poffiint, et eiusmodi infiper vt pryad mi-
nores terminos reducinequeat, Sed dehac formula generali
fufius in Act, Lipll 1727, actum ¢t ame, ideoque hic ad
aliame conuerto.
XXXI Adhaereo adhuc aequationi §, XXV, ad
- hane reductae dy—dv (Q—+v{QQ-~1))™ Circa quam
obferuani, nullis eam fubftitutionibus potentiarum ratio-
nalium , guales funt x%, #% etc. nec non ™' 23 ete.
ioco Q fuctis, generaliter integrabilem reddi, quanquam
vtique paffim reperiantur cafis particulares integrabiles,
quos autem perfequi inflitutum minime permittit, At
fabftituendo loco Q potentias ipfius x irrationales, fed le-
i
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i1 X
sitimas nempe functiones impares, quales funt 23 x° 2% -

et vbi numerator exponentis eft vaitas , {emper formi-
lam integrabilemn reddi obferuaui.

1 .
v ¥ XIT Sit itaque Q=x? , et dy=dx
Z13 n ‘

1
(x*4+Vy 1) Quac vt integretur, pono

1 Z 1 3
3 SRS il : | —t t s
o7 YTt evit 2 2= unde a—o —F bgw
1 ___gmdr  gdf ___3dr gdb —
T adeoqus dx TR . -3—1.?""1"“ -8? : crgo lg}’.._-
| no T g Hpns
st ar atar gt 3t & Confequenter¥—=F___
g ] 8 8 3 g
Hoje! ey B 1 o -3 1 2 Todee
A 3 3,_.(9034-‘/x‘3“~—i—__') 3T )
T R -+ 3 =3 -1
T T, T
FaVEs-el) ._J‘-—______xg""_._.-_ '
- Fr— -—3

YEXIL  Sunt astemn quidam caftis, quibus inte-
gratio a logarithmis dependet, nempe fi fuerit n—1 vel
5. Ceteras fubftitutiones omnes loco 7 factae fappe-
ditant curuas algebraicas,idque vtfuperior fecundum cer-
tam legem. Quod de fuperiori formula enunciatum eft,
valores ipfins #, negativos fiperfluos effe; idem etiam de
hac, nec non de generaliffima tenendum eft. Quemad-
modum et femper obtinet , fi flat, #—=0, tum traiecto-
riam degenerare in lineam rectam,

WEXXIV. Cafus hoius aequationis {impliciffimus
ine dubio erit, quo 7n=2. In eoque pofito breuitatis
ergo
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’ 1
ergo loco x3¢ , reperietur §y=— 6% b 52% 4=
(6% —-2ft—4) V (1-+422).  Confequenter ad ra-
tiopalitatem reducendo persenietur ad hanc aequa-
tionem, 6Ot Sy 5087 ~25 32 — 60t *—4 526 -1 60,
1

Atque haec tandem , fabftitute x ¥ loco 2, abibit in ae-
nationem 8. ordinis, Si ponatnr #=—4 aequationem ad
10 dimenfiones aflurrefuram, facile praenidere potui.
Et aequationcm generz'em ad ordinem linearum -6
effe referendam. 'Vt adeo ethaec formula, ex quolibet
curnarum ordine ad minirnum voam, fi excipiantur 2, 3,
4, 5, 6, 7 et g, traiettori~mn exhibeat.
XHXKV. Hasc eadem formula , vt et reliquae;
quae ex Iubf‘ntunombus §, XX determinatis deducun-
tur, alia via ex altera aequatzoms generalis forma deri-

gantur, Et qnam ideo paucis hic comple@ar, quod in--

faper ex ea plures formulae algebraicae generales, aliun-
de altioris indaginis, floant. Aequatio generalis haee
eft,de—Nd#t, dy=Ndt (Q+V(QQ-+1)". In quafi
fiat Q—x , et fuccefliue N—=vel 1 vel xa, vel v% etc,
nec non vel a—-bxx, axxy-+-bx* et ciusmodi compofitae
fanctiones pares ipfius & {ubrogentur,aequatio generalis
femper erit integrabilis et algebraicarum aequationum
fummopere foscunda.

XXXVI. Ezpofito modo, quo ad aequationes
algebraicas generales peruven‘tur ; examinandi fime alii
cafus, quibus quidem aequatio generalis nen integrabilis
Tom. 1L - Q reddi.
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redditur, nihilo tamen minus infinitis modis facilibusde-
terminatu, algebraicas exhibere poteft aequationes, As-
fumo banc formulam dr=N"dz et dy—dt
(Q+-V(QQA-NN))*, flat N—## et Q= erit dv—r*"dz

271
et xztzn_}_‘ et dy=di (t—4-1V ( 1-+2))".  Vnde patet
hanc aequationem femper effe integrabilem fi fuerit 7
numerns integer impar; id gnod facile videre efl,fi reipfa
ad dignitatem elevetur.

XXXVIL Sunt autem infiiper alii cafus, quibus

formula noftra integrabilis redditur , quos fic innenio
2

ponatur £V (#-4-1 )=utt erit #=———, ideoque;
dp—-2 g2 2 confequenter dy—— 2P 2
(un1 ) 24-2 ’
)
vande patet {i fuerit # numerus neégatiuus par , fore ae-
quationem integrabilem, id quod patebit, §i (u—1)"2""*

iplo fato elevetur. Flures cafus elicientur , fi fiag
- gn4-1  §r—1
#1-V(tt-4-1 )= utiet obtinebitur dy==du(u = ~% 5 )

j — |

gz 1—5— Quae erit integrabilis, primo {i fit # quilibet

3met

‘pomerus impar: dein fi 27— fuerit numerus integer.

QN T

Piat ergo 25—, erit ==
poteft fra®tio cuins denominator =3 et numerator nu-
TAETUS impart. h

KXXVIIL  Vnicum exemplum attulifle fofficiat,

adeoque loco n poni

i 3
fit m=1. erit dv—t2dt, et t— V3x 5 deinde dy—zds
iV (1-}-21): ergo J'Zj;;—-"’r(—t-ﬁ?ﬂ—i—*ﬂvndc elicitur
haec
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kaec gequatio ordinis fexd (1 opy—1055) Y=345 65"
~-12528x%y° —4320%% —2 s04yt— 28848 1t
~+510y3.  Poffunt itaque infinitae aequationes alge-
braicae etiam ex hac aequatione dy—di{1—-2V (1))
erui, et fimili modo eX aliis formis, loco N vel Q; &
lios valores fubftituendo, cafus,quibus hoc contingit,nom
fuperiori abfimili modo detegentur.

xxXXIx. Quae de priori duarum generalivem
formularum , irrationali hucusque tradita funt, vium eius
et foecunditatem fatis fuperque commonftrant, Progre-
dior nunc adalteram formulam rationalem quae et dx

=Nt et dy=d¢ (Ifig’—j:g_g-l)“ fen quod eodem redit

=52, Non immoror hic deriuandis hine

curuis tranfcendentalibusnempelo garithmicae femirectan-
gulae, i Q= N="T. et 7—T. allt cycloidi,fi =7 quip-
pe quae ab aliis iam fufius pertra&atae funt, propofitum
mibi eft, vt in priori, quas ea fub fe comprehendit cus-
uas algebraicas, perfequi, etregulas, quibus algebrai-
cae inueniri queant, eruere. .
XL. Ne autem fradio in canfa fit , cur difficilins
cafus algebraici dignofcantur , €am tollo loco N. ponesn-
do N (1~QQ.) Debetenim N efle fundtio par, ipfius
n

sHabebitur de—di(N-NQQ et dy—dt(N(1-+Q)) fen
Jr—=N"2(1-QQ)" et r—=N"dt(1-+-Q) 2n - Yt hine
aequatio algebraica derinari queat, oportet vt et dx et dy

integrabile fiat. Ponatur N—=T;erit de—dt(1-QQ)" et

dy—dt (1—5——Q)2“i-, fit Q—¢ erit dr=—dt(1—124)"

2 Nefml Bil—f=1

etdy—d#{1-4-¢)*"vnde gl sergo Vo (2n-1)y

Y
Na W T
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~1=¢, 't igitur dv integrari queat, patet loco # fub-
ftitui debere numerum integrum affirmatium.,

XLI. Cuma#nfitnumerusinteger affirmativus, con-
ftituet(1—#)",fi inferiem conuertatur, progreﬂionem nt-

Nl 4 N1 M2
meti terminorum finitihanc 1-7-264- ape ey

3 5 7

. : A1 nA—1t Rl n2 t

etc.  Vnde obtinebitur a—p-"0 ~-2C 0 — :
1 +3 i - =+ ; k *203 - f]

etc. in qua fi loco # fubftitvatur walor inuentus
A5 (24 1) y—1 habebitur aequatio inter y et x a-

deoque pro curua quaefita.
XLII Slt n—@ o etit wmmp- 4 — ‘i/g;_

( V-1t = Vo 9—%3ergo (#-+-+-3)° =gy, Quae
gequatio euadit tertii ordinis , et exprimit parabolam cu-
bicalem femirectangulam , quae pro fimplicifima
omnium trajectoriarum reciprocarum algebraicarum ha-
betur. De qua Cel. Ioh Bernoullius in Ad. Ernd.17 25,
peculiari {chedizsmate egit. Sunt autem reliquae fub.
ftitutiones loco # factae minvs felices in exhibendis cur.
uis {implicibus,pofito eniin =2, aequatic iam vh&? tri-
gefimum gradum affirgit.

KLHL Pofi tt loco Q aliae findiones zpﬁue ? firb.

ftitui, ve £3, £° aut t’ etc. quaeomnes formulam infini.
tis modﬁ mtr grabilem reddent,femper nimirsm quando »
fuerit numerus affirmativus integer.  Simili modo res
fe habet fi alii loco IN valores fubrogentnr,  Sit nimi.
ram N =22 erit (itz“"——f”ﬁz‘(:[-QQ) et _j""‘Z“ 43‘
(1-4+Q)*" Ponamr Q=z, emr " 1—it) et dy—

(e
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(19" Vnde patet et x et y haberi pofle modo fit
on numerus integer.  Si enim fuerit numerus par, fa
cile patet omnia effe in fimplices terminos refolubitiz, fi
o faerit numerusimpar erit (1—2#)" irrationale, fedlicet
an fit numerus impar , nibilominus 2277 {1-z2)" erit in-

tegrabile.
XLIV. Sit an—1 erit dv—=tdtV(1~t1) et dy—tdt

i .
wi-#tdf.  Quare x——4(1-15)% et y—4#* 4443, Euit
5 ,
igitur #—V(1— V gax) ponatur y—t-g—x habebitur redu.

Qione per  afta , haec asquatio fexti gradus
(1208 24%x)? =G6g1ou’ 7 344u° xa—1 1oy0mx®
—9216u*-7488uuxxr—+-1012 sx¥-f-g006u%. Ald
loco n, numeri fubftituti alias exhibebunt curpas alge-
braicas, deinde innumerabiles aliae loco Q etloco N
fubftitutiones feri poflunt, quaefemper,f zeft numerus
affirmatinus integer , algebraicas efficient aequationss.
Et haec praecipua funt ;, quae de Algebraicis curuis af-
ferri poffimt, :
X1V. Hifce coronidis loco fubiungo alias formu-
las generales,quae refuleant, fi loco (vid- £ XXIL) p et
g finétiones exponentiales fubrogantur,  Habentur an- -
tern in exponentialibus et funciones pares et reciprocae,
v PX eft fanGio par,fi fint et P et R functiones pares , at
fi fuerit R fin@io impanerit ea funfio reciproca, pric.
¥i in cafii abeuate ¥ in —¢ manet P¥, in poftesiori mu.

tatur in P~F,

¥LVI Qubus ergo in Iocis, antes fundionss
pares {ubfitere opus fierat ,  poterunt huivsmiod: ex-
(O ponss-
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ponentiales adhiberi 5 et loco funCtionum impariom fi-
miles cxPonentialcs ductae in functionem imparem quan-

dam vt PRQ, exiftentibus P etR paribus finctionibus et
Q. impai. |
YLVIL  Cum finctiones reciprocac jta fint com-
paratae,, vt factum earim in {e ipfas , fed locox pofito
—x, aequetur vnitati, patet, quicquid fit p,femper eiinfu-
per ciusmodi furictionem reciprocam multiplicatione
adiungi poffe , nempe vbi fuerat dy-—pdz poteft etiam
fumni dy="T" pd¢. denotante T functione pari et V impa-

i Nihilominus enim factum €x dy in fe, fed abeunte

7 in —#, idem eritac ante.

XLV, Formulis ergo generalibus §¢. XXIII.
WXV, inuents adiungi poterit functio reciproca , im-
mutato earum v Et habebitor dx— Ndt et dr—=
TVN(ZZ‘(Q—’:—V{ I_j:QQ))“ deinde loco formulae ratio-
nalis habebitur de—Ndt et (Z}/:TVth(P—I—.Q.)n. Atque

P+ 0
his formulis in ampliffimos curuarum exponentialium,
quae problemati traiectoriarum reciprocarum  fatisfa-
ciunt, campos deducimur.

YLIX. Exemplum nobis Gt , hypothefis , qua,
o N=1,T=g, et V=t=r; erit dy—d di==a"dx quae
eft aequatio ad logarithmicam ordinariam , quae fatisfa-
ciet applicatam {nbtangenti aequalem pro axe conuerfio-
nis affumendo. Pluribus exemplis, quippe curuas igno-
tas exhibentibus, haec perfequi minime confultom duco.

L. Wifce tandem, quae hactenus attuli, quaeftio-
o exafle me fatisfeciffe non dubito , quaecunque enim

ad
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ad enodationem huiusmodi quaeftionum jure requiri pos-
funt , abunde hic exhibuiffe mihi videor. Dedi enim
primo generalifimas aequationes applicatu faciles: {fecun-
do methodum dedi infinitas aequationes vninerfales al-
gebraicas inueniendi,ex quibus {impliciflimas reipfa de-
duxi, :
Tandem, quae X tranfcendentalibus curis cognitae
funt, etiam ex aequationibus generalibus facile deriuan-
rur.  Hifce ompibus praemifi {olutionem duorum pro-
blematum agnatorum , de Pantogonia infinitorum g~
xium traiectoria et de traiectoriis datum axinm numernm
habentibus, quippe quac ex confideratione naturae traie~
ctoriarum reciprocarum fponte fluunt.

Theoria NGW
DE MOTV AQVARVM

PER CANALES QVOSCVNQVE
FLVENTIVM

Auctore
Daniele Bernoulli , Ioh. Fil

2 (Otum aquarum per tubos determinare ag- M. T,
greffi funt multi Geometrae iique celeber. 77
yimiy {ed paucialiqmd dederunt, quodex-
perientiae eflet confirme, nemo autem in-
tegram theoriam fabilivit. Aquamin tubo ftagnanten:

peE
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