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Von der Wahrheit eines andern theorematis bin ich bey
weitem nicht so persuadiret, nechmlich dass eine jede Zahl
aus dreyen trigonalibus bestchet, oder dass ein jeder nu-
merus hujus formae 8m-{ 3 eine summa frium quadrato-
rum sey. Hw. haben mir schon vor einigen Jahren, wenn
ich mich recht erinunere, gesaget, dass Fermatius selbiges
seinem Berichte nach, demonstriven kénnen; zu dergleichen
Demonstration aber halte ich die inductiones fiir wnzuling-
lich, weil man unzihlige Exempel pro valoribus m angeben
kann, die zwar zutreffen, allein zur Generalitit des Satzes
nichts contribuiren (als ex. gr. wenn m diese Form hat
bb -} be+cc). Wenn man aber nur beweisen kénnte, dass
(2p —1)* } 42 allezeit eine summa trium quadratorum sey

(ich habe es nur bis auf den casum p— 17 probiret), so -

hielte ich davor, dass zur volligen Demonstration des theo-
rematis ein guter Anfang gemacht seyn wiirde. Indessen
sehe ich nicht, wie man es demonstriren will, ohne zugleich
eine Methode zu finden, wodurch die tria quadrata selbst
angegeben werden kannen. Aber zu beweisen, dass ein je-
der numerus aus dreyen trigonalibus uno affirmativo et duo-
‘bus negativis bestehet, ist bey weitem nicht so schwer.

"~ Aus den Zeitungen von gelehrten Sachen ist zu ersehen,
dass ein gewisser H. Mizler iber Ew. Buch von der Musik
_Anmerkungen gemacht. Weil mir dieselben ganz unbekannt
sind, so bitte mir nur mit ein paar Worten zu melden, was
Sie davon halten. Die neue Logik des Hn. Knutzen, die
ich auch noch nicht gesehen habe, wird in den gel. Z. sehr
gerithmet.

Goldbach.
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Per Anmerkung, welche Bw. iber die Glelc;hhelt -
4d...1—x—z) — ) {4 — ") ete. =
B, A—ax—a" & + @’ -— ete.
gemacht, dass, wenn
C:i——m“—-m&—fmw—l— x— :
= (1—x(1 2% (1 —x) el erinnere

alsdann sey % pnere
ich mich noch wohl. Ich habe aber weder daraus, ;‘oc 1

: die Gleichheit zwischen den Formuin
andern Betrachtungen, di e B uln

A und B richtig darthun konnen; < : .
dass in B die Exponenten von z just nach dieser serl;e
1.2.5,17, 12, 13, 99 . 26, 35, k0, etc fortgehefl, habe
ic’h e:uch nur per inductionem geschlossen, Wel(.;he ich z:dlr
dass ich die Sach fur vollig wahr hal-
gierig davon eine demon-
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so weit fortgeseizet,
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strationem divectam zu sehen, welche gewiss zu Entdeckung
vieler anderer herrlichen Eigenschaften der Zahlen den Weg
bahnen wiirde; bisher ist uber alle meine darauf gewandte
Mithe umsonst gewesen. Gleichfalls habe ich bisher auch
nicht das gemeldie theorema Fermatianum, dass eine jede
Zahl eine summa trium irigonalium sey, demonstriren kén-
nen, welches freylich daranf beruhet, dass cine jede Zahl
- von dieser Form 8m + 3 in drey quadrata zertheilet wer-
den kénme. Ich habe aber dieses theorema auf folgendes
gebracht: Propositc numero quocunque m, ab eo semper
ejusmodi numerum trigonalem subtrahere licet, ut residui
quadruplum unitate auctum sit numerus primus. Wenn
dieses bewiesen werden Lénnte, so wire auch jenes ausser
Zwveifel gesetzt. Von diesem aber will ich der Deutlichkeit
halber etliche Exempel hersetzen:

= = -
. — trig. % Gres.~1 |lm— trig. % 4res. 41 (|m— trig. % dres. -1
f—0|1| 5pr. ||[B—0|%|17pr. [[7—0|7 |29 pr
{—110 2pr. (h-—1|3[43pr. |7—1]|6|25n.pr.
2.—0|2| 9npr.||k-—3|4| 5pr. |7-—3)%|17 pr.
2—1l1| 5pr 5—0|5/2in.pr.||T—6|L| Bpr.
3—0|3 |13 pr. 5—1 |&[47pr. |[8—0|8|33n.pr
3—t|2] 9npr 3—3|2| 9npr||8—1|7)29pr
3—3)0) gpr. 16—0|6|25n.pr||8—3}5 |20 n pr.
6115|210 n.pr.!|8—6|2] 9n pri
6—3|3 13 pr 5—0|9|37pr. |
ll6-—6|0! 1pr. . [9—1|8]|33n pr
| 9—36|25n pr.
l _ ) 9—6|3113 pr.
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Bisher triffts immer zu, dass zum wenigsten ein nume-
rus primus heranskommt; und da in grésseren Zahlen im-
mer mehr casus vorkommen, so ist sehr walrscheinlich,

_dass sich unter denselben zum wenigsten immer ein primus

befinde, oder ein solcher compdsitus, der ein Quadrat, oder
in zwey quadrata resolubel ist. Fs ist auch eben zur De-
monstration des ersteren nicht néthig, dass bey dem letztern
sich unter den & resid. 4+ 1 ein numerus primus befinde.
Wenn darunter nur eniweder ein quadratum vorkonmmt,
oder cine Zahl per nullum hujusmodi humerum bp—1
divisibilis, so kann daraus die Demonstration des ersteren
hergeleitet werden. Der Grund davon beruhet hierauf: ‘ich
kann nun beweisen, dass

I. Omnem numerum primum hujus formae &n + 1 esse
summam duorum quadratorum. '

II. Omuem quogue NUMErUM BON primum formae hnt-1,
dummodo nuilum habeat divisorem formae &p-—1, esse
summam duorum quadratorum.

Bs sey also kn-{-1 vel primus vel saltem non habens
divisorem formae kp—1, so ist kn--1 und folglich auch
ejus duplum 8n -2 summa duorum quadxjatorum.' Wenn
also 8m— 8-=8n 4 2-1-aa, so ist 8m 43 in tria qua-
drata resolubel. Es wird also 8m -1 = 8n -+ aa; man
setze ¢ — 2w -}-1, so wird 8m —=6&n+- hoo -+ kx und
n:mf—%(bcac 4 ). Denotante ergo m numerum quem-
cungue, wenn an nur immer von m einen solchen nu-
merum trigonalem subtrahiven kann, dass der Rest & mal
genommen -1 keinen divisorem formae 4p — 1 hat, so
kamn 8m - 3 in drey quadrata resolvirt werden, Dass aher
eine jede Primzahl von dieser Torm kn .1 allzeit eine
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summa duorum quadratorum sey, dafir habe ich nach ian—
ger Mithe endlich folgende Demonstration gefunden, welche
sich auf verschiedene Priliminarsitze grindet, so zwar ge-
meiniglich fiilr wahr angenommen werden, wovon ich doch

gleichwohl noch keine giiltize Demonstration geschen, und

also diese zu suchen néthig gehaht habe.

Theor 1. Productum ex duobus numeris, quorum uter-
que est summa duorum quadratorum, est quoque summa
duorum quadratorum. |

Demonst. Sint ea 4 bb et cc 4 dd duo nuwmeri propo-
siti, erit productum eacc 4 eadd 4 bbee + bbdd =
(ac+bd)*+ (ad — be)* = (ac — bd)* 4 (ad + be)®, ergo
duplici modo summa duorum quadratornm. — Diese De-
monstration ist zwar gemein, nicht aber die folgenden.

Theor. 2. Si summa doorum quadratorum aa -+ bb (exi-
stentibus ¢ et & numeris inter se primis) fuerit divisibilis
per numerum primum formae pp g4, tum etiam guotus,
ex divisione resultans, erit summa duorum quadratorum.
(Dieses theorema folget nicht aus dem vorigen nothwendig,
denn man wiirde sich betriigen, wenn man hieraus: pro-
ductum ex duobus numeris paribus est numerus par, schlies-
sen wollte: ergo si numerus par fuerit divisibilis per nu-
merum parem, quotus quoque erit numerus par. Wie kann
man nun wissen, dass diese Art zu schliessen hier richtig
ist? Dahero ist meines Erachtens felgende Demonstration
nothig.) : .

Demonstr. Quia aa— bb est divisibilis per pp |- gg, erit
quoque (aa-+bb)pp—aapp-+bbpp divisihile, ataa(pp+qq)
quoque est divisibile per pp—+-gg, ergo etiam differentia
bbpp —aagqq h. e. (bp+ag)(bp—ag) erit per pp+-qq
divisibile. Hinc ob pp + ¢gq numerum primum, erit vel

—_ T —

bp + ag vel bp —aq divisibile per pp-gq. Sit ergo

mag+a y
bp 7 ag—=mpp-+mqq, fietque & —mp —l—r-"%-*-—g- (me?

igitur mgq = aq per p divisibile esse deb_eat, at g et p
<int necessario numeri inter se primi (alioquin pp +-¢qq non
foret primus), necesse est ut mg ~+ ¢ divisibile sit per p.
Fiat ergo mg +g=np, erit £ a : np—.mq et b—
mp -+ ng. His autem valoribus substitutis prodit aa - bb =

aatbb __ )
(mm -{-nn) (pp+9q9q) et Ppili—_qq,_mm{—nn. Q. E. D.

Fheor. 3. Si summa duorum quadratorum aa ~+ b:b .('a
et b existentibus pexrpetuo numeris inter se primis) divisibilis
essel per numerum &, qui non sit summa duorum quadra-
‘torum, tum quotus vel non erit summa duo.rum quadrato-
rum, vel certe factorem haberet qui non ent summa duo-

rum quadratorum.

: . aa-t-blb __ . aa-lbh__
* Demonsir. Sit quotus z ¢t ob— — =2, erit— — = @.

Jam si z esset primus formae pp + g4, tum quoque o fo-
ret ejusdem formae contra hyp. Si z essel productum ex

pluribus hujusmodi primis {pp + gq) (rr +s8) (- uu), tum

i S e S g

—221PE foret quoque ®— g8+ hE contra hyp. Quare

%

;;[uetus z neque primus erit formae pp + 49 neque' pro-
ductum ex aliquot ejusmodi primis; ideoque necessario vel.
z non erit, summa duor. quadr. , vel factorem hal?e]nt qui
non erit summa duor. quadr. QE D.

‘ Theor. . Summa duor. quadr. inter se primorum aa-t+bb
dividi nequit per ullum x, qui non ipse sit summa duor.

quadratorum.
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Demonstr. Ponamus x non esse summam duor qu';dr
. o - [ 3
sitque @ —max Fe¢, b —=nx*=d, semperque m et n ita
capi poterunt ut z !
pi p ut fiat ¢ <o @ et d L 5z Cum autem
aa -+ bb ponatur divisibile per x, erit quoque ce 4 dd per
2 divisibil ia cc . i
- e,. et quia cc—[~dd<§mm, quotus erit < %m,
ideogue dabitur numerus z non summa duor. qtlaclr per
"3
quem cc +dd quoque erit divisibilis (Theor. 3). Sit iterum
c—mzte et d—nz+ 1 ay X id
-1 atf, enit e 5 et f<C 55, ideo-
que ee+ ff'< -2z divisibile per z; unde quotus (per quem
ee f itide isti L 1 i '
+ ff ﬂm divisibile existit) <—2- z, qui vel ipse erit
non summa duor. quadr., vel ejusmodi habebit factorem.

ee+ ff< —i—zz, sicque tandem deveniretur ad numerum non
summam duor. guadr. minimum, puta 3, qui foret divisor sum-.
mae duor. quadr gg -+ /z];<% g, quod cum sit absurdum,
s?qflitur summam duorum quadr. ea |- 55 rullum admittere
divisorem @, qui non sit ipse summa duor. quadr. Q E D.
C?roll._ i, F)mnis &rgo divisor summae duor. quadr. inter
se primorum ipse est summa duor. quadr., loquor.autem de
ejusmodi summis duor. quadr. ea 4 bb . quornm radices
a et b sunt numeri inter se primi, nam si esset V. e:r.‘
ea—mz et b—nax, tum aa-bb ﬁtique per qﬁémvis n?z-
merum x divisibilis esse posset. . o

Coroll. 2. Qui ergo numerus % in integris non est summa

_duor. quadr. idem nec in fractis poterit esse summa duor

adr. Sit enis —pp v ppsstgqr -
qua it enim w_q_g—ﬁ—s—z_-z-—lﬁ—gq'r, foret ggss =

ppsSt-qqrr id . . 2970 :
12—, ideoque & divisor summae duoy. quadratorum

- — ki3 -

ppss - ggrr, ergo @ quoque esse debet summa duor. quadr.

in integris. Hievon batte ich lange eine Demonstration um-
sonst gesucht, aber dicse erst neulich sefunden, welche, wie
ich glaube, zu vielen andern Sachen fithren kann.

- Theor.- 5. 8 kn-{1 “fuerit numerns primus, fum certo
erit summa duor, quadr. .

Demonstr. Si enim kn -1 sit numerus primus, demon-
sirayi hanc formulam g*” — b*" quicunque numeri pro a
et b ponantur, semper fore’ divisibilem per kn--1. Bait
ergo vel o** 407" vel a*® — b2" per kn—+1 divisibile.
At semper Snpumeri dantur casus, quibus formula a®®— 6*"
non est divisibilis per &n - 1; iis ergo casibus haec formula
a®" 4 b*" exit: per hn-+1 divisibilis. At a4 b*" est

*. gumma duor. quadr., erge etiam quivis ejus divisor ¥n-+1.

Q. E. D.

Theor. 6. Qui numerus ¢ duplici modo est summa duor.
quadr., ille non est primus. ’

Demonstr. Sit enim e == pp-+qq=rr 4 s¢, ponatar
p—=r-4x etyg —§—y eritpp § gg==r7" 4 2rx -+ xw -
§§—2sy L yy=rr 485, ergo 25y — XX Ayy - 8rax et
— 22y $E, pine ' '

- 1y .
= rrtss—= (:L'x'—i-yf)2+4:~.1;x;+n)+4rrwx +orr
o (_xa:-{—yy)(‘rx—]—yy—{—ikrr—]—lu'r')_
- &yy

Consequenter numerus 4 necessario duos ad minimum habet

factores, quorum uterque est summa duor. quadr. Q.E.D.

Pas theorema: Omnem numerum In quatuor quadrata

esse resolubilem, dependiret hievon:
Omnem numerum hujus formae wm = 2 semper dis-
cerpi posse in duas hujusmodi partes: kx 41 et

semmtes
i
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by ~}- 1 quarum neutra divisorem habeat formae

bp—1. :
welches ich noch nicht demonstriven kann, aber doch nicht
schwer scheinet. — Denn alsdann ist sowohl %o 1 als hy 41
summa duor. quadr. und folglich km -}-2 summa % quadr.
Dahero auch ejus duplum 8m—+ % und hujus quadrans
2m -+ 1 und also omnis numerus impar, woraus die Folge
leicht auf alle numeros extendirt wird.

Des Hn. Mitzlers critique iiber meine Music habe ich
nicht gesehen, ausser was davon in den gel. Zeitungen stehet,
woraus ich geschlossen, dass dieselbe meistentheils iibel
gegrindet ist, indem der Auctor meine Gedanken nicht
genugsam eingesehen. An des Hn. Prof. Knutzen Logic habe
ich eben nicht viel Sonderbares finden konnen; zum we-
nigsten kommt sie derjenigen bei weitem nicht bey, welche
der H. Prof. Segner in Gottingen herausgegeben. Dieses Jahr
hat mir die Akademie zu Paris wiederum die Hilfte des
Preises zuerkannt, welche 2000 livr. betragt.

M. Buffon in Paris hat eine neue Art von Brennspiegeln
erfunden, vermifielst welcher er in einer Distanz von 200
Schub Holz in Brand gestecket, und diese Distanz kann nach
Belieben noch vermehrt werden. ' h

Euler.
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Fiur die mir communicirten theoremata bin ich Ew. sehr
verbunden. Das merkwiirdigste darunter halte ich, dass Sie
meinen, es sey nicht schwer km -2 in zwey solche Theile
ho 41 und &y +1 zu resolviren, welche keinen diviso-
rem hujus formae #p-——1 haben. Ich kann das problema: nu-
merum 8m 4 3 in tria quadrata resolvere auch auf dieses
reduciren: Datis duobus numeris n et p, invenire tertium
hujus naturae, ut 2+ 8n -+ 8px — kex —kx fiat summa
duornm quadratorum, da danm vor « eine solche functio
ex n et p composita gefunden -werden soll, welche unter
andern diese scltsame Eigenschaften habe, dass sie in allen

#) Le premier feuillet de la letire originale étant égaré, le commencement

a été suppléé du livre des minutes.



