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LETTRE L |

Soumainz, Sommation des puissances réciproques des nombres naturels,

"Celeberrimo et acuiissimo Mathematico Lrzonmanrno

Evizio S. P. D. Nic. Berwovrir.

Hagnauerus jlle I V. D. Aroviensis hac transit sub finem
mensis februarii, litterasque Tuas humanissimas, quae me
maximo gaudio affecerunt, uxori meae cum domi non essem
tradidit nunquam postea reversus, ita ut commendationis
Tuae multum apud me valentis fructus nullos tulerit. Cae-
terum pergratum mihi fuit intelligere, me adhucdum in
amicorum Tuorum numero haberi, sed velim Tibi quoque
persuadeas, me inter admiratores praecellentissimi Tui in-
genii non infimum mihi vendicare locum. Doleo sane quam
maxime, quod contra animi mei propensionem rebus ma-
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thematicis jam a longo tempore vacare non possim, impe-
ditus variis, praeter academica, negotiis. Falleris si existi-
mas, me elegantissima Tua inventa et scripta, quae utl
deceret perlegere otiumm mihi nondum fuit, examini meo
subjicere solere. Si quando aliquid mathematici solvendum
aut examinandum suscipio, id non nisi rogatus et otium
nactus facio. Ignosce igitur, quod petitioni Tuae obsecun-
dare volens tantum temporis mihi sumserim ad hanc respon-
sionem conficiendam.

Perplacent omnia quac de methodis Tuis summandi
seriem 1 44 -3 % b ete. scripsisti, eam quidem, ¢quam
pro altioribus potestatibus ex divisoribus infinilis aequationis

53 s . .. v q-
T=8— & 1o — °te Te derivasse dicis, nondum vidi.
Solummodo a Patruo audiveram, Te ex secundo termino

e . .. 58 §h ..
aequationis infimiti gradus 0—§ — — . . ele. -
eq s Infimil g 0—s g —+ 56 ele. inve

nisse summam seriel 1 -3 elc. esse aequalem § mwo,
denotante = circumferentiam circuli, cujus diameter 1; quod
mihi occasionem praebuerat investigandi eandem summam
per methodum aliquam, quam tanquam lusum ingenii cum
D. Jallabert, tum temporis apud nos degente, nunc profes-
sore Genevensi, communicaveram eum solummodo in finem,
ut ipsum in seriebus infinitis exercerem; ipsam autem me-
thodum, contra quam scio aliquid objici posse, quod expla-
natione opus babet, tam parvi aestimaveram , uf nullum
llius schediasmatis apographum apud me reiinuerim, neque
illud Commentariis Academiae Petropolitanae inserl permi-
sissem, i id in mea potestate fuisset. In litteris ad Patruelem
meum -A. 1728 scripseram me incidisse, occasione serierum
recurrentium, in boc theorema (quod quidem etiam alils mo-
dis imveniri et démonstrari potestj; posito sinu arcus 4—3z,

rag
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arcus A=— z,
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radio — 1, esse sinum arcus
nd— A —z2)4av —tyn— V(30 =2V 1
27 —1 ?

. . . s
quae expressio, posito n numero infinite magno et 22 s

sY —1 §V 1
R y
evadit = — =+ — —ete.
3V —1 =S gyt
== sinui arcus s. Quanquam autem, ut recte dicis, hic
sinus sit productum horum factorum

58
(=) (=) (¢
et singula quadrata ss—0, nx, fmnr, 97r 7, elc. ita ut
acquatio praedicta nullas habeat radices imaginarias, non

ete.

tamen puto ex hoe solo legitime concludi posse, summam.

1
Py Lmww’ Smx
gativae COBﬂlClelltl secund1 termini in hac mﬁmta aequatione

. 1 1
omnium — excepto — h. e. elc. esse 1 — ne-

0=14—22 4 2 cic. nisi simul d . ;
5 42 Tip — cte. misi simul demonsiretur, seriem

s -
— = —+~ ;Q_O—etc. essec convergentem et exacte dare sinum
arcus §, quicunque valor assignetur ipsi 5; quae quidem con-
vergentia hic locum habet, sed non in serie ista s—— a1 ete.

quae invenitur pro sinu arcus elliptici, sumtis 1 et ¢ pro
semiaxibus ellipsis. Cramerus, prof. math. Genevensis mihi
scripseral nonneminem contra hanc methodum summandi
seriem 1§ {-}etc, objecisse, quod eodem modo de-
monstrari posset, hanc summam fore —} quadratl circum-
ferentine cujuscungue ellipsis (sumta nempe tertia propor-
tionali ad axem alterutrum et alterum pro unitate) quod
essét absurdum. Haerebam aliquamdin incertus quomodo
resolvenda esset haec difficultas, postea tamen vidi respon-

3
5
dendum esse, seriem 1stam §— =+ ete. crescente s fieri




~nescio quid per solitas infegration’s regulas intellizas, quando
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divergentem, neque exacte dare valorem sinus arcus elliptici,
per consequens coéfficientem negativam secundi termini in

. . . - 8857 -
hac aequatione infinita 0 —1 — ] ~- ete. mon exprimere

. 1 1 1 1

SUmmMAam omnium =, seu non esse — — - i T ann T el
Fortassis autem ex hac ipsa divergentia seriei vel termino-
rum aequationis infinitae concludi potest, ejusmodi aequa-
tionem infiniti gradus semper habere radices umaginarias, id
quod Tibi examinandum relinguo.

*Valde ingeniosa est altera illa Tua methodus, quam de-

2P~ d gzt 29— P14 d
1+ 2§ ) 8€

duxisti ex integratione quantitatum

ais Te per illas invenisse, quod in casu x—1 integralia

dictarum quantitatum reducantur ad et

n
- 7 00S. arc. PT ne
. re el - N tic
g sin. arc. ©- g sin. are. ‘-

. . ] ha
sane haec reductic multum laboris et arts postulat.  Fece h

modum, quo rem perfeci: m

—1
. . . m-f-m 1
Lemma. Posito radio — 1, cosina arcus 4 — ——+—,--—, ¥ et

z
’ | /i

‘ ] p— q —H
- . m m . m nL
s eJusdenl 7 1’ cosinus arcus ¢ A est = t

- : md —m—F 5 2P~ ldxr _ Pdx
et sinus arcus g 4 — V-1 Ponatur T T i—ma - . /‘
a4 bx+cxx... FgaPTl . ypxf e fay—d o axg—2 S
1d-mr—mmzz...—+ md" x4 ?
' {
erit m vel - radix aequationis 1 = x? — 0, seu m? et
m

m™7=— 31 — cosinui arcuum (posita semi circumferentia == )
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s ergo per lemma praemissum est

m 8, B, Ty ele, m¥tm—
0,27, 4m Ba, ete,

r)z+??l 3y ey ete.
— ¢0sin. areuum 7 7 7 7

Invenitur antem

‘g — P - e— Pm7-*

$o—am—Pm =—2Pm ﬁ:%—i—[’nﬂ"“:?f’mg' 8
fc—bm—Pmm=—3Pmm = %—{— Pm?*=3pPm7 ¢
S—ppws e
' _ __ pmPRl g, _m7P 1
hine P — —= el f P fq_'_"@—mx) 7 log R
| et ldx

=z’ positis

. . . m—P
- +29 — aggregato omnium 5 log
§ nempe pro m sucessive omnibus valoribus radicum aequa-

§ tionis 1 *+ 29— 0, inter quos cum etiam sit -—: erit semper

| m— mP X 1 . .
g haee quantitas -—105 1_;}-2;-{— log. ==t realis; ni-

1

: 1 1
mirum Iog. T—mz + log‘ {—m—1g— IO%' 1 —max —

m—lxtazzx’
] 1 1 mdzx m=ldex
et log. —~—n —Jog, — =~ . [ Maz —_——
1 100 1—mzx 10"3 1—m—ly — J1 oz dl—m— Yy
1 mde —m—ldz P . - m 1 m—m1
- — 0 %= et ———— =1
fi—m.r-—m"‘l.'.t"—'—x.r \posito 2 +t t 2v —1 )

| rmdt m—1ldt m—m—1 —4& . -
f = eS= ——— .8, ubi S significat

rr—i¢ - re moe—m
¥ summam duorum arcuum c:rculal‘lum quorum tann‘entes sunt
$ m—[—- m— Y

> et radius — r, quae integratio ita ﬁt qula in

log, —*
—mx Og'l—-m_la.

2
— i —

m=—1
2

§ casu x—0 seu t— integrale lob
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evanescit; hine posito L pro log. ! —
—mx —m— ! e
P
8 T=mz T 108 [y invenitur

. | — 28
log. L
5 1—ma m—nz""1+ 2L et 10 m"'lx—‘mmm—l_'—%L

Per consequens

mP 1 mP 1 YmP — VP o
—log—— loe. — m mP P
g ¥i-— m'_lx—‘_. q 3 i—nzm'_"g\m....m-—l)'s'_!f 24 <L
_ e mamt ‘cet -1
= (si —5— significet cosinum et 2 y sinum arcus 4)
mP—m~F mP4m—P 23 A
=" _ .8 mlym 7y __%sinpd cas p A
gV —1 sin.d T 2g T gsind S+ Ty T L.

e .. xPldx .
Integrahs 1zur 1psius T}-_‘i est composita ex tot quanti-

sin p 4 COSIJA .
tatibus hanc formam ng S - L habentibus, quot
sunt unitates in }¢g, si g sit numerus par, vel quot sint in

—1 . . . .
-5-'—,2-—~; s] ¢ sit numerus 1mpar quo casu adhuc addi dchet

~+ vel —— lob 1+~'f

lJl‘Out p est numerus par vel i unp'n‘ nam tunc posfw m“‘“—l
est 1—mar=1—m~!'x==14 o unus ex divisoribus ipsius

eP—ldzx . .
1+ Pro f ——z7 Vero sumi debent tot quantitates

25111}:)..4 Ls_‘_cosp

__ tates in g1 si .
7 — L quot sunt unitates in fg-~1 s1 g sit

. 1 - . .
sar, vel in = si g sit impar, et aggregato illarum addi
¥ 2 q P ggreg
+ vel — 2 log. L -+ X log.
g 4= ' g
i log —__1?;: in posteriori. -8i pro p substitvatur g —p

g 1
hahebitur f

in priori casu, et

9P ldx - . . . . P ldxa=r{—Pldz
P et integralis ipsius T2t
erit composita ex solis quantitatibus hane formam
mP —m—P+m§—Pmm— 9P .S _\_ mP +m—PA=m?— Pm—9tP L
gV — 1sio 4 2g

—

haben
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nur
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habentibus, sed quia m? et m~7 est == 1, estmd F==—m=7F 5
o 2 q ‘ -+ ‘
T et = m " 9+P —=— mP, adeoque evanescit quantitas per L ' ’
' e P —2m—P 4 s . X
multiplicata , et altera fit zﬂ—i—— = ==F Z4. 8 In
- — 1 sin .4 g sin 4 P‘
+1iL; casu x&—1 ﬁl S:smA( q:-—l A4), et ol
4sin'p A 2simp 4
g sin .4 S...._.. q (WH—A) ({
"_”E-._P ‘ # 3n b=m '
ig L : SIl]JStliT.lt]S igitur pro 4 e]us valoribus T usque ‘ g }|:
o 2 4 g _ L
reus A4) ad 172 7 vel =2 @, LI LA usque ad =2 o oo
y q 9" ¢ ¢ g g
L. vel 172 7 omissis nempe illis qui provemunt ex radicibus '
— 7 pe illis qui p L
t quanti- S . __pw . ppP=ldz—z¥-P~ldx __ oo
| "= 1, et posito B_.—?—: evadltf a7 — -
bus, quot ' E}(sinBﬁ— sin 3B+sin5B. .. usque ad sin (g—1) vel {g—2) B) ’
1ot sint in Y . ‘_ ‘ .
— E?<SIHB+3 sin 3B+5sin5B. .. usque ad (§—1) sin (—1) B

addi deber . om
vel (g —2) sin (§—2) B), aut - (sin 2 B--sinkB+sin6B. ..

usque ad sin {g—2) vel (g—1) B) ——g (2 sin 2B+ sin k B+
6sin 6B. .. usque ad (¢—2jsin {g—2) B vel (g—1)sin (q—-—i)B):

n—nrt nd—p?
uia 4] ) sinu arcus pr— - 1 sm _—"-'———
quia ver po ito sinu arcus B — 21/ est sin 3 B————

to m—-—1,
iribus 1psins

quantitates

— s

— 1 siqsit i sin 5B:T1/_1_

et ita porro, et hae quanhta\‘es compo-
nuntur ex terminis progressionis seomelricae, babetur pro

) . a9+l 9l vl In—nd — e f T2
summa horum sinuum — - =
(1 —nn)2y —1

larom addi

fori casu, et
i_l-:_iz‘? —n Y vel 2 9=t — 9t 1—cosgBvel (g—1) B
‘ (T =—n)2v —1 - 2 s5in B ’
summa autem seriei sin B 3sin 3 B+ 5sin 5 B {-ete. in- I
sin (g 1)BvelqB (g4 1) cos'gBvel geos (g—1)B - . . a}}
210sink 2sin B » suml- i.,
militer summa seriei sin 2 B -sin & B+ sin 6 B - ete. in- :

tituatur ¢ — p
Ydx—ta9—P—ldz
1429
ITIam
I—P+m—9+P
Lg

venitur =
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tos B—cos(g—1) vel ¢.B

' vemtur — T B s et series 2 sin 2B+ 4 sin 4, B
+65in6 B ete. =205 G B geos(g—1) Brel (g4 1) cosgs
20smB 2sin B

Substitutis igitur valoribus harum serierum erit
2Pl dz - af PV dx .
f 1429 :gsinB [1—Coquvel(q—"1)B—.
sin (g41) B vel g B y 1
gsin B + (1 +7) cos g B vel cos (q—i)B]

i 1 sin ;
g sin B [1 -+ ? cos ‘?B—“ (q:-f-_‘——j)B] vel |:‘1 . ongh

. gsm B

—

: . i gsin B
(quia sin qB:sm pn=0 et sin (-Q1)B= sin g B cos B
—-sin B cos ¢ B) o E — gs:Pﬂ’ pari ratione est
2P~ de — a9 P l1ds T i1
/‘ 1‘——.2:'9 :qsinB [COSBMCOS(in)B_;;iiﬁ
: 1) B
+cos (g—1) B:I vel I:cos B—cosgB — Sm;‘*:jﬂ) —-]—(i+ ) ,
o cos }.)_7'77
R __ meosh - q
Loqu]_gsinB— PzQ‘EI
. qSlIl —

Sed tanto apparatu opus nomn esse mihi videtur ad con-
(‘llldt.lldul"ﬂ quod, cum caedem formulae per series integratae
in casu x—1 dent

i 1
S — t
+‘?‘—P tp 99—P+29+P+59—P gt ’*q-—p_l_e ©
t

":1\.4 o

1
rf-—p+ 5’+P 29'-11 + 2q+p 57—;' + 3?+P 4g—p

posutn -";— —z sit

- ete.,

r 1 1 1 1 i 1
sinws _T_‘_ 1.—5—. 1+z'—_2__,z + 2-]-3 + 3z — ecle. et

E N R 1 1 1 1 1 .
smms T 11—z + 1-}s 12—z -+ '2—|—z 5= T etc.

3 quippe

* ghlinen
gzt
logaritk
hetur s

T Cos A
sin sz

- Omitto

aliguan

existim

Sed in

harum

Video
rentiat
T .
sin 2z
facto 2
rem 1

- cedere
fione
sed n
H:
respol
uta’l
Basile



~%sin 4B

g+ 1eosgs

o

(g —1)B—

(9—1)B] =

. sing B

._1 — g 5in .B] —

B—=singBcos B
ane est

singB

cos(q—i)B—qsif‘B

stn(q+1)B+(1+ )

gsin B

:sse mihi videtur ad con-
rmulae per series integratae

1 1 1
— e — ele
Sg—p  3q+v ’*9—p.+
1 1 LN
— ——— + et
5g—p+5§'+f’ 4g—p ’
LI ete. et
% + 2+z. 3—z
1 1
i—z + 24+

— GBY —

qmppc cacdam aeqmlmnes gine integratione formularum

, P ddy =9 P "l de
| : ./ 1+ xd
~ ghtinentur. Qu]a enim sinus w2z est productum factorum
mz(1 -~ 22) {1 —4zz) (4 —}z3) ete., sumendo differentialia
logarithmormm harum quantitatum et dividendo per dz ha-
betur statim

reosws 1 i 1

T 1—= + !__{—_z_ﬂ

1 1
Tsinme T g 2——z+ ?—Fz -

-Omitto brevitatis causa resolutiomem fractionis oo = quae
o

aliqguanto prolixior est, quamgue non uno modo fieri posse

: Ve 1 . . . ..

Iemstlmo, = A= T in fractiones simpliciores
’ & 8 ) £

B £ 1—z+1-|—a—| _i-z+‘1——-{:%_z+eh

| Sed in eo, quad caput vei est, haerco, nempe in apphcatione
| harem serierum ad invenitlonem summae seriei

i 1 1
1+ o 5w s T ot _
Video equidem quomodo ex eo, gquod per primam diffe-
| rentiationem habetur

Zw  __ i 1 1 1 1
b ingms e (1=5)2 -+ (12 + (1—2)2 *ar 5)2 j"z' - etc.

| facto z—=1, summa reciprocorum quadratorum i uweumlm‘, sed

‘rem in altioribus potestatibus continuata differentiatione sue-

Y cedere viy credo; inveni enim seriem ex secunda differentia-

¥ fione ortam dare quidem summam seriel § — sig—l—;-g——-%—i— cte.
sed non seriei, in qua ommnes termini sunt affirmativi.

Vir Celeberrime, quae ad petitionem Tuam
§ respondenda esse duxi, pro premio obsequii nil aliud, guam
expecto.

Hae sunt,

ut a Te meliora edocear; Vale et me ama.

d Basileae d. 13 Jul. 1742.

Dabam
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LETTRE 1l

Somumaring Sujte des recherches précidentes. Développement des. fonctions
trigonométriques en produits infinis, Différentes recherches analytiques..

Viro Celeberrimo et Mathematico acutissimo
Leosmarpo FEviero S. P. D. Nic. BervouLri.

Pairuelis meus mihi reddidit litteras Tuas d. 1 Septembris
scriptas, ex quibus laetus intellexi, Tibi respomsorias meas
ad priores Tuas non prorsus displicuisse, simulque vidi me
a Te rogari, ut 'plus temporis impendam ad amplificationem
scientiae mathematicae, 'qua in re Tibi obsecundarem, nisi
plurima quae mentem alio distrahunt obstarent; adde quod
non ea polleam ingenii vi, ut Te in sublimissimis Tuis spe-
culationibus sequi nedum assequi valeam. Quia tamen per-
mittis, ut rogationi Tuae tantum tribuam, quantum per otium
Licebit, non aegre feres, si hac vice ad ea solum respondeam,
guae non multum meditationis aut laboris requirunt.

7

quae

Non
& .

legiti

hoe 1

arcus

(-

cluasic

. per o

ratio
aequa

et hac
arcus
unde
diverg

aequal
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seédentes.  Développement des {onctinns
‘s, Différentes recherches analytiques,

dathematico acutissime

P. D. Nic. BernousLi.

litteras Tuas d. 1 Septembris
flexi, Tibi responsorias meas
displicuisse, simulque vidi me
impendam ad amphht,almnem
n re Tibi obsecundarem, nisi
strahunt obstarent; adde guod
¢ Te in sublimissimis Tuis spe-
:qui valeam. Quia tamen per-
m tribuam, quantum per otinm
: vice ad ea solum respondeam,

s aut laboris requirunt.

§ per quam idem sinus exprimi solet,
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Videris mihi non recte percepisse mentem meam in 1is,
quac dixi de usu coéfficientis secundi termini in serie

3 5
k) 5
—_ — — gte.
T 1 ¢
Non negavi quod si fuerit

s__ﬂ+ :;0 ete. = s (1 — ;)(1 — Mﬁ)@ - g ete.

legitime concludi possit esse
1 1 1 1
: _G_-E+4ﬁﬂ+'9:r:r+etc"
hoc utique certmm est: Sed hoc negavi quod etiamst sinus

arcus § sit = & 1—-——)(

gte, et —

4
((i -+ ﬂfn—i )nL — (1 —_ ﬂ/; l) ) 21 — 1, eadem inde con-

clusio sequatur, nisi stmul demonstretur seriem

§— — — — ele.
6 + 120
esse convergentem;

ratio negationis est, quia s esset divergens, illa non foret

{ aequalis sinui arcus s aut produ_cto factorum

efe.

(1 =22) (1=

‘et hac ratione resolvitur objectio 111a pe’tita a serie pro sinu

E]
. 3 Y
arcus elliptici s — o + ete. quae crescente s fit divergens,
unde non concludi potest, ut in circolo, ubi series non est
divergens, coéfficientem negativam secundi termini in hac

~+ete. h. e L exprimer
. h. 'sc‘* primere

1 1
poyet —l— e -+ : 9]”: —+ ete.

Petis a me, ut Tecum communicem methodum demon-

aequatione infinita 0 =1 — .—

. 1
SUmmam omunimn —Sj 5eu esse —
5

" strandi independenter a sericbus a Te memoratis et pro-

Pl

venientibus ab integratione formularum ~-——=, quod sinus

*
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avcus 2 sit aequalis producto factorum
mz{l—2z) (1 —%z3) (1 —§zz) et

Mivor Te istud petere, cum facile observare potueris, hane

demonstrationem eodem modo confici posse, que T osten-

disti cosinum arcus §, sen hanc seriem

id es
58 st 58 e
—~5 tw T 1
vel hane quantitatem ST
.5‘1/—-1 s}f ) sen
(1 ) + & (i — ) $1 0 o0, m—
esse productum horum factorum 4 —
‘ 45§ 455 Ggs
(1 ) ('1 9:1’:,-:) (‘l — 55 my) ete. t1s {
] evad
Feee quomodo hane demonstrationem pro ulroque, sinu et b
cosinu, investigaverim. ‘Quomniam sinus arcus s est —
sV —1," s‘l/ 1 2 st sb
22 —1—= S ee sen
({‘-14— I ) (1 ‘) V 1—=s— 6+1'20 ete, '
unus factorum sunphcmm, qui sinum componunt, est s, pro- -1
. ss st . " Bod:
deunte in quoto 1 ——rﬁ——‘rm eliguo- .
s .. . . plia
rum ponatur 4 ——- qui 8 fingatur == 9, crit s = m, ..
. . sV —1 sY — 1.t ‘
et ipse sinus vel (1 —+ — ) — (1 — ) — 0, vel quac
. . ¥—1 ¥ —1N" a1
substituendo m pro s, erit (1 ~+ fiT_) (1 —_— L_) seu vel
my —1N\"?, my —1 ”J. my —1N\" mV—1\"__
(l - [ ) .(1 T ) Lt(1F n ) <1+ n ) =1L i o f
et
er consequens .
( __"_mT/ '1) (1 myY — 1) +(1 __nn/-—i) (1 nﬂ/—i)”__ mod
1
g—2cos2p 7, posito pn pro multiplo quocunque semi- 1eco
cwcum[erentlae, ergo per lemma in litteris meis prioribus divie

communu,atum :




e,

potueris, hanc

quo Tu osten-

) ele.

trogque, sinu el
15 § esl —
53 s®
G + 120

munt, est s,

— ol
pro-

quolibet reliquo-

9, cerit s —m,
Y — 1,
ot e
- ) 0, vel
m¥ — 1\
(i —_— ) sCI
Fr A
m‘]/ 1

o+,
)n: (1 —+- m]j;i)":

qllOCll‘l'lqllG SEll]i-

aris 1meis prioribus

s

; s s : - ss
i lﬂ—ﬁ vel 14 Pt et ex his compositus 4 mTTr

b vel = ¢ etc.. unde factor

JE— —

693

1):(1_::11/—1)_‘_(1__&2:_1/_-_-_) (i+nsz )__

2mni mmy M‘_ o -;,__j_-’_),____
(2”%) ( + =) =2cos = _QV(i — sin® =) =

?711/""‘

{ob n infinite magnum 2 1/(1 e ¢ i ) =2 (1 — 2—%% - etc.):

an

. n mnr pprw
id est ('1 = ) ( 4BV =1 —~ZEEET ete. sen
nn nn
mimn dpprr mm Qpprn 2mm
f — —— — — L —— . efe. seu ——— —— — elc.
nn nn nn nn nn

seu neglectis terminis infinite minoribus ppaw—mm, h. e
m=—:=pm, quo valore substituto evadit factor quaesitus

5 sCrip-

tis igitur pro p omnibus numeris integris, sinus arcus §

4 evadit compositus ex factoribus

s(i ——-2) (i — Mﬂ) er etc.

seu facto SToTE, sinus arcus 7 5 est —
nz{l —zz) (1 —422) (1 —izz) ete

. I . £ . - .
[ Eodem modo si ponatur 1 —— o bro quolibet factorum sim

phuum quantltatls

o+ (1

quae LxPI‘lml'L cosinum arcus g, mvenitur m=—

SY 14"
)
*in, vel *3m,

2s

1__ fit =1 — ( e vel == 1 +(‘2p—-—1)ﬂ:

: Lss
Lt faclor ex his duo]ms compositus 1 — ——5
] p (.2]7—1)2::::’ que
§ modo Tu ope theorematis Cotesiani invenisti, in -quo si

Joco 2 R—1 ponas 2R, ut ae—2ab cos A.?—Rn—l—bb sit

| divisor quantitatis

V’—-—i

it

a"—-—b":(l 4~ ”/“1) : ('l‘w-

e

. pa———
i e T e o
=l

e . e

=
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st

invenies pro factore genérali seriei 1 — f(,i + o — ete
) ‘ \ i ’

&8
Ii.R
theoremate Cotesmno sed’ c'ontmet in se ipsam huJus theo-
rématis demonstrationem,

quantitatem 1 — Mea -demonstratio non opus habet
Inventis factoribus, qui sinum
et cosmum arcus 7wz componunt, fore '

1 1

bl:ﬁ]:rz—_—’_*— i—vz- B i-+3 ‘l—qu- 2+5+3——z m——

—}~ ete. sic.demonstro:

Ql—z
Cosimms ﬂ.‘a(i—-—zm)(i —zz) (1——-z,z) (1 '_“'a“z"") ete.
Cosmz T (h—4rn(1—§538) (1 —#535) (T — g2 e, |
Liff. 10 - d.sin :rz___d-GDSn‘.a__ ez oos e :rdz sinmwz
CosmE  Snmm  COSTD T sin 2 " cosmz
wda __ amds —d, To rt,‘z(i-—zm)(i——i.m)(i—-qz ) ete.
sinmz.coswz  sin3As (1—

haz) (1—4az) () —g52%) e, "
ergo posito 2 loco 2z erit L
mde ima(1—} zm)(i—igzz)(i—:glﬁzz)'etc. .
sin 7 dlﬁ 10% (1—zz) (l—gzz)(l-——gzz) etc, -

dz(—— ﬁ 1_1}_ ‘ 2_5.4( le-z'lf“etc) ..-

el leld(..ll(].O per d z constat Proposﬁum.

i‘dtcor me in Gc! fmsse opmlone Te. sot,nerahter summa— '

tlonem seriei 1 + 5 T 5.,, A . + ete. etiam * 1ibi n est nu-.

in Te -recepisse; sed v1de, Vir Acutissinie,

merus 1mpar
annon juste in hanc opinionem fuerim dcductus per haec
Tua verba ',,Inventls ‘hoc modo (nempe per prinjam d diffe-
'rentiationem) summis seriérum 1ec1procarum quadzatorum,
secunda dil‘férent_iatm ad sumnns cuborum- dedu(,et el

Optima  est metlmdus Tua mvemendl numeratores comn-

: T -4 . M
stantes 4 fractionum ————» M. QUAS fractio data 3> ujus

PR R

 termind

- titatis @
‘ ..og'—[—- B
“viter hu

| d x, pro

tiones, ¢

. ipsiu_s x
. Arina ses
i dicis. "S¢
" _'q'uantita'
.ot B
: "qui o
I aequatio

multiplic

: ‘quantitai
U réales d

quatuor

_ paratae,

constitue

| Eleg:.

ductum

S 4 4-1n.

300° +
ficiens 1t
ditionen

. generale

minos s¢




Y st
L~ 5+ m -

iratio non opus habet

ete.

se ipsam hujus theo-
factoribus, qui sinum

1

1 ! .
2= + E-ez_h‘l_a-{—z -

Vzz) (1 —l5272) ete.

'522) (s — Fa2s) ete.

nwdzcosms
ELELD

mdzsinws

T cosan

)(1-—.:};”)_(1—%-52) ote. .
(1—122) (1 ~fzz) ete,

ey it~ dpap)oe,
2y (1— 5 25) ete. B

1N
-m-—rbtbl.)-.

tunt.

'Te generaliter summa- -

te.. etiam ubi n est nu-.

| vide, _V{r Acutissime,
wim  deduétus per haee
unpe per prinijm diffe-
procarpimn- quadratoi‘um;
borum -'déduce_t';, ete.

riendi numeratores con-

. M .
s fractio dala w cujus

viter hue red-lt,‘. ut ‘{1a’c A; 57
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termini M et I¥ sunt functiones guaecundgue rationales quan-

. titatis @, resolvi potest, posito denominatores binomiales
. &+ B esse. divisores _cognitos denominatoris’ N3 quae bre-

BMdx

. et divisis terminis per

dx, pro @ substituatur :é—“

multiplicatae productum reale praebeant.

- quantitatis @' — ka2 xx + a4+ nulli dantor factores
| reales duarum diménsionum, Tnec aequationis : :

o a4 24 bR =0

| guatuor l’gdices o1+ V(2 +V 3 m:i _"1/(2 "H/_' LA

—3) ita sunt com-
_paratae, ut binag carum in se multiplicatae. productum reale

constituant.

Elegans est ‘theorema, quod dividendo unitatem per pro-

ductum (1 —n) (1— n?) (1 —n®) (4 — n*) etc. oriatur series’

{ - An-2n% 4 3n® 4 50t A= Tn' - 11nf 4 450" -22n° 4

30n® -+ #2nt° 4 56n't - ete. In qua cujuslibet termini cogf-

ficiens indicat, quot variis modis exponens ipsius n_per ad-

ditionem componi possit. Vix credo dari posse terminum

. ér,e_neralem hujus seriei, at legem pl,‘ogressionis ostendi et ter-

minos sequentes ex praecedentibus levi negotio conflari posse

'

Observo eam extendi ad frac-

{ tiones, quarum .numeratores M sunt functiones irrationales

{ ipsivs x, ét generalioi'em esse ea, quam Moivracus ex doc-
.‘.ﬁ'ina' sericrumi - recurrentivm deduxit in Miscellaneis  analy-
I ticis. ‘Sed in hoc Tibi non assentior, _quo.d"existimes_'omnem
,'qﬁantitatem' algebraicam, si mon in factor‘e.‘s simplices reales
La4 Bx, saltem. in factores trinomiales o Ba -y o,
§-*qu1 omnes sint reales,’ resolvi posse, et radices imaginarias -

acquationum semper -ita c'dinpglratas esse, uf binae in se. -
Ex. gr. hujus

o ——————

Lt
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existima; en pro bac re novam speciem trianguli artthmetici
cujus talis est constructio:

1. L

i 1. 1L

0. 1. 2 I

6. 1. 1. 3. IV

0.0 €. 1. 5 V.

0. 0. 1. 1. 2. 7. VL

6. 0. 0. L, L2 tt. VI

0. 0. 0. f. 1. 1. & t5 VIL.

0.0 0. 0. 1. 1. 2 & 22 IX

5.0. 0. 0. 1. 1. 1. 2 7. 30 X

6. 0.0 0 0. 1. & £ 3 8 K XL

0.0, 0. 0. 0 4. 1. 1. 2 & 12 56 XIL
0.0.0. 0. 0. 0. t. 1t 4. 2 5 th 77 XL
0. 0. 0. 0. 0. 0. 4 1. 4. 1. 3. 6. 21 101 XIV,

{naelibet series horizontalis incipit, ab unilate praclixis tol
cyphris, quot unitates (:ovntiuentm‘ in dimidio numeri, qui
exponit quotum sevici unitate vel binario minutum; sic
series horizontalis VIIma incipit a 0. 0. 0. 1. “Ex numeris cu
juslibet seriei horizontalis formantur numeri illius serict vew
ticalis, cul imminet numerus romanus seriei hovizontali ad
scriptus’ hoe modo: Summa tpti'Lis scriel horizontalis dat pri
mum terminum seriei verticalis, ex-gr. summa seriet V][ma
0.0.0.1. 1. 2. 1% dat 15; cadem summa, demto vltimo ternino
serici horizontalis, praebet secundum terminum seriel verti-
calis, ex gr. 15— 11 =1U; ab hoc numero si dematur pen-
ultimus  ejusdem seriei horizontalis, residuum erit tertius
numerns seriei vertivalis, ex. gr. v -— 2—2: ab hoe si de-
matur antepenultimus seriet Lorizontalis, remanel quarlus in
serie verticali, ex. gr. 2 — =1, ¢l ita porro; sed quam

prin
est,

" tate

min
addi
BCX]
qua
nun
sem
nen
ita,
m ¢
iX

Tur

~In




6 —

. speciem triapguli arithmelici

.

2. X

7. 30. X,

3. 8. 2. XI.

2. & 12, 56. X1

L. 2. 5. 1k T7. XL

{. t. 3. 6. 2L 101. X1V,

cipit  ab unilate praefixis tol
ntur in dimidio numeri, qui
s vel binario minutum; siv
a 0.0 0.1. Ex numeris cu
wtur nowmert illins serici ver
omanus serici horizontati ad
Hus seriei horizontalis dal pri
i, €X gr. summa scriel Vi[mae
sumnm, demto ultimo temninu
undum terminam seriei vertt-
hoe numero si dematur pen-
sintalis, residuum Cerit tertius
gr. i~ 2==2; ab hoe st de:
rvizontalis, remanel quarlus n
— 1, et ita porro; sed {[liam
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primum pervenitur ad unitatem, nihil amplius subtrahendum

-est, sed reliqui ommes loci vacul in serie verticali per uni-
"tatem sunt supplendi. Usus frianguli hic est: Primus ter-

minus cujusque seriei verticalis ostendit quoi modis per
additionem componi possit numerus romanus eidem super-
scriptus; sic VIII 22 modis componi potest; idemque tan-
quam ultimus in serie IX horizontali ostendit quot modis

- numerns IX componi potest ita, ut maximus componentium
. semel tantum sumatur; penultimus in serie IX horizontali,

nempe &, ostendit guot modis numerns IX componi potest
ila, ul maximus compenentiom bissumatur ; antepenultimus

1 in eadem serie, nempe 2, ostendit quot modis dictus numerus

X componi potest ita, ut magimus componentium ter snma-
tur, et ita deinceps. Tece alium modum:

0. I il U TV. V. VI. VI. VIL IX. X. XI. XIi. XL
0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. ¢ 0.
EUE P VRN PO O PR P R TR DU PR PR B
01, 4. 2. 2. 3. 3. & & 5 5 6. 6.
"2"& 1. 2. 3. &k 5 7. 8 10. 12, 14
3t 4.2 3 5 6 9t 15 18

501 1. 20 3. 5. T.10. 13, 18

7]t 20 3 5 T ik

'{1‘]“’__1. i. 2. 3. 5 7. (i

5. . 1. 2 3 5 T

281 1. 1. 2. 3 5.

§""0'] . 1. 2. 3.

2L L2

56.] 1. 1.

77.] t.

101, |

JIn isto triangulo numeri ila sunt formabi: In prima serte
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horizontali sub numeris' romanis scribitur 1. curn meris cy.

phris; sub his merae unitates; duo priores numeri secundae

seriel horizonialis 1'eljet'ljnt1u' in terbia, -tres prioreé hujus .
reiaettmtur in_ quarla, qua’tudr priores ‘quartae. répetunturr
in - quinta et sic porro. Qui‘libgt' terminus alicujus seriei ver-
ticalis est aequa]is' sommae 'aliquéf terminorum alius seriej
vertlcaha, quae anterior est tot locorum mtenallo uno'

,demto, quotus 1Pse termmus quaesrtus est in sua su‘1e, et

idem - quotus ostendit quot termini in’ serie -anteriori addi
debeant, 'si’ modo . tot sumi possint, si non, integrd  series
anterior ar,mplenda sty sic sextus' numerus seriei verticalis

0. 1. 6.12 .15.13.11.7 ete. hoe est 13_..‘0h|-1—|-\3—|—h +3-|_2

quae series anterlor est’ qulnque locorum intervallo. Usus:

“Summa CIlJ'LlSll])et seriel verticali$ ostendit quot modis per
additionem componi- potest numeius romanus eidem super-
-scrlptus sccundus terminus LJllsde]n -seriei ostcndlt unicum

modum, quo idem- numerus ex unitatibus compomtur ter-

* tius ostendlt quot modis idem compomtur ita, ut maximus

componentmm st 2 quartus quot modls ta, ut mammua,
componentlum sit 3 qumtus, quot modis ita, ut maumus_
componentium sit %3 et sic porre. Sed hae(, Tibi jam nota
esse nullus dubito, .ut et guod series th‘lZOl‘lt:ﬂCS p lehcant ,
goéfﬁ_éientes'vt'ermihorum ortorum " ex dnrlslone unitatis _per .
(1 —n) (1 —nn) (1 —n’) éte. - : '

In hac serie

n®—nt—n*+4n®4n’—n'* 15+n“—]—-n"5 n¥— ete.
quam invenisti aequalem produ(,to (1—n) {1 —nn), (1~— n®)ete.
expanso ; différentiae exponentinm proorr,dmntur ita 1,1, 3,2,
5,3,7,%,9,5, ete. qm numeri alternatun depromll sunt

- ex serie 1, 3, 5,7, 9, efe. et ex serie l, 2.3, &, 5, cte. quae

proprietas fortassis ex nalura rei pec solum per inductionem




ibitur 1, cum meris cy-
yriores numeri secundae -
lia, res priores hujus -
res  quartae repetuntur
iinus alicujus seriei ver-
terminorum alius seried
pcorum’ -inter-va‘llo‘ uno

tus- est in sua serie, .et .

in’ serie -anteriori addi
st nci'n- iutegra‘ series
umerus seriet verticalis
_0+1—{—~3—-{—lt +3—]-
rum intervallo. Usus:
stendit quot modis per
‘romanus_ eidem super-
geriel ostendil, unicum
Lti]:_itls componitur; ter-
yitur ita, ut maximus
modis ita, ut maximus
meodis ita, ut :nm.'tinms;_
Sed haec Tibi jam nota
« hq".rizontale,s Pnagheant
divistone unitatis per -

n** —{«n“ 1% — ete.
—n) (1-—;111) (;l — n®)etes
grediuntur ita 1, {, 3,2,
ernatim deﬁl"mn‘ki sint
1,2, 3, %, 5, ete. quac
solum per inductionem
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demonstrari polerit; sed in hanc rem inquirere nune non
vacat.

Valde mihi placet: methodus inveniendi et summandi

series per differentiationem et integrationem, eamgque ulterias

extendi posse existimo. E:&empluin‘ quod affers in fine litte-
rarum Tuvarum inverse ordine welius, ni fallor, demon-
siraturus fuisées qua ralione demonsiratio simul vice in-
vestldatmms a prlorl fulbsct Si enim sit -

. ‘ _2_211
= 1T‘|-fz—|—1+2n—|-l 3)1——]—1+etc H_i +n—|—1+2n—f—1

=i . P LI S

, I'm‘f-i—-etc. erit s = o+ T Tagy T el

d.so=/{1 »}—w”—}—w“—l—etc)dm swd.se—

a1 z2n +1
( + T 4 prEs -+ ett') (1 4 " ~}-w2"'—|‘~et'c.) da ==
(m+f€ﬂ+1 ( m)l_l_-m?fﬂfl (1 + n—f—i _|— 2n+1) +

5"+I 1 + rz+1 +2n-—|—-1 7 5?1.-—]—1) + Lt(‘) dx

ft mtegrando

n+2 . . t"'n"'o

. -,.sswﬂc‘:ima"+ ( —|—n_[_1)+2u+2( +FL+I+‘211+1>

zn—{-z 1

3n+2 ( _Jr Jl-—|—1 + Qn_l_j 31?.-]—1) —+ ete.

sen

I'»i_53$:i+rz+2(i+n+1)+2n+2( +n+1 2n+) +_.

1

Sn—l—ﬁ( +ﬂ.+1 =+ “dn4-1 - 511—]—1) + Etc Q. E.D.

.Mulhphcando dequatlonem

Ssrawe—ixx (
E 3 + n-—l—ﬂ l n—{—iw + ete,
per d.sx et dividendo gjus integralem per x® invenitur
simili modo

|
;_

gt

St




ahn 1 1 1 T
s ) (1) o (Ut e+
' 1 1 - 1 1 1
5oz (3 + iz (W) T (U gy ) F |
1 1 1 1
Snd-2 (i + ;—I-_l —!— 2741 + -T—]—l_)) + ete.

i ita porro ad altiores polestates ascendi potest.

Reliqua Tua pulcherrima theoremata, qie abstrusioris
sunt indaginis examinaho quando  mili plus otil suppetel.
Interim vale et mihi fave. Dabam Basileac d. 2%, Ocihr, 1752,




11 () +
|
(et )+

1 1

——1 i — e o et - .
lnt2 (1 _l_EiH +2n+1) +
1 3
il + 5::.-|—-1)> + ete.

38 ascendi potest.

ieoremata, quae absltrusioris
1o mihi plus ofii suppetet.
Basileae d. 2&. Ocibyr. 1742,

St

g

St
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LETTRE III.

.

SDMM;UI_&E. Signification des séries infinies, Décomposition des quntiids  algd-

briques en factears, Controverse entre Bougner et Fontaine,
g

Celeherrimo viro Lrownarno Borgno S, PDn
Nic. Brawouror

.

i mihi gratiam facias resl")onsionis Justae, quam debeo lit-
terts Tuis humanissimis Jam ante % menses ad me datis, est

quod Te enixe oro. Iia enim variis districtus sum negotiis,

ul parum operae dare possim profundis
laboriosissimis mvestigationibus,

meditationibus ani
quales requirere videntuy

materiae ab acri Tue ingenio proponi solitue. Bona igitar

Tua cum venia paucissimis me nunc expediam.

Miror me Tibi®non intelligi in re levicula, quae Tibi
ignota non est; mihi enim persuadere non possum Te sia-
tuere, seriem divergentem, cui licet in infinitum continuatae
semper aliquid deest,

dare exacte valorem quantitatis in




02 —

seriem fresolutae. Quermadmodum ex. gr. '1—1'— non est —
. —

{ ozt . L Aa®, sed == 1+ a-fme 4+ o’ .
1

oo zot . . e e

A P ita quogue sinus arcus elliptici s non est =
e 58 . .

s — 3 4 ete. sed = s— 53 4 ete. 4 vel — functione ah-

qua infinitt gradus arcus §. Quamvis igitur iste sinus, ul
in circulo, fortasse etiam sit — § (1 — —S—S'> (i — 22 Vete.,

. 2 o %94
non famen series s ————;—c;-—\— etc. eidem producto aequalis erit,
in qua conclusione nos ambo CONVEnInus.

Recte se habel methodus Tua inveniendi factores trino-
miales quantitatis algehraicae ope angulorum, sed eadem,
ciont omnes aliae methodi hic adhibendae, necessario requirit
resolntionenl aequationum altioris gradus, quae rarissime
expedite conficitur. At erravi, quando in posterioribus meis
litteris negavl, omnemn quantitatem algebraicam, et in specie
hane PSS N 1oL L Tl o in factores trinomiales reales
Erroris ansa haec fuit: Sciebam Cartesium

resolvi posse.
docuisse modum resolvendl aequationem biquadraticam

_ ac‘—{—pm"’—\—-qa:ac—lr—rw—}—s:(]

in duas quadraticas wax—t-yoe +i=0 e T — Y 0 U= 0
ope aequationis cubicae vel aequationis sex dimensionum, in
fqua potestates impares coefficientis y deficiunt, et porro
sciebam unam ad minimum radicem hujus aequationis cubi-
cae, quae est yy, esse realem, sed quia credebam, eam ra-
dicem posse esse negativam, concludebam y tunc fore quan-
itatem imaginariam; et in exemplo a me allegato aggregatum
radirum =1 LV (@2+ y —3) et w:1+V(2_V~ 3),
vel radicum a=—1—V (2 4V —3) et x= 1—V@—V—3
ahsque ulteriori examine guantitatem imaginariam esse puta-
ham. Sed a Te monitus et re accuratius examinata, com-

=+




rit

ne
els
rie
les
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bi-
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m
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-3)

ta-

A e o SR e

— 703 -

peri aequationem praedictam cubicam semper habere unam
radicem yy realem affirmativam, quin etiam ipsum madum
addendi quantitates 1+]/(2+-1/»—3) et 1+1/(2—1/— 3)
detexi. Sententia igitur mutata nunc affirmo, assertum Tuum
demonstrari posse, dummodo cencedatur (quod nemo negabit)
ommnem quantitatem imaginariam considerari posse instar fune-
tionis alicujus vel aggregati plurium functionum quantitatis

vel quantitatum hanc formam habentium b == 1/——a, ubi b

significiat quantitatem realem vel 0, et o quantitatem realem
affirmativam; jam vero ommes potestales, radices, functiones
binomii & =+ ]/-— a, et aggregata plurium ejusmodi func-
tionum, ad simile binomium B =V — 4 reduci possunt,
unde sequitur, in omni aequatione alzchraica radices iinagina—
rias habente, quaelibet paria radicum cognatarum hac forma
exprimi posse & — B —]/— A—0et x—B 4 ]/—— A=0,
adeoque ipsam aequationem in factores trinomiales reales
hujus formae xx—2Bx4BB + A=—0 resolubilem esse.
Ex. gr. si ponatur V b+ l/-——a): B+ V—‘A, erit
b+V —a—BB—Ax 2BV —4;

quare si fiat b—BB—A4 et 'l/— a—2BY — 4, seu
a=h ABB, habebitur BB=b -4, et e =k ABB=—% bAY+8dA,

hine d— =273 D o BB—b 4 A= bAYGIED  bo-

sito igitur 5=2, a—=3, enil

a==277, pp=247, o p="CED.

v

Sic si ponatur la/(bi"l/——f o)—= B+ 1/._.... A, erit
btV —a—B +3BBY —A—34Bx AV —4;
quare si fiat 6= B*— 3A4B, etV —a=(3BB—A4)V —A4,
seu a—9 AB*—6A4AA4ABB+ A,

. . . B® b .
habebitur per priorem aequationem A =55 quo valore i

smemeae

JESRRNr

o




pe=a

i
:
:

—_ 70k -

posteriore substiluto, erit 27 a B*— 64 B*— 485 B~ 1501 Be... b’ﬁ
vel 27 b0 B® - 27085 = 6k B® — 485 B¢+ 12 b b B — p3y
¢l extrahende radicem cubicam 3B ls/(b b4 a)== 4B — bf‘.
quae aequalio cum sit cubica et imparium dimensionnmﬂ

sequitur B, et per consequens etiam 4::%-—-2 habere ari
minimum unum valorem realem. '

Janm a longo tempore non vidi Commentarios Acad. ]iug?"
Gall.; hine ignota mihi fuit controversia inter D. Bouguer ef
. de la Fontaine agitata de inventione theorematis, quod miht
acceptum refers. Ego quidem bac in re nullins inventlionis!
gloriam mihi trihvo, uipote qui proprietatem illam fm.'mn:f{
larum differentialium, quae huic controversiae ansam dedit,
nen instar theorematis proposuni, sed instar axiomatis 5111';—‘i:"
posui, quod ex sola notione differentialium, efiam sine in-

spectione  figurae , cuivis manifestum esse putabam.  Vid.”

1
¥

Suppl. Act. Lips. Tom. VIl pag. 311 ibi: nunc foc ident;
ddy ete. et pag. 312 ibi: unde aequatis his duwobus valori—‘
bus ipsius ddax ete. Adhibita autem figura, haec proprictas?
statim in oculos incurrit. Si enim sit (Fig. 60) A E=CF=—dx,
et BE=Pdx posita y constanle, et CA=Qdy posita x
constante, erit differentiale ipsius Pda pesita y variabili et
« constante — DF— BE—DB—FR— DB — CA=dilfe-:
rentiali ipsius Q dy posita o variabili el y constante. Qua "
super ista proprietate differentialinm fundata est C(ms-‘l::"uutioE
trajectoriarum orthogonalium a me exhibita in Actis Lips..
1749 pag. 295 et seqq. communicabo hic Tecum ejusdem

constructionis demonstrationem analyticam, quam olim con-
cinaiam nondum publici juris fecl. Sint (Fig. 61) curvae
secandae DEF, GHI, curva has ad angulos rectos secans |
HF, ipsarumque coordinatae communes AB, AC—y, BE
vel BH, aut CF vel Cl=—uw, sitque aequatio curvarum




M e "

S—Gh B — 486851505 B5-. b*@
P B8O BY - 120 b B )y

8 i
n 3BV (bb+a)= kB — i
t el 1mparium dimensionomd
BE 0

k¥

m. r-

i etiam A4 = hahere a

vidi Commentarios Acad. ]{cgﬁ
troversia inler D. Bouguer ef
ntione theorematis, quod m‘ihf
hae in re nullins invenionis,
ai proprietatem iflam formus
it controversiae ansam dedit}
ai, sed instar axiomatis 511]_'313:‘

I IS RO N e

fferentialium, etiam sine in-'

ifestum esse putabam. Vid,

e

ag. 311 ibi: nune hoc idem;
le aequatis his duobus mlor"i-i
wiem figura, hace proprietas?
im sit {T'g. 60) A E=CF=dx
e, et CA=—Qdy posita x
us Pdx posita y variabili et'_
' FE= DB —C4—diffe-
aviabili et y constante. Quiaf
dinm fundata est constructio -
v me exlibita in Actis Lips.

unicabo hic Tecum ejusdem:

N . 1
analyticam, guam olim con—!

feci. Sint (Fig. 61) curvaeg
as ad angules rectos secans

mmunes 4B, AC=y, BE

. sitque aequatio curvarum

C— 705

secandarum generalis dao—pd Y+qda, ubi a significat
parametrum variabilem, sive lineam, ex cujus mutatione mu-
tatur curva secanda; p vero et g sunt quantitates datac per
&, ¥, a et constantes, 8it porre 0 nota differentialium quando
a constans ponitur, et ¢ nota differentialium quando ¥ con-
stans ponitur. Quia curva HF secat curvas DEF, GHI ad
angulos rectos, subtangens curvarum DEF, GHJ cadem est

ac subnormalis curvae secantis HF, id est s }E i %ﬁlf,
. ‘ 4
sive d y=— pdx, quae est aequatio generalis curvarnm H F,
In qua si pro do substitutatur ejus valor p dy +gda orietur
dy=—ppdy —pgda, vel & — __ _P7_
J E P J P"?' 2 da 1+PP

Eadem ‘aequatio etiam sic invenitur: Quia triangulum EFH
est rectangulum, erit HE* = FF? | HF?, sed

C HE"=d%* = gqda®, EF*— x4 dy*=ppdy*4-dy?,

Hi*=da*4-dy* =ppdy*+ 2pgdyda -+ ggda®4dy?,
hine gqda* =2ppdy*+ 2pgdyda -+ ggda® -+ 2dy2?, sub-
trahendo ggda® et ‘postea per 2dy dividendo, orietur
- O0=dy+ppdy+pgda,

ut antea. Quia vero quantitas g n curvis secandis transcen-
dentibus non data est, tentari debet cjus eliminatio per se-
quentem considerationem, in qua valor lincolae IF duplici
modo invenitur, Nimirumn JF—=HE +0HE—=/Jx+4 00w,
sed est quoque JIF=¢0CF— ¢BE+¢9dBE— dx~-Jddx, hine
ablato utrinque dx, eril d do—= ¢ dx, id est (quia dz— gda,
et dw==pdy) dgda=4dpdy, hinc Bq:%i—y, cujus in-
tegrale haberi potest, saltem per quadraturas, si & non .in-
grediatur quantitatem ¢ p; debet autem in integratione addi
talis quantitas ex o et aliis counstantibus composita, ut in

casu AB—y==0, HE sive gda evadat G — d‘,AD‘; datur
&5
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autem recta 4D ob datmm positionem curvarnm secandarum

in @ el constanti}ms guae si ponatur — F, erit in casu y

g=. Sx modo invenia aequatio differentialis 0g— ——— Spdy T Ay com-

pavetur cum aequaticne curvae HF supra invenla —f_ 1—:1":;"}
vy
rg __ pip

N —f 7
E’t‘.PGFIGtUl‘ — ’ s quae aequ'mo 1115(‘1'Vlet ad mve-

g 1+
piendam curvam LM pro qualibet curva sccanda GHL
ut abscindende aream datae magnitudinis 4LMB, ordinata
MB producta secet corvam GHI in puncto aliquo H trajec-
toriae quaesitae HF, & ordinata carvae coustruendae BM—z
respondens abscissae AB—7. Appeﬂetur area ALMB—SE,
sitque  generaliter &8 — zdy - u da, erilque ut supra
déw—¢6dm, ita hic 968 =725, id est duda=02dy;
quia vero d8—uda, et in casu y—— 0 omnes arene. ALMB
evamescunt, evanescet quoque ¢85, adeoque in casu y—0 erit

u=0. Ponatur 2= % & 19 et area abscindenda ALMB—C—A4;

ubi C significet quanhtaaem constantem et 4 quaniitatem in-
veniendam compositam ex a et constantibus, sitque d A—=bda;

et erit dS —zdy t-udae—=dC—d4d=——10bda, sive

iy u—]:b —r7
da, — 2 i-]—p_p
. . . Ag—qo
hine g — &0 J’P)_i‘l'PI et,&+b__, ot O 11",
2y nn

et quia in casu y =0 et n— 0, erit in hoc casu b:]iz

aE ot 6du_.,dA_£l—J::

(si m penatur ——n in casu y == 0)

mida

Sed supra invenia est asquatio O da==dzdy sive

dy ___ du —pq _ —-g
da 8z -I—fJ]J'_—_ nx




onem curvarum secandarum

tur — E, erit in casu y—0,
pdy

differentialis 8q— pty. 3 com-

_5”9'
1-—{»—1) ;J
iequatio in-serviei' ad inve-

F supra mvcn‘m y

Jibet curva secanda GHI,
mitudinis 4LMB, ordinata
in puncto aliquo H trajec-
wurvae coustruendae BM—z
ypelletur avea ALMB—=S,
-uda, eritque ui supra
¥, id est ouda=dzdy;

— ( omnes arcae ALMB

adecque in casu y==0 erit
dhecindenda AEMB=C—4,
- mtem et 4 guaniitatem 1n-

wantibus, sitque dA=bda;

-dA——bda, sive

"P‘l’
Tpp’

_ o fzr)q—-’gan.
}—b_—';y et ah’r_T,
erit in hoe casu b::%:

1 F {5
2, et bde==d A =7

Bu-cla:: dzdy sive
_ =9,

1tz

.8 -
hing 2% — TR o 20 4 om (quia —g _ _pdp
=1 7 g q ifpp
P8y % ( 14ppy Spdp 8p 8n ..
1d-pp = (ob 2= _P_’i_ 1—_'4':1')'}_) - F — 5 id -est .

dn ) ) ;
(quia dn=2an-+dn) — — T% — —PE — J log. ZCL;I;_J@,
qued est illud ipsum, quod praecipit constructie iradila in
Actis Lips. loco citato. Sed hic filam scriptionis abrumpo,
reliqua pulcherrima epistolae Tuae contenta examinaturus,
cum otimm, quo maxime indigeo, nactus foero. Vale.

Dabam Basileae die 6. Aprilis 1743.
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Sommainz Considérations sur les sommes des séries divergentes. Racines
iimaginaires (es équations, Résolution des quantitds algébrigques en divi-
seurs trinomiaux rdels, et des dquations de degrds supdrieurs en dquations
quarrdes, Theéoréme de calen} différentiel.

Viro Gele])erri_mo Leown. Forero S. P. D. Nic. Berwouvrwr.

Patruelem meum et Cl. Wentzium rogavi, ut tarditatem
vesponsionis meae ad posiremam Tuam epistolam apud Te
in suis Htteris excusarent, quo.d factum, ut spero, benigne
accipies. Ne autem omnino desim officio meo, responsionis
leco pauca quacdam monebo. Ne disputatio nostra de sum-
mis serierum divergentium in logomachiam abeat, opus est,
ut mentem meam Tibi clarius aperiam, Ideam summae seu
aggregatl pluriom terminorum non posse copularl existimo
cum idea terminorum sine fine progredientium, et has duas
ideas contradictorias esse statuo; illa involvit conceptum ter-
minorum omnium, primi, ultimi et mediorum, in ista autem
von involvitur conceptus ullimi, sed mens a cogilatione




E IV.

nmes des séries diverpentes, Racines
ion des quantitds algdbrigues en divie
ions de degrds supdrieurs en dquations
‘entiel, )

—_—

tzre S. P. D. Nic. Beayourwr.

zium rogavi, uwt tarditatem
o Tuam epistolam apud Te
factum, ut spero, benigne
im officio meo, responsionis
‘e disputatio nostra de sum-
gomachiam abeat, opus est,
seriam. - Tdeam suwmmae seu
on posse copulari existimo
rogredientium, et has duas
illa involvit conceptum ter-
et mediorum, in ista autem
> sed mens a cogitatioue

ultimi, et per tonsequens etlam a collectione primi, me-
diorum ‘et ultimi absteahitur. Hine distinctioneny inter in-
finttum absolutum et infinftum  determinatum non admitto,
sed ommne infinitum, quod caleulum ingredituy, tanquam de-
terminatum concipi dehere contendo, et hine quogque pro-
prietates aequalionum finitarum algebraicarum, quod ex. gr.
codfficens secundi termini negative sumtus sit aequalis sum-
mae omnium radicum, ete. non recte applicari existimo ad
aequationes habentes terminos sine fine progredientes, quo-
rum nullus ut ultimus consideratur, et in quibus aequationi-
bus per tonsequens neque numerus neque summa radicum
concipi potest. Seriei { — 3 —+ 5 — 7 ete. summa exprimi-
tur per ulthnum terminum hujus seriei { -—2 43 —u ~- ete.
et quando nullus concipi potest hujus seriel ultimus termi-
nus, nulla etiam concipi polerit swmma prioris seriei, aut
si velis illa summa erit —=——00.— 1%, non eiut'em:O, a
quo valore series 1 — 3 -+ 5 — 7+ etc. tanto magis recedit,
quanto magis continuatur, quamvis illa formetur ex gquan-

. 1—1 ) . p ,

titate T — 0. Sic- etiam series 1 +24-54-84-16-1etc.
. 1 _

formata ~ex quantitaie T 2: — 1, revera non est - —1

At dicis ejusmodi summationes Te nunguam in errorem de-

duxisse, et memini quoque me ipsum ejusmodi summationibuys
usum fuisse in investiganda summa seriei 1 +%‘|‘:§+II€_|‘ ete.
Jam vero hoc est id ipsum, qued innuere volebam in Pi‘ima
mea ad Te data epistola, cum dicebam posse aliquid contra
meam methodum objici, quod explanatione opus habeat,
quia multis absonum videbitur, seriem infinitam numerorum .

affirmativorum continue crescentium aequalem poni numero

negativo finito. Existimo igitur, respendendum esse, quod
ejusniodi serierum divergentium fictitiae summationes in or-




rorem non deducant tunc, quando per seriem divergentem
intelligi debet quantitas aliqua in seriem resoluta, vel tunc,
quando sine respectu ad quantitales, unde series divergentes
oriuntur,
residua infinita in summatione neglecta se invicem destruunt.

plures ejusmodi series in calculo occurrunt, et

Aliis vero in casibus ejusmodi summationes facile in errorem
deducere possunt. Ex. gr. series recurrens '
14+1--2+4+34+5 484134 ete.

— — 1, et series geoineirica

1
1—1—1
{4+ 24k + 84 16 J-etc. ex guantitate -11?2:

tamen hine concludi debet ambas istas series esse aequales,

formatur ex quantitate :

— 1, non

cum singuli termini hujus, excepto primo, sint majores sin-
gulis terminis iilius, differentia magis et magis crescente,
quippe differentiae constituunt hane seriem

' 0+1+2+5+1ﬁ+2!|-+etc.

—3 _]_ 7 _]_,,*“‘ 0.. Sic quoque absurdum

seriem recurrventem 1-+3-}- 84194534 etc.
aequalem esse soli’ primo termino, totum agquale minimae

oriam ex quantnale

essel dicere,

. . . 1
parli, attamen illa formatur es quanntate e Tl B

3142

Quicunque negare vult, radices imaginarias aequationum
considerari posse tanguam functiones binomiorum hujus-
modi a--V —b,
imparium dimensionum  semper habere
radicem realem, et numerum radicum imaginariarum sem-

codem jure negare debet,
ad minimum unam

per esse parem; utrague enim assertio eodem recidit, et nu-
merns radicum 1magmar1arum ideo par esse statuitur, quiu
in formationem illarum ingredi censetur latus quadralum

quantitatis negativae.

aequationes

¥ -

— T4

Modus, quem affers resolve
divisores trinomiales reales, no
qui irrepserunt in caleculum Tu
ot pafgre-trod-s—=0 d
sx--yo-+0==0 Pro aecqu
e et o, debet peni zz—pzt-w
radices sunt £ et &, dehet poni
azf-pr-t-u=0 et zz-{-tz-
scripsisti,.  Deinde ex  aequall

p=aty, g=L+tay —t-
invicem comp’x“atzs, resuliat ae
rr—pri+pps—

non vere haec rr—pri--p
substituendo g—1 pro u hahe
f—gtit(pr—1lhs)t—

foco Tuae

t*—qgtt—(pp—p r—i—
Quamvis igitur ¢ et 2 habeant
dum tamen sequitur radices a
et zz— itz s 0, nempe .
demonstretur ipp—u et 1t~
Idem dicendum est de aequath
in qua licet guantitates 4, B, ¢
imparis gradus, tamen adhuc ¢
dices z, quas ponis esse &, ¥,
gua sex dimensionum x® 4 pux’
per tres divisores reales wax—-
et wx -+ ex-{=0. Melius i
Cartesti tollendo secundum ters
et quaerende ipsas guantitates
mas vel producta. Sit ex. gr. a



fo per seriem divergentem

seriem resoluta, vel tunc,
tes, unde series divergentes
; in calcule occurvunt, et
ielecta se invicem destruunt.
mimationes facile in errorem
s recurrens

L8 4 43 - ete.

= —1, et series geometrica

[uantitate —11?2‘"_“:— 1, non
as istas series esse aeguales,
ito primo, sint majores sin-
magis et magls crescente,
1anc seriem

t 4+ 2% - ete.

=0.. Sic quogue absurdum

A3+ 8419 4+-h3 - ete.

10, tolum aequale mininae

uantitate = 1.

1
T— 31142

tes imaginarias aequationum
ctiones hinomiorum hajus-

negare debet, aequationes’

hahere ad minimwm unam
wicum imaginariarum sem-
ssertio eodem recidit, et nu-
leo par esse statuitur, quia

censetur latus quadraium

et

Modus, quem affers reselvendi quaniitates algebraicas in
divisores trinomiales reales, non est perfertus, et erroves ali-
qui irrepserunt in calenlum Tuum. Sint ex. gr. aequationis
2t 4-prtgae—re--s—0 divisores xx - ex+ B —0 et
gx-+yaxtd=—0 Pro aequaticne, quae continet radives
@ et ¥, debet poni zz—pz-4-uw==0, et pro aequatione, cujus
radices sunt @ et J, debet poni 22—tz 4 s== 0, non autem
sztpat-u=0 el 2241tz s—=0, uil ex inadverteniia
scripsisth,.  Deinde  ex aequalionmibus wyzmuw, 84+ 6—¢,

p—aty, g=B+04ey —=ttu, r=ad-tBy et s=FJ,

invicem comparatis, resnltat aequatio
rr—pritpps+tiu —hsu—0,
non vere haec rr—prifpptt-ttu—hsu—90, unde
substituendo g—¢ pro z hahetur aequatic ista
t* —qgtt(pr—Ahs)it—rr—ppsthgs=0,
lcco Tuae _

i —gtt—(pp—pr+hs)t—rr4-igs=0.
Quamvis igitur ¢ et z habeant unum valorem realem, non-
dum tamen sequitur radices aeguationum zz—pz-lu—20
et zz—1tz-4s5s—=0, nempe o, y, B et J esse reales, nisi

demonstretur ipp—u et Ltf—s esse quantitates affirmativas.

Idem dicendum est de aequatione z°+ 4zz4-Bz 1 C—=90,
i qua licet quantitates 4, B, C definianiur per acguationem
imparis gradus, tamen adhuc demonstrandum est singulas ra-
dices z, quas ponis esse o, y, &, esse reales, ut aequatio ali-
qua sex dimensionum x® 4 pu® - g ete. =2 0 divisibilis sit
per tres divisores reales ze—+aex-4-@==0, xw - yx-+ 50,
et &a - e+ L= 0. Melius igitur res conficitur per modum
Cartesii tollendo secundum terminum aequationis resolvendse,
et quaerendo ipsas quantitates e, y, & elc., non ipsarum sum-
mas vel producta. Sit ex. gr. aequatio 2*--gra-{rao-4-s—0

T et A



_ 2 —

resolvenda in @@ - gxt-B=0 et w2 —0% 4+ 8==20, in-
venitur : '

pbga—r §_-at9etT g5 — __abf-2qatf-gqae—rr
-_— p— —— — e ———
ﬁ.._.——-——"——'“zm ;5___ 24 3/@3__—.5‘.__— Lo

sen of + g’ (99— hs)oeo—rr— 0. Jam vere hujus
a.equationis cubicae radices oo vel ommes sunt reales, vel
una tantom; s omies sint reales, non possunt esse singulae
negativae, quia ultinmus aequationis terminus — r r est quan-
fitas megativa; sin una tantum radix sit realis, lla neces-
sario erit affirmativa, quia aequationis quadratae, quae al-
s duas radives imaginarias continet , ultimus terminus

g
Dabitur ergo unus valor realis affir-

tera
debet esse affirmativus.
mativus ipsius & ¢, per consequens singulae quantitates o, 8,0
habebunt valorem aliguem realem. A.equationum altioris

gradus resolutiones in aequationes quadr_atas dependent om-~
nes a resolutione aequa'tionis '
71 n Tl
2 2 —1 2 —2 —_—
x* +px +gx ete. =0
in Qua exponens Altissimi termini est potestas aliqua nu-
meri binarii. Nam 1 sit m numerus quicunque impar, et
aequatio pl"oposita
71 n
™ ? “+px™? — 1 ete. — 90,
haec semper pro divisere habehit aequationem
id n
x? ex® T ete. — 0,
in gqua coifficiens secundi termini o semper
per aequationem gradus imparis. Aequatio vero generalis
on ] n . )
x? fpa® T g ¥ —2- ete. =0,

sublato secundo termine, ad dimidium pumerum dimensio-

delerminabitur

pum veduci potest et resolvi m duas
: 71 n—1

-1 n—-1
z? 4oex® ”‘—\-etc.::Oetsc?“ ax?® » —itete.=0,

ubi o semper determinabitur per aequationcnl imparis gradus;

-

— e



ot pop—ox+0d=0, in-

__a't2g9atfgqaa—rr

A
Lo

rp=0. Jam vero hujus
I omnes sunt reales, vel
non possunt esse singulae
ferminus — r r est quan-
dix sit realis, illa neces-
ionis quadratae, quae al-
ntinet, ultimus terminus
rgo unus valor realis affir-
singulae quantitates «, 8,
. 'Aequationum altioris
quadratas dependent om-

~2 Letec.=0
i est potestas aliqua nu-
srus quicunque impar, et

-ete. = 0,

aequationem

c.—0,

¢ SEIper determinabiinr
Aequatio vero generalis
2 ete. =0,

dinm numerum dimensio-

1as
r—1 n—1
—axt s T

1 ete.= 0,

«uationem imp aris gradus;

— 73—

tota igitur difficulias demonstrationis, quod omnis aequatie
- algebraica resolvi possit in sequationes quadralas reales, eo
reducitur, ut demonstretur quantitaiem eo semper esse affir-
mativam. Ita resolulio aequationis octo dimensionum in
duas biguadraticas, et harum porro in acquationes quadratas,
perfici poterit inventa radice aequationis 35 dimensionum,
neque ad eam rem opus est aequatione 1. 3. 5. T—105u
gradus. Sed quis guaeso mortalium resolvet ejusmodi aequa-
tiones? quare speculationem hanc magis curiosam gquam uti-
lem esse existimo. .

Theorema illud, cujus inventionem mihi assernisti, nempe
de aequalitate differentialiom ipsius Pdzx et Qdy, potest qui-
dem usum non exiguum habere in integrandis aequationi}n;{s
differentialibus, sed ego non ausim hanc utilitatem eousque
extendere, ut credam, omnem aeguationem differentialern
hujus formae PRdx— QRdy=—0 inlegrationem admittere,
quoties facia differentiali ipsius PRdx (ponendo x constan-
tem) asquali differentiali ipsius QBdy (ponendo y constan-
tem), guantitas B determinari potest. Verum quidem est, si
quantites quaedam integralis finita pro differentiali habeal
PRdx -+ QRdy, tunc fore d.PRdx == d.QRdy, sed du-
bito, an hujus propositionis conversa etlap sit vera. Caete-
rum facile perspicies hoc problema: Data aequatione diffc-
ventinli P de - Q@ dy==0, invenive gquantitatem R, ita ut
d.PRdx sumta x constante sit =="d, JRdy sumts y con-
stanie, — non differe ab -hoe problemate: Data aequaiione dif
ferentiali incompleta dx—pdy, invenire ejus completam
de==pdy--gda, quod a me selutum extat in Act. Lips.
loce in praccedentibus meis litteris allegato. ., Vale et levia ista

monita bont consule,  Dabam Bastioae d. 29 Novembris 1753,
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