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minores, loco n positi, reddunt 2" — 1 primum™). Potest
vero 2% — 1 dividi per 23, 2*° —1 per &7, et 2% — 1
per 167. Ratio hujus fundata est hoc theoremate non inele~
ganti: 2" — 1 semper potest dividi per n -} 1, siquidem
n -1 fuerit numerns primus. Sic 2**— 1 dividi potest per
23. Saepe etiam 9% __ 1, nec non 2%— 1 etc. per n -+ 1
dividi possunt, et ex hoc investigatio casuum, quibus 27— 1
est nmumerus primus, non est difficilis. Vale atque fave
Tibi obstrichissimo

Leonh. Eulero.

%) Euler oublie le nombre 37; dans la letive 5éme, page 23, il fail ob-
server lui-méme que 237 —1 est divisible par 223.

LETTRE XVI.

Gonpoace A EULEer.

SoMmaine. Biectilication d’ene formule de la letre 140me.

Moscuae d. -8 Dee, 1781.
Ante ommia mihi emendanda est aequatio in supericribus
litteris meis male descripta, scribendum enim erat, in quo-
cunque casu numerorum p et n aequatio (4) (1 —»)vdz—
(n+p+1)zvdv 4 n(1 —z)dv est integrabilis, eodem casu

aequationem (B) (1 —w’l’)” da — dy esse integrabilem, id

-quod instituto examine deprehendes.

-+4
Altera acquatio (C) 257+ dz — y*dz = dy simili
modo transmutatur in (D) dz — v*dz * 2nvz 'dz=dv,
Quomodo vero separatio variabilium in aequatione (C) vel
(D) pendeat a termino generali seriei, cujus lex progressio-
nis est 4 - (2m 1) B==C, non video. De reliquis in
posterum. Vale.

Goldbach.
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LETTRE XVIi.

Turer & Gounsach,

. . . e ‘gmarion
Somuatgs Techerches uliérieures sur la séparation et l'intégration de égmar

Riceath

Domi 4. & Januar. 1732

ad hane formam a"dx 4+ ayTda + bdy == 0 qude ista
substitutione 7
1 n—i
Jp— mn#{-ﬂhm szl-l-ﬂ--m et y"_:_..'ll
transformatur in  sequentem ordinis secundi aequatlonem
z*dy - (n—1)vzdzt+avadv +aln—1)v 2dz—\—b(mﬂ— 1)zdy
—bydz—=0. Si fuerit n—=2, habetur forma Riccati
l z"de + ey*de + bdy—20,

rul ista aequatio ovdinis secundi respondet

mA-1 —1
mAARam  mAT—
2

o 63—

Adv -+ vzdz + avady + arv*dz + b(m—+-1)zdv—bvdz =0,
pro qua mihi difficilior videtur casuum separabilium inve-
stigatio, quam pro ipsa z”detay*dat bdy=0. Sit n—t,
erit aequatip in quam haec 2™dx + aydz -+ bdy — 0 trans-
formatur, ista 2*dv + avedy 6 (m 4 1) 2dv— bydz — 0,
in qua littera z unicam dimensionem habere censenda est.

Quod aequationis. ady = y*da —. T o ad hanc
adq — ¢*dp — dp reductio universalis, n denctante nume-

rum quemcunque, pendeat a}J inventione termini generalis

m m»—}-i
B, 2m —[— ) B —}— 4, sic ostendo: Reductio

hujus seriel 4,
an+41

illa perficitur hac substitutione @ —— (2 _!_1)
&7 . 1
T @Qr=1a
7 + (’.Zn B)a +

¥ (:211};—- 1 }

ki ete, usque ad
- 1
Formnla 1sta continuarum fractionum dat, si n — i hune'

valorem

_+ vel r—:-g’ posito r == % Sin=2, prodit
1. — r-tgq

—— . __"T?___ §inp—3 fit
3r_|_r1 T dr2d3rg4-1
1 ’ . b 3r2+3rq-|—1
1 T rif-g 1513+15:29+61—|—q
5r+5r+ 1 Sr Fr2-f-3rg 41
rtgq

Ponatur, brevitatis gratia, r +g=s, seu g——s—r et va-
lores mventi formulae datae respondentes litterae n collo-
centur in seriem, prodibit



n =1 3 3 q

1 s 3rs+1 15r%s Hhr4-s

s 7 ars J,—‘l’ 15125 5r-s 105r53+55r5+10rs+1’
in qua serie apparet cujusvis fractionis numeraltorem esse

ete.

praecedentis denominatorem. Atque si terminus ordine m

4 o diel - . 5 __ . is
sit 75 fore sequentem indicis m -1 TRy Wy Ex his

ergo manifestum est, quod in praecedentibus litteris com-
memoravi, ex termino generall hujus seriei

m m41i w3

A, B, 2m-|-1)B 14
cognito haberi formulae Riccatianae separationem ot integra-
tonem universalem. In illa autem serie, ut sit determinata,

1 3 : R
oportet ess¢ terminuim primum — 1 et secundum = s, Cog-
nitis igitur ex termino senerali 4 et B factoque n—=m, erit

_ P -1 P g.m_ _‘4_
L= (2m+1) ety (‘2m+1) — 3
—4m

qua subslitutione aequatio ady =y*de—«*”+*dx reduci-

tur ad hanc edg—=gq*dp —dp, ideoque integrabitur ope
logarithmorum universaliter. Aequatio vero

. — &2 ’ . .
ady = y*de —a*™+*dx modo initio iradito reducitur ad

hane ) .
22dyt vzdz—vadv—vidaz—ta (:%j? zdyv—avdz=0.

Haec ergo reducetur ad istam adg=¢g*dp —dp, substitu- -

. . Ap __ fip . )
tione v = o 1 1vF et 2 = G4 Vale et fave, V. C., Tui
observantissinio ‘

Kulero.

LETTRE XVIIL

~

Gorpeacu 3 EULER.

Sommaine Remarque sur les sommes des séries et les intégrales. Solution d'une
égnatipn du 5tme degré. '

Moscuae %:é Junuar, 1752.

In superioribus litteris Tuis non é&nimadverteram Te in

formula A, B, (2m - 1) B 4~ A sumere m pro exponente

terminorum qui comperit termino A, quod ex postremis
Tuis nuper ad me datis nunc satis intelligo videoque simili
modo /(1 my“L)‘" dy pendere a formula generali summarum
seriei, cujus lex pr.ogressionis est (( p-n-t-a)-(n ija:))’A:B,
ubi per # intelligo exponentem qui termino A respondet,
per - vero signum divisionis ambignae, ita ut sumto ex
signis = superiore, n 4 sit denominator, sumto inferiore,

n — @ fiat numerator; vel eandem integralem pendere a
Corresp. math, et phys. T. L - : 5
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termino generali summarum seriei, cujus lex progressionis
est ——(n—!"x_(l)_g;x-k 1)"4::3; sed raro admodum contin-

x (1 X
gere arbitror, nt ad terminum hujusmodi generalem expe-
ditior quam ad ipsam integralem quaesitam via sit.
Casu aliquo nuper observavi ex aequationibus quintae

potesiatis, quae hanc formam habeat

am ’
@’ 4 5 e =

V(= VR —me)i— GV —m) 4 )

quicunque numeri dentur pro m et p, radicem algebraicam

erui posse, quod non conitemnendum puto, quotiescunque -

. . &m .
numerus p in aequatione data m5+7m:n, per m et n

facile determinari potest. Vale.

Goldbach.

LETTRE XIX.

Evien 4 G8psaca.

Soumsine. Solution des équations par approximation. Wéthode: de D Ber-

noulli et de Taylor.

Potropoli d. 31 Januar. 1752,

; . I 1s s . . - Hm n -
Occasione aequationis ordinis quinti aes—-]——rz—m:ap cnjus

radicem Te assignare posse scribis, quoties est

— V(P /(s '%-__(_£+ PP s )%_. o |
n_]/[(z_l/l} —m®) 2'_1/(4 m®) l——lap_‘:
in qua vero determinatio litterac » etiam ab inventione ra-
dicis ex aequatione ordinis quinti pendet, non incongruum
arbitror communicare, quae de radicibus aequationnm proxi-
me inveniendis observavi. Duos omnino modos ad hoc ad-
hiberi solere perspexi, quorum primus est, quo_in pluribus

‘aequationis locis loco incognitae = ponitur quantitas non

muoltum ab ea differens, et tum ipsa @ quaeritur, deinde
hic pro @ invenius valor iterum in aliquot locis pro @ scri-
batur, denuoque x quaeratur. Hujus operationis ope, quo

sagpius repetitur, eo propior habebitur quantitas ipsius x.

*
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Ut in acquatione x 2— 3 |- 20 ponatur 6 loco 2, ut pro—'
20 1 _
deat haee aequatm T -"—-Ei_—’ﬁ—g’—, tum fiat ;U._G-——:
fiet & — 6 ——, porroque eodem modo w_.G——, tandem- .

que admodum exacte = reperietur. Generaliter etiam , sl

principio ponatur ¢ — a, Ppost unam operatmnem prove-

niet ® — 3 - ——, post duas o= 3+ 557 bost tres
34 =
&
20 . .
e— 34 — 5’ atque post 1n11111td§
A ST
S+
w W
c—3+ o
s+
S T
3+
ete.
Hujus igitur continuarum fractionum quantitatis valor cog-
3 + v'89

noscrm.r , est nimiram — Hujusmodi eliam est quan-

titas , quam ad formulam Puccatlanam construendam dedi.
Hoc etiam modo nititur methodus Gl Bernoullii nostri, quam.
dedit ope serierum ul vocat recurrentium radices aequaho—
num admodum prope inveniendi. Ita autem hinc eam-derivo:
Sit primo aequatio quadratica a*—ax -+ b, fial ex ea

r—a—+ %, in qua pono esse w:% prope, hoe substituto

w:?ﬂ.l'_llg propius, hocque etiam pro x posito habebitur

w:ﬂq;:-ip +57 hulte denuo propius etc. Ex his ipsius

x valoribus formatur facile haec series

p, g, aq + bp, a*q-4-abp 4 byq, ele.
hanc habens proprietatem A, B, aB —+ b4, adeoque recur-
rens. Si igitur ejus quivis terminus per praecedentem. divi-

— 09 —
ditur, quotus dabit valorem ipsi @ eo propiorem, quo lon- -
gius series continuatur, Idem quoque evenit etiamsi pro p.
et g numeri quicunque assumantur, quo vero magis 2 ab
x differt, eo longius series est continuanda. 8i fuerit pro-
posita aequatio cubica @®-—ax” 4 bx4-¢, mutetur ea in

G . - . -
r—=64 -+ 5 Ad hujus radicem inveniendam pro @

assumendi sunt duo valores arbitrarvii hujus formae %et £,
. n

ex quibus igitur fiet w“:i, pr'odihit ergo :iﬁ‘—bgjﬂl

Hine emerglt 1sta series n, p, 4, aq -+ bp —-en, ete. tiidem

vecurrens, et cujus quivis terminus per sntecedentem divi-
sus dat @ proxime. Simili modo ad aequationis
b ¢ d
z=at+ ot ata
radicem inveniendam servit haec series
m,n,p,q, ag - bp+cen+tdm, ete.
Compendium hinc ingens nascitur ex eo, quod principio
pro x non unus sed plures valores assumuniur, hocque ef-
ficitur ut tot sumendis potestatibus non sit opus, ideoque
series facile possit continuari. Aliis forte etiam idoneis mo-
dis aequatmnes pﬁssunt dlspom, et Longrm pro @ valores
assumi ut series prodeat simplicior, ope cujus radix inveniri
potest. -Alter modus appropinquandi est maxime usitatus,
atque in eo continetur, ut primo divinando ipsi @ propin~
quus valor habeatar, tumque complementum ejus (uam

Iprexime investigetur. Hoc modo fit aequatio z*—ax+b,

in qua notum sit esse @ — ¢ prope. Ponatur ergo z—c¢ -2,
ubi z valde parvum erit respectn ¢, ita ut pro 2 assunmi
possit ¢?-}-2e¢z, erit ergo ¢*+-2ez—=acaz+b, adeoque

c*—ac—b ¢t 45 ) '

% b et t — . 81 igitar jam pro ¢ stitua-
2=y et = g—— gitur pr ¢ substitua




tur ;z:l——, prochlnt multo exacuus
et} 6bc2-[—- b2 —4abc+a2b

4c3 4 4bec — 6ac? |- 4ac — 2ab —ad

et ita porro. Hanc methodum vehementer amplificavit Cl.
Taylor. Aequationem, in qua inest incognita @, reducere ju-
bet ad nihilum, ut prodeat haee forma X—0, ubi X deno-
tat quantitatem quamcunque ex = et cognitis composita.
Deinde assumit quantitatem ipsi @ propinquam, quae sit z,
eamque in X pro z substituit, prodibit ergo quantitas ex z
et confnms comp051ta quae sit =— =y, namgque quld non est
z== @, etiam haec quae prodit quantitas non esse potest
— 0. Hoc facto sumantur differentialia positis y et z varia-
sdy —ydsz

dy

1equ‘xt10mbus algehralcls sed etiam transcendentibus valet.
Ut sit I/(’l;c—-—am::) V(B ~+ 2% = 0. ponatur & —3z; erit

1/(7z —22)— V(a -4—5 5y —y, hincque

Mdzs — Tad= ssdz

212/('7:5 —zz) o 13/(9 ---]—55)g

[ H—

bilibus, erit inquit x — 4. p- quae non solum pro

dy =

adeoque , \ .
‘2y}f(‘72.--zz) Y(9 -+ z9) :
{7 — 2")1/(9 3 5) —~ %23V (T3 — 35}
ut ponatur z=—1, eril y=V6— V10, adeaque
121/100+‘2.0'|/G __18V6—TY 100
57100 — 2V6 5¥100 — 2v6

Accuratms deinde idem pertractat dicitque fore x—z + V.
At » ex hac aequatione debet determinari

vdy viddy »idy _
Y+ 1.dz 1.2.d52+ 15 3. 438 - ete. = 0.

Si ex hac aequatione definiri potest » accurate, etiam revera
foret £ =z -+ ». In secundis vere differentiationibus dz pro
constante habetur. Inveni vero esse quam proxime

tf

=1 —

oy

N
—yzﬁzdﬁy yBdzdby yidzdiy
y— —yds 124> R 1.2.5.45.dy i ete.
T dy d2 243y iy *
dy _Fer ._l— r J & + ete,

1. dy 1.2, dyl 1.2.3.dy

Sitax®—a=—0, erit z°-—a=—y, et dy_?.zzdz ddy=—6zdz*
et d®y— 6dz® hinc habebltur

2 9.5

_l—‘l"a'z“ _3yzﬂ+,_7_2____3’_

9%

— 555
P=F -

322 -

2 —_
2 y_l_szi 934—-BIZ+J;—:

1629} 51azft-11a%23 4 2g8
—  56z84-36az5- 92223

Nimis quidem est operosa haec methodus, si- pluries eandem
repetere volueris, Ponendo iterum loco z, quod pro & jam

a!:que

. erat inventum, sed forte etiam compendia poterunt excogi-

tari, quae hanc aeque commodam reddunt, ac priorem me-

thodum. Ad has autem operationes continuandas requiritur

rn o1l n-l-2
series hujus proprietatis 2, P, X, ut X eodem modo de-

terminetur in P, quo P determinatur in z. Nam pro hac
aequatione x*— ga —+ & sunt ipsius & valores successive

inventi hi

cﬁ—}—-b % —6he2 - b2 — Labcf-a2b A!—}-—b
2e—a 403 -|-4be—6ac2-4ate—Dab— b’ etc. “-A’ 2A-—-a.

Inveni autem quomodocunque P detur in x fore

@P—xdP | (P x)2ddP | (P—x)5d5P
Xmpf S B Pedl G- 08 e,

Hujusmodi aequatm etiam darl potest pro curva cujus ab-
scissae si fuerint 1, 2, 3, &, ete. respondentes applicatae
suni 1, 2, 6, 2%, 120, ete., scilicet in aequatione pro ea
inerunt differentialia omnium graduum. Vale et faveé, V. G.
Tut observantissimo

q;

L. Eualero.




LETTRE XX.

Funer &8 GoLpBaCH,

SonMains. Probleme de la géométrie des courhes.

(Plié en forme de lettre, mais sans suscription , signature ct date)..

Problema. (Fig. k.) Si ex curva AMB curva Amb ita for-
metur, ut recta MAm per punctum fixum 4 ducta perpetuo
capiatur ejusdem longitudinis; invenire casus, quibus hae
duae curvac prodeunt inter se similes et aequales, ad axes
AB, Ab inter se normales relatae.

Solutio. Posita longitudine constante Mm=—2Dd—AB=2q,
sit AP—x, PM—y, atque sumia nova variabili z, sit Q

talis functio 1P51us z, (uae p051ta z negatlva abeat in sui -

ipsius negativam, cujusmodi sunt mz, mz®*+nz, etc. Se-
quenti modo per z coordinatae = et y determinabuntur:

_A{ad2) Vieataz42Q) __(a.-]—z)]/(a.a.—]—zz-—‘lQ)‘
p— - },fzcrf,m-i-zz) y""" 1/2(&16&-—*—2.2)

— 73 —

Eliminandis ergo z et Q, infinitae prodibunt aequationes
inter a et y, ac proinde innumerabiles curvae AMB pro-
blemati satisfacientes Q. E. I

Corollorium 1. Erit ergo 'l/(m:c +ryy)=e+t+a= Atque
ey ="V (ea+z2z+ 2Q):1/(aa -+ 2z —2Q).

Corollarium 2. Sumta AC — ;2 » fiet CD= -{% atque
AD—uq, punctoque D in altera curva sui homologum d
respondebit in generatione.

Exemplum. Sit Q —=naz, erit |

Cmz:yy—oeae—+2naz—+-zz:c0 —2naz 23,

seu
m(eaa+ww+yy—2a1/(ww—l—m) —
+2naa —2naV (@e+yy)/
2aa+wm—\—yy—2fﬂ/(ww+yﬁ)’))
—2naa ~+2naV (xx-t-yy) ’
20( (n4+1)zx -+ (n—1 J’J’)VWW+J'Y)
Qaa( 1) we + (n—1) YI)+$ —r*

unde sequens ontur aequatio pro curva satisfaciente
2wty -y e (o) a 1)y ey
Ipa‘(n—i—i Yo 4 (n—1)y ) —0,

guae jam innumerabiles praebet corvas quaesitas.




LETTRE XXI.

- Gorppacn 4 BEuvnen.

SomuatseE Démonstration d’un théoréme de géoméirie.

Petrapoli d. 12 Octobr. t 735,

Hesterni Tui theorematis- practerita nocte hanc demonstra-
tionem imaginatus sum, quam mane veram deprehendi. Dato
(Fig. 5.) rectangulo quocunque-ADC, ducatur indefinita 4 F
perpendicularis ipsi 4C, ex qua abscindatur AB— AD. Si
ex puncto C ducatur quaevis CE—=CD et ex K erigatur
perpendicularis occurrens ipsi AF in F, dico esse EF— BF.
Sit AB— AD=a, CD=CE=b, AC=V (a* + % =1,
AF —e, AT—a. Erit -

AF:AI:CE:EI="2; AF:FI:CE:CI=2YCTN —

e

HLACTACTVNE ), ergo FE=FI4+1E=

ergo & — 22 3

. b
Vie*+a% 4+ =V (@*4e*)=FB. |
Ex quo patet, cum puncta E et F sint arbitraria, circulum
quemcunque ductum radio FE ad angulos rectos secart per

cirenlum ductum radio CE.
Goldbach.

e T

LETTRE XXIL

Gorpeacu a BuLER.

- Bommarne. Solution d'un probléme de géoméuds,

v.: d. Yebr, 1736,

Problema mecaom communicatum: Datis in quadrilaterc

(Fig. 6.) ABCD ommibus lateribus ei altera diagonali AC,

. invenire alteram diagonalem B.D, sic solvi posse puto: Sit

AB—a, BC—=—b, CD=¢, DA—d, BD =y, (Quoniam
data diagonali alterutra datur etiam area quadrilateri, quem
pono :%,
, 2 %
erit (~ (a*— 0% 4 2(a®+ 0%y *—y*)" +
1
(—(e*—a%) 42 (e d) =) =
Unde positis — (a® — b“)2 =a, +2(a®H4b*)=2¢,

2

—(e* —d*) =y, +2(c*+d*)=0 et




— 6 —

2628 —(a—y—e2)(f—8) _ _ 4ely—(a—y—ed)’ _ .
(A—0)2 T &e? — % T faer — T

pervenitur ad . daplicem valorem y =— (= V(n*+ W))é’

‘altero diagonalem datam AC, altero quaesitam BD expri- -
- mente. ‘ '

Aliter: Quoniam datis quatuor lateribus et diagonali
AC dantur etiam perpendiculares ad diagonalem BE—F,
DF=—g et intercepta FE—£, erit diagonalis quaesita

BD=V/((f+8)*+4*)
Goldbach.

LETTRE XXIIL

EBurner 4 GorLpBaACH

\

Sommaine. Techerches de géoméirie analytigue.

Peiropoli die 28 Julil A. 1737.

Cun in hesternam formulam, quam mecum communicare
voluisti, diligentius essem meditatus, incidi in sequentes
expressiones non solum satis generales, sed etiam perquam
commodas, ex quibus omnes Tuae formulae, V. C., expedite
derivari queant. Posita scilicet abscissa communi — &, sint
utrinsque curvae applicatarum elementa
dx (VRSiV(R—}— 1)(S—i))
unde ipsarum curvarum elementa erunt
da(V({EB+4+18 VRS —1)):
Quo igitur uiraque curva fiat alge})raiéa pro R et §, tales
ipsius @ accipiendae erunt functiones, ut tam daV RS quam

-



da V(RA1)(5—

— 78 —

1) integrationem admittant. Deinde ut

arcnum summa algebraica exprimi queat, hane quoque for-
mulam da V(R +1)§ oportet esse integrabilem. Hoc autem
pluribus modis facile praestabitur, sumendis pro R et § ta-
libus functionibus ut RS, (R 1)(§— 1} et § (R 1) fiant
quantitates vel ex ducbus vel ex uno fermino constantes,
quippe in quibus exponentes ifa accipere licet ut quaesito

satisfiat. ‘
.
L Sit R—az™ et §=—7 fient

m——am'”))
dm(]/ == l/(l—am"‘))

— denotante { numerum quem--

elementa applicatarum =
elementa curvarum.....’—

atque debebn_t esse m = +1

cunque affirmativum integrum. L
II. Sit R—ax™ —1 et §—bx", fient

elementa applicatarum

= do(V(abe™+"—bs") = V(aba"+"—az)) -

st curvarum elementa

= d’w'(xmq-n ]/ab =+ l/(aw —1) (b — 1))

Quo autem tam utraque applicata, quam summa arcuum fiat

llgebralca, vel esse debet m — 4 ;_{-2 et h— : k+ » vel etlam._

n— W-—-i-k atque n == k + + Wi existentibus i, k nu-
neris integris affirmativis. )

_ m abh e o

III. Sit R_..;w —— e S,__—b—zn”’ -+ 1, fient

pplicatarum elementa

o (Vo (4 aam) £ (s — )

—_ 79

. atque curvarum elementa

m mn &, wn 1 L
:dm(]/a: (az™ — %—) =+ V(b-f-cm (5 ————[— x ))
—1
%1
IV. Sit R—= a®*2*” - 2a2™ et §=bx™, eruni

applicatarum elementa

—dx (asm]/(azbmm +2ab) £
et curvarum elementa

=du(ba” (aa™ 1) = Vo™ (2™ - 20) (b= ~ 1))

eritque vel m — —1- vel m —
— =4%ifs

sumaturque m —

(0™ 4) V(b — 1))

Hujusmodi autem formulae plures aliae hinc possunt de-
rivari per idoneos valores loco R et § substituendos. Vale

et favere perge, V. C., Tui observantissimo

L. Bulero.




LETTRE XXIYV.

GorpeacH 3 KuLEes.

Sommalrg Ammence la déconverte du terme géndral d'une série particuliere,

... dy 11 Oct, 1758,

Foveni ego hodie mane forraulam  generalem in infinitum
excurrentem (sed quae abrumpatur quotiescunque exponens
terminorum est integer afﬁrmativus) pro serie

1 1
1 —|—-T+E—]—O—-— 0—%—42—1—0 etc.
quae formula, si Tibi, Vir Celeberrime, jam nota est, ego

inventoris secundi laude contentus ero, sin minus, formu-
lam ipsam libenter Tecum communicabo.

C. G.

LETTRE XXV.

Gonopacn 4 Bunzk

Soumarrs. Théoréme d'analyse.

" {Petrop,) d. 7 Nov. 1759
. . . . . . .
L x Inventlis Tll]s demonstl‘ﬂl‘l Potest 1 summa seriel

i 1 1 1 1 B | 1

Fi_ —‘ﬁ_—_’nﬂ_*ﬁgtﬂ —gﬁ—‘_'@-—‘?ﬁ—s—ﬁ_&—ﬁ_ﬁ_ Wﬂ'—_l-iﬁ_

o1 1 1- 1- 1 . | 1

Sttt i Tt
ete, '

quam continuare Ppossum quousque libuerit, si ponatur
— @n”, numerum & esse rationalem et assignabilem, si n sit
numerus affirmativas par; et in casu n-=—41, tfotam seriem
fiert — 0. Goldbach. -
P.'S. Ut sciri possit an terminus quicunque datus —;;
exigat signum -+ an signum — ? dico, si @ est numerus
primus, locum habere signum —; si @ productum ex duo-
bus primis, locum habere -signum —-: si x productum' ex
tribus primis, locum ‘habere signum — , et ita porro. V. gr

1
e e}unjt swnum e qula Produatur ex trLbus 2.3.3; 24,1

exigit signum - quia producitur ex quatuor 2.2.2.3 et
ita porro,

-Corresp. motk, et phys. T 1L [



LETTRE XXVL

- Buwer 2 GoLpBACH.

Somnatng Considérations sur le théoréme précédent,

12 Nov, 1739 st .

§i habeatur series quaecunque @, b, ¢, d, e, ete. atque ponatur

P—a t+t & +4c+d+e et
— a* L b2 e - d* -} e* - ete
R—=a®* b5+ ¢® - d*+e® 4 etc
S—=—oa*Ld*Le* +d*+e* 4 et
ete.
ac praeterea ex terminis a, b, ¢, ,d , ete. formentur
1. facta ex singulis, quorum summa sit A— P,
2. facta ex hinis, quorum summa sit = B,

- 3. facta ex ternis, quorum summa sit =,

L. facta ex c[uaternis, quorum summa it = D,
ete.

— 83 —

His positis, si numerus, cujus logarithmus est == 1, deno-
tetur littera e (quae ne confundatur cum termino e) erit
{4+ A4 B4+ Ct D ete. = e PHEQH A4S F-cte.
sumendis vero terminis alternis, erit
1+ B-]—D+F+H+.etc. =
e P+ 101|218 cte + e PT3Q-} At }S—cte
2

atque

A+CH4E 4+ G414 ete. =
P+ 1Q+1 A4} Stcte E_P+%Q —LR418— ele,
Quod si nunc pro serie a 4~ b + ¢ -+ d +- ete. capiatur series
potestatis cujuscunque numerorum primorum, ita ut sit
1 1, 1 1 1
Pzgatgnt o tamtgmtete
1 1 1 1 1 .
Q — 3En +'3?z?.- —+ 52m + .1Tn+‘—ﬁm+ etc.. -
1 1 i 1.,
R= st gmtsmt o m+ ol
1 1 1 1 1
STum +gmtmtom + gm+ e

ete.

erit 4 ipsa series numerornm primorum P, B series facto-
rum ex binis, C series factorum ex ternis et ita porro; unde
fiet 1 4- A+ B+ C+- D 4 etc. series omnium numerorum puta
1 1,1 1 1 '
1 _l_-')—ﬂ +3_”+ﬁ+—5_ﬁ+—(_5—“+ ete. — rxn'.'. .
Quam ob rem erit
1 1 t 1 1 ’
eP+1QFL A4 LStele. — ¢ +2_ﬂ+5_ﬂ+z}_ﬂ+ ete. = an®

simii vero modo erit
R



— 8 —

eQ'}'%’S’{“l‘ P’;F-%X-]—etc.‘_-__ .1+ 2_1_’:‘ _l_ g:,-_n _l_q_:n + etc. : ﬁﬂ-é"
quae expressm per illam divisa dabit o
—P+30— %R-{-lS-—%T-}-%—V— ete. — ﬁ__’i

O
unde demonstrare potest egregia illa series _
1 .1 1 1 1
l— g gn T g ga T gn— 7a— cle
ﬁnﬂ

cujus summam Tu, V. G., demonstrasti esse — ~—-

His praemissis cum sit 4 sexies iP'soru_in numerorum pri-

wmorum, B series factorum ex binis primis, C ex ternis et

i"ta porro; scilicet
A—¢T%+$+%+$+M4
B=go+ ton bt oo
C = -5—,74—% —‘,—%1+‘-£7,—l—§;—;,+ ete.
D=1, +§i—n+5—;ﬁ+$—n+$ 4 ete.

E-"W @Eﬁ_{vﬂ—in—{—g%ﬁ—k%ﬁ—i— ete.
etc.
sequitur fore 1 + A+ B+ C+4 D tete. =
ePT1QF+JBFete. — o0

4 B4+D 4 F ete. =

eP+1Q+{atee | e~ PH3Q—3Bpfree 4 ot gy )
A C 4 B4 G Hete. =

eP‘l‘%Q'{"?}R-—[—elc. __'e—P—!-%Q_'}R-}'etc, _" l(a_.. ﬁ) o

2

e 85 -

hincquet —44+B—-C+D—E 4 F——-G—]-etc.__—ii-n s
quac est ipsa series a Te, V. C., Prlmum inventa. Denique
ex his constat fore summam seriei 1+ B+ 0+ F -1 etc.
in qua _msunt producta ex numero pari numerorum primo-
rum, ad summam seriei 4 4 C+- £ + G - ete., quae con-
tinet numeros primos ipsos et producta ex numero impari

eorum, uti est ¢* -8 ad > — @, quae est proportio, quam

hodie mihi inveniendam proposuisti. Vale, V. C., mihique

favere perge.
Euler.



LETTRE XXVIL

GoLosace 3 EuLnes.

Sosmarne. Mime sujet. Rdponse i la lettre précédente.

(Pefrop) d. 24, N;v. 1759,
Gratissima mihi fuerunt (iuae heri scripsisti y 7.‘meal solutio
haec est: Sit '
- 1—1—2n+5n+&,,—|—-etc::an
i +—zﬁ—[—5~ﬁ-—|—a§ﬁ—|_—etc.:ﬁn "
L R N

cujus denominatores, posita n 1, sunt producta primorum

numerc imparium
1 1 1 1 o
144+ e T gt At ete. — IV,
cujus denominatores, posita n == 1, sunt producta primorum

numero pariom.

1

. ” ga® n gr" .
erit o —l—TZ 2M, ex’ —— = 2N. Sed nescio, an
methodus Tua valeat ad determinandam v. gr. rationem .
inter terminos affirmativos et negativos hujus seriei
1 1,1
gt e i g et
cujus denominatores, p051ta n—1, sunl omnes potestates
numerorum et omnia earum multipla; termini notati signe
—+ continent denominatores productos ex primis numero
paribus, fermini notati signo —-, “ex-imparibus, quam ra-
tionem tamen eruere potero si operae pretium visum fuerit.
Sed multo rhagis Tibi, opinor, placebit quod heri inveni:
Sﬂv+ﬂ%¢n+@+wmﬁmw,P+Tﬁgf+ﬂ+
; 1,,—}- ete. = 2 (quus seriel denommqtores continent omnes

nmmeros prlmoa) erit

22:1 + 3271 _'_' 5271 _'_7211 + 12n+ ete. —‘( )

modo sit n>1. Vale et fave —

Goldbach.

Note morginale d’ Buler.

—'l+21:+3n+4n+512—|_6ﬂ+:-n+8n_|_etc'
_—1+2n+én+ch+5ﬂ+gn+qﬂ+gﬂ+etc'

£ terminus generalis,

Si p est numerus primus erit —_——
is p prod. ex duobus numeris primis inaequalibus: +P_

' S . . 0
prod. ex duobus numeris primis aequalibus: + =
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si p prod. ex tribus inaeqbalibus aebc erit
aab
aaa

si p prod. ex quatuor inaequalibus ebed

aabe
aablb.
ath

LETTRE XXVIIL

FuiLer a Gororach.

Soumpine, Suite des recherches précddentes. ‘

d. 26 Novembr, t‘L';iﬂ
Conmderans ratlonem, quae lntercedlt inter summam seriei
55 —I— 52,, + = 52,, —I— ,]2,, —+ ete. et hanc expressmnem
P~ 1)
deprehendi seriem aliquanto esse minorem ac fore _
(P - 1)2 + 1 —— a,,rz 21.1: + 3"" +5zn + -1211 + eic.

—+ 2. summa factorunr ex ternis

~— 2 .summa factornm ex quaternis

e
a,:z'“

L. terminis inaequalibus
—~+2.summa factorum ex quinis

— ete.
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o1 11 . Ca
seriet ?4—? —}——sg—l—%—]— ete. Quod si autem duplices istae

factorum ex ternis, quaternis etc. summae, quippe quae per
inventa Tua habentur, substituantur, prodit aequatio iden- -

tica; quod idem non dubito, quin interim ipse observa-
veris, V. G.

Incidi heri in hane seriem non parum curiosam
1

i .1 2 1 2 3 2 2 1 4

ete.

cujus numeratores indicant, quot modis denominatores respon-
dentes sint hujus seriei 2" 43" 4-4"--5" -~ etc., vel termini’
ipsi, vel producta ex. binis, vel ternis, vel quaternis, vel‘ita:
porro. Sic denominator 60" numcratorem ha.beblt 11, qula,_'-_ :

60 his undecim modis componitur:

L 60. V. 512 - IX. 2. 5. 6.
. 2. 30. VL 6. 10. X. 3. & 5.
ML 3.20. VIL 2. 2. 15. XL 2. 2. 3. 5.

IV. & 15. VIIL 2. 3. 0.

HuJus SEllel summam casu, quo n=—2, inveni esse — 2;
atque initio a1b1tratus sum,. etiam rchquls casibus sommam

mtlonahter exhiberi posse. Verum rem dlhcrentms serutatus

8e*m §x

inveni casu n—— % summam fore = o S o= ubi

est proxime e” — 23,14017.

Deinde omnia fere theoremata, quae de seriebus nume-.
rorum primorum alilsque hine natis protulisti, V. G., multo.

latius patere observavi. Si enim sit

A—oa=—=a-t+b+c+d+ et

B — summae factorum ex binis .
terminis seriel 4, -ter-

C— . - ex ternis

. minis aequalﬂ:us non
D— " ex qualernis { - exceptls,
ete.

— 9f —

1temque

8= summae tactorum ex binis

Y= . a5 ex ternis terminis inaequalibus se-

d= . ., ex quaternis riet 4 vel .

ete.

fueritque

1+ A+B4+-C+ D+ E4-ete.—=s t+o+p+y+d +ete. ——

) _ erit
. . 1

1—-A+B—-C+D—E+ete. —¢ t—a+f—y+o—etc.z2—

- hincque ' ' o S

1 +B+ D4 FAete. "_—S—_L—t i_}_{3+§+§+etc.::s,;l_:

Ad-CEGtew="3"  afytotntee=57

item

(B—f) 4+ (C—7)+ (D — ) Fete=s—

(B—f)—(C-—7) 4 (D — §)—ete. =t —~

(C —T)—}-(E—e)—l—etc._ (s —1) (1___ﬁ)
(B— ) + (D — 8) +ctc. __-(s_}_,:)(i_,_ﬁ

Quod si autem loco terminorum a, b, ¢, d, etc. sumantur

corum quadrata sitque 4" — o = a* 4 b* - ¢* - d* -eic.,
r

hincque series B, G, D”, etc., itemque 87, y”, 87, etc.

_simili modo formentur, quo supra B, C, D, ete. 8, v, 0, elc.,

ex serie 4 — ¢ fiet:
144" +B" 4+ C"+ D"+ ete. = st

et

1—a” 8" —y" —|— 87 — etc. -_-:i

st
unde erit generaliter
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{4 4"+ B/ C" 4 DY |- cte
i —~A+B C+ D — ete. —-11,44_,3 4 C 4 D4ete.

atque -
(1 & a8+ y-tete) (1 a+(3—y+etc.)__
l . a” —\—*6” Y” + 6/! _ etc
Ex his nune, si pro serie @ 4 b+ c—+d —-efe. substituatur
‘ 1 i i- 1 S .
haec 71,, + 5= -+ & -+ == + I -+ etc. secundum mnumeros

primos procedens, sequentur omunia omnino theoremata, quae

mecum communicare voluisti. Vale, V. G., ac favere perge

Tui observantissimo J

- L. Buleré.

i L . - - Bl
S(ﬂ'lb‘l, cujus  terminus generalls est

valis est — ——>

| — 93 —

LETTRE. XXIX.

Evrer 4 GonDBACH.

Somunsinr. Applcation du caleul intégral 4 lo sommation des sévies.

(Savs date.}
1 vel
6’ hx? — Bz 15

_1_( 1 1 ) onma est — [(zz—z4)dz
8x—5  &z—_s) S — 2T T F

ll

z2dz 1 (fza)da . . -
af(1+zz)(1+z4) % 1_|_“ f 11 7 St post inte-
grationem ponatur z — 1. At seriei, cujus terminus gene-
3m _m 17

—hzz —GhrbT — 2 3;:—7."783: )’s“mmae“—'

m (l—zﬁ)dz mo(Agzztastide __m (1+z.:.)dz

2 T 1—8 T J(1+zz)(1+z4)—? 1-1- ~+ f"‘1_+z4
dz ”

posito post integrationem z — 1. Verum. est ./1 =3

k4

dz
fi—}—;‘l 291f2+21/2 +]/2 et



seriel resultantis summa erit — —

— 9k —

fz—zdz . =
J 1424 — 41/2 ‘21/'). +V2)

1

Quare st a serie, cujus terminus generalis est m’

. . . . T 3m
subtrahatur series, cujus termmus genemhs Wﬁ’

U4+m= (1—-m)n'- )
16 + 812 Vel

seriei, eujus terminus generalis est =
dm 1
 Ghzx— ka1 Btxz - 6kz 15

summa. - est —

(”‘"‘1'61')” A (”é]/i)”. Quare §i m—1, summa -
erit — %;"at ut summa sit = 0, _qportét esse
' m—{—i+m]/2—1/2_—_0,
Y2—1

_seum__}/‘z_l_i

1
z@z D {Ga—1)
am ab imparibus subtrahatur, prodit series
1 1 i 1
i3 25a T 5Em TR +efe.,

quae resolvitur in has tres:

. Si in serie

1
+1_—+—“+g—-+etc._.f1
] _ r2ds
+—’__:s' +-g. +?_— 11 + ete. = 14-z2
8 8 8 8 _ Bzzdz
__+ Bl T A = f 1Fz*

et summa omnium est — [2 —[—%——n]/Q +1/_il(1+]/2 )5

-unde non video quompdo summa possit esse — m — k(2.
1002-4V2U(14VD)

Sin auterm res ita se haberet, foret = —

V241

I Seriei (1 — o ++— ) — (5 — 5 -+ —) et

summa terminorum pari-

“sinuum  ostendunt; est enim —-5

: (Br:r—_ﬁ T 8x—3

— 95

da(t— sz} 25— 23) .
1-}-2¢ — 2
fdz(i—-l—zz) fzdz 23dz __ = 4 {2
1F 21 1

summa est :j

.._.._.._....____g

Fz+ T St T ~ &

. . | xada — [d= . .
IV. Si fuerit (d. Zr — Jigas» erit utique
dx dx dx ard T xl0
dz—2% [ &% 8%y F L F_
- 1Lad ™ g (m & % 70 etc')
et L
' e 29
=Ctle— o — st oo
Constans autem C, si z deberet simul-cum evanescere,
foret infinita;. sin autem C maneai indefinita, tum casu
©—1, quantitas z indefinitum, h. e. quemcunque valorem
obiinebit.
¥5—

. 1 .
V. Sinus ang. 185’ est — > et sin. ang. 5&° est —

V541 1
%

unde erit —— =
? err sin 180 sin540 T

2, id quod etiam tabulae

“ —_ 0
Taqee — sec. 720 el —q ]540 —

sec. 36°,

VI Serierum sequentium summae sunt

1 — fds(zz—z%) __ zzdz
)= f 1—zt _-[(1+zz)(1+z4)
__ = a _ x{(y2 1)

—&viT 8T 8.

- 1  pdz(z®—a8) 28dz
(8:1:——1-—. 8x+1) " f 1—2% [(1—}—“) (l—l—-z*)

— fdz(i—'—zz—;—z‘i) — ] /- dz(1+zz)
CESHITESD Sk N e ehak ¥
D)

i

—F w1
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— 3% —

1 N__ pds(t—z¥) __ p ds
(s:c—.s'_ ax—-z)‘—J' 1—z8 T Aqad
o 1dz—zds
—3 ./1 f:l-—zn-]-zz
i 2zdz—dz | 1 ds
— 3 1+z 6 jl-—z—]—-zz J‘_ 2./1—z+zz
i IV F14
-3 _\_ 3V
‘. 1 1. ' oo ]
VIL Seriei 1 — ggz=r+ gea=t — G jamdudum quo
que conjectavi summam esse —. pil2)*t !, at casu n= 2

facile statim deprehendi valorem 1psms p nequidem rdtiona-

liter exhiberi posse.
Euler.

LETTRE XXX,

Goupsaca 4 Eures.

Soumarins. Théorémes relatifs & la sommation des suites.

VJ(Petrop.) d. 9 Dec. 1739,

Ohservavx heri denominatoribus 1, 1 2, 1. 9. 3, 1.2.3.%,

ete. innumeris modis assignari posse. numeratores algebralcos,
ita ut serles tota fiat summabﬂls sic V. gz.

' 5 11 55
Taz T 1.2.3.4+1.. 5T 1, 6+1 1+ Lo Tote
2 , 7
est = =5+ 1.2.5.4 + 1.2.3..4.5+1...6+1...'1+ s
8 ) e 1 . :
1.8 =7
3 & 5 8 q "8 9
137 1.23 + 1.2.3.4  1...5 + i...6  1...7 + i...8
10
ETT) -+ ete. =— {1,

Corresp, math., et phys. T. L 7
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quae quidem facile demonstrari possunt; sed ex codem fonte
alia multo abstrusiora derivantur, ut si haec series

a1 +2¢¢+5+ Sa41 + bad-13 ete.
1.22% U 1.2.3. 28 T 1.2.5.4n%

n

—z 1

e Z IR far o — 1,
1.2.3...x

posito pro « numero quocunque, dico, ut aequatmm satis-

—atTV(a®—4)
fial. sumendum esse n — —_—

(cujus terminus generalis est

C. G,

LETTRE XXXI.

Eurrr 2 Gornpsach.

Sowmsyaine Méme sujet, Réponse & la lettre’ précédente,

Petropoli d. 9 ];)e'cémhr.- 1739,

Onnes series, quae contmentur in hac - formula - generah'

a~fz-fya® 4 2% L ete.

1.2.3.4....x.0%
ponentiales et algebraicas conjunctim. Quare si vel cosffi-
cientes @, 8, y, &, ete., vel numerus n ita determinetur,
ut exponentialia evanescant, obtinebuntur omnes series hu-
jus formae, quae summas algebraicas habere possunt. Quod
ut clarius appareat, per partes progrediar

summari possunt per quantitates ex-



Seriei cujus terminus Summa erit:
generalis est:”
L
L T
1.2.5...z.a% ea—a ‘
pz A
1.2.5. . .x.n% ‘'n .
7 w1 1
2 /] .
1.2 57x x.n® € 7(;"“}12)
. 8x3 . %d‘ i 3 +j_)
1.2.53 x.n% € (“n_"—?f n3
T, * L i i 6 1
1.2 SEI z.n% ee (;+F+F+n_“)
T e TR -15 5 10 1
125§x x . 0" 37{‘:(;“\‘?‘[‘“_3—‘";_7“_“5)
R .B. . . L 1 31 90 65 E l .
1 2 3’:3‘ ..‘I.'-h‘,x ETIW(T+F+FA+F+115+;15)

Lex, secundum quam hae summae progrediuntur, ita esk
pE+1
. y . am-
comparata, ut termino genelah T_fz_s—'f 1espondeat sum.
ma haec . .
L oooq4  ok_q. 3k_99%44 | aF—33%13.2 —-:1._|_
e"q]u (‘;+ i.n% . + 1.2.n3 + 1.2.3.n*
5% _ 4.6k .6.37 — 452811 + etc')_

1.2.3.4.n%
Ex his igitur persPicitur serigi, cojus terminus generalis est
a

——% .-, summam algebraicam ommnino esse non posse.
1.2.3...2.n

- “termi alis — m-i—ﬁ . -
Sit ergo terminus generalis —57 erit ejus sum

—— 1.23.
ma = e” (e-+ i) — ¢, unde summa toties erit algebraica,
= . ; e
eaque — — o, quoties fuerit an 4- =0, seu n — —

Hicque continentur bini casus priores a Te, V. C., mihi
perscripti, quos quidem facile posse demonstrari dicis. Sit”

— et Pyt
autemn terminus generalis = o5z, erit summa =

at B ) —

&

— 0 —
Summa igitar erit algebraica, _séilicet = — &, si fuerit
an® <+ (B4yjn 4 y=0,

n— _—p— V(@ +2.ﬂ?+y —4047)
Ja .

sen

Hic continetur series illa abstrusior

a1 2a-}3 Ba-}17
A +13n2+1‘25.n5+8tc'

. o
cujus terminus generalis est M

.23 7 ? Cujus ob =1,

f—=a— 1, y—1, summa est eﬁ(i —|—inb+%z)-——i, quae

ideo fiet algebraica atque — — 1, si sit nn ~+ an-1=0, sen
— 2 Yiaa— N S -
n= a“l;(‘m ®. Simili modo ulterius progredi licet, et

cum seriei, cujus terminus generalis est

atfrtyxt 482 feat 4 fat
1.2.3.4...x.n%

summa sit
. L Fder ot 35 155 | 8-L6et-25¢
= —a--e (-oc-f—ﬁ+y+n.+ =S "l"_?+- *;Z"" + +,:j—““
'7+e+105+n_f5 ,

haec summa algebraica esse non-potest, quin simul fiat —=—

erit autem haec summa——- e, st fuerit n radix hujus aequatloms

an* (8 + 7+ 0 s +0)n A (7 4 30 + 7o 15n?
+ (d—{—ﬁe+25§) n* - (a—[—— 105 n 50,
Hac igitur methodo non solum innumerabiles series isﬁus
formae m——xx—ﬁ; ubi X functionem denotat algebraicam

ipsius @ quamcunque rationalem, exhiberi possunt algebraice
summabiles, sed etiam intelligitur practer has inventas alias
omnino non dari. Vale, V. C., ac fave Tui ohservantissimo

L. Eulero.



LETTRE XXXII.

Evier 3 Gorpuach..

Sommuarne- B, désire étre dispensé des wravanx de gdographie.

d. 21 Aupnst 1740,
Die Geographie ist mir fatal. Ew. wissen, dass ich dabei
ein Aug eingebiisset habe; und jetzo wire ich bald in glei-
cher Gefahr gewesen. Als mir heut Morgen eine Partie
Charten um zu examiniren zugesandt wurde, habe ich so-

gleich neue Anstasse empfunden. Denn diese Arbeit, da man -

gendthiget ist immer einen grossen Raum auf einmal zu
iibersehen, greifet das Gesicht weit heftiger an, als nur das
simple Lesen oder Schreiben allein. Um dieser Ursachen wil-
len ersuche ich Ew. gehorsamst, fir mich die Giite zu haben,
und durch Dero kriftige Vorstellung den Herrn Prisidenten
dahin zu disponiren, dass ich von dieser Arbeit, welche mich
nicht nur von meinen ordentlichen Functionen abhilt, son-
dern auch leicht ganz und gar untichtis machen kann, in
Gnaden befreyet werde. Der ich mit aller Hochachtung und
vielems Respect bin u.s. w. lL.eonh Euler.

shog

)

1o FEL.

Z/{é?ﬂ

sr2e”

Z,

2,

-

Wm/ etz

=
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LETTRE XXXIIL

g
GorpsacH a4 FULER.

Sommaine Démarches pour obtenir. 4 E, la dispensation demandde.

d. 21 August 1740. In Eil
Sobald ich den Hn. Etatsrath von Brevern spreche, will ich
nicht unterlassen, demselben die gehorige Vorstellung wegen
Ew. krinklichen Zustandes zu thun; weil ich aber nicht ge-
wiss bin, ob solches morgen oder erst iber einige Tage
wird geschehen kénnen, hingegen bei dieser Sache peri-
cdum in mora ist, so halte ich davor, dass Ew. wohl
thun werden, wenn Sie ohne Zeitverlust den Hn, Praesi-
denten und den Hn. Rath Schumacher schriftlich benachrich-~
tigen, dass sie ohne offenbare Gefahr Threr Gesundheit die
geographischen Occupations nicht fortsetzen kénnen, sondern
dieselben, so lange bis Sie sich besser befinden werden, ans-
setzen miissen. Indessen habe ich heute mit vielem Vergnii-
gen von Hn. Secr. Tiedemann vernommien, - dass Ew. sich
schon etwas besser befinden; ich wiinsche herzlich Sie che-
stens vollig restituiret zu sehn und verbleibe mit sonderbarer
Consideration Ew. u.s. w. Goldbuch,
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LETTRE XXXIV.

GoLupeacsg 3 EuLgr.

Sommaipe, Premitre lattre adressée 3 Berlin, Problime de Ja théorie dus nombyes,

~ Sur deux ancienis ouvrages de la Bibliothéqueé royale de Berlin,

8t. Petersburg 4, 19 Aug. 1744 st. n.

«— — — Was halten Ew. von dergl propositionibus:
(3m—+2)n*+4-3 kann niemals ein numerus quadratus seyn,
positis pro m et n numeris integris quibuscunque?

In den Zeitungen von gelehrten Sachen habe ich un-
lingst gelesen, dass die beiden Ménche, so Newtoni Prin-
cipia Mathematica herausgeben, Ew. Mechanicam stark ge-
braucht haben. - | ‘

Wenn Sie auf die kénigl. Bibliothéque in Berlin gehen
werden, lassen Sie sich doch Joh. de Luneschlos Thesaurum
Mathematum reseratum per algebram novam, Patavii 1646
in fol. und Petrum Bungum de numercrum mysteriis in
hto zeigen. Ich habe A. 1718 diese Biicher, aber nur
obenhin, geschen, und kann mich fast gar nichts mehr von
derselben Inhalt erinnern. Goldbach;
e R G B e .

i
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LETTRE XXXV.

EviLer 2 Gornppach.

Sosmuainzs, Théoremes de la théorie des nombres ct du caleul inudgral.

Berlin 4. 9 September 1741,

Vor einigen Wochen haben Ihro Maj. die Konigl. Frau
Mutter mich zu sich holen lassen, und des Tags darauf
hatte ich die Gnade bei Thro Maj. zu speisen, und haben
sowohl Thro Majestat als die heiden Kénigl. Prinzessinnen
mich auf die goidigste und eine recht leutselige Art em-
pfangen. Thro Konigl. Maj. der Kénig hahen mich auch nicht
nur durch den Hn. Geb. Rath Jordan Dero Allerhéchsten
Gnade und Protection versichern lassen, sondern auch Hochst-
eigenhindig nachfolgendes Schrelben zuzusenden die Gnade
gehabt:

" Monsieur. Euler. Jai été bien aise d’apprendre que
vous étes content de votre sort et établissement Présent. Jai
donné les ordres nécessaires au grand Directoire pow la
pension de 1600 écus que Je vous ai accordée. S'il y a
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encore quelque chose dont vous aurez besoin, vous navez
qua attendre mon retour i Berlin. Je suis

An Camp de Reichenbach votre bien aflectionné PLO}'
ce 4 septembre 1741. : Federiee,

Weilen Thro Maj. beschlossen haben ein nenes Gebiu zur
Akademie aufzubauen, so isi mir aufgetragen worden, einen
vollstindigen Riss von den akademischen Gebiuden in St. Pe-
tershurg zu verschaffen. Weilen nun alle diese Risse schon
wiirklich in Kupfer gestochen, ich aber davon nicht leicht
ein Exemplar von dem Hn. Schumacher hoffen darf, so
nehme die Freyheit FEw. gehorsamst zu ersuchen ein Exem-
plar von diesen Rissen kaufen und dem Hn. Stahclm iiber-
liefern zu lassen .

Die beiden geme]dten Bicher habe ich von der Biblio-
thee holen lassen; aber in Petri Bungi Mysteriis numerorum
nicht das geringste Merkwiirdige gefunden. Lir durchgehet
der Ordnung nach alle Zahlen von 4, 2, 3 bis tausend, und
merkt von einer jeden an, wo solche in der Heil. Schrift
und andern Auctoribus vorkommen; als bei .38 bringt er
nichts anderes vor, als das Exempel des Kranken beim Teich
zu Betesda, welcher” 38 Jahre daselbst gelegen. Der Lune-
schloss ist ein sehr schones Buch in seiner Art; ich ha])c
aber dasselbe noch nicht vollig dulchtfegdngcn

‘Ew. theorema, dass (3m —|— 2)n* 4 3 kein Quadmt
seyn kénne, ist sehr artig, und kann ich die Richtig-
keit desselben auf folgende Art darthun: Entweder ist n
durch 3 divisibel, oder nicht. Im ersten Fall ist n* divisibel
durch 9, und bekémmt die Expression (3m - 2)n* |- 3
eine solche Form 9p - 3, welche kein Quadrat seyn kann,
wie bekannt. Im andern TFall, wenn n nicht durch 3 divi-
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sibel ist, so ist n* eine solche Zah!: 3p + 1 und (3m4-2)n*4-3
bekémmt diese Form 9 mp -+ 3m } 6p | 5, das ist 39142,
von welcher Form gleichfalls bekannt, dass solche niemals
ein Quadrat seyn kann. Ich habe vor langer Zeit auch sol-
che ahnliche theoremata gefunden, als #mn-—m—1{ kann
nullo modo ein Quadrat seyn. Item #mn -— m—n kann
auch kein Quadrat seyn, positis m et n numeris mtegrl:,
affirmativis. .

Von den divisoribus quantitatis aa i’ml.a-b, si a et b
sit numeri inter se primi, habe ich auch curieuse proprie-
tates entdeckt, welche etwas in recessu zu haben scheinen,
als da sind: B '

‘ Theor. 1. Omnes divisores primi formulae aa — 24}
continentur in forma 8n =+ 1.

Theor. 2. Omnes divisores primi formulac aa — 365
sunt 12n =+ 1 ‘

Theor. 3. Nullus numerus primus potest -esse divisor
formae aa — 550 nisi qui sit in hac forma 10n+'1 contentus,

—— g habe ich auch
(A —zx™9
merkwiirdige proprietates gefunden, si post mtegratlonem
ponatur 2 —1. Als da smd

Theor. Integrale f se habet ad f

(l-—.r“)4 1—.14’)2
p051to post utramque mteo rationem x =—— 1.

d
Theor. Integrale f-—x—i se habet ad integrale f d
» 1/ : (1 —zx)& (1—t.r)3
uli ¥'3 ad 1, posite pariter post utramque infegrationem
w== 1. Welche theoremata um so viel merkwiirdiger schei-
nen, da sonsten nach der gewshnlichen Art dies’e'Inteoralm

nicht mit einander comparirel, werden kénnen.

Von den integralibus formulae —— 3

cuti Y2ad 1,

Euler.
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LETTRE XXXVI.

Goipsacn 3 FvLsr.

Somuaing Paradoxes tirds de Ponvrage de Luneschl os.

81, Petershurg d. 7 Nov, st; n 1744,

Die s_onderbare Distinction, mit welcher Ew. in Berlin auf-
genommen wurden, hat mir nicht anders als erfreulich seyn
konnen; insonderheit ‘habe ich das gnadigste Schreiben Ihro
Konigl. Majestﬁt an Fw. mit der grossesten Veneration ge-
lesen und admiriret. Es muss eine treffliche directio @ aut
2 ad medium coeli, oder dergleichen eine, fir Fw. einge-
fallen seyn, welche ex post facto in dem themate nativ. sich
wohl wird finden lassen.....

Dass Sie in des Leuneschlos Thesauro etwas Gutes ge-
funden, ist mir sehr lieb. Ich habe schon A. 1716 in Ké-
nigsberg von demselben autore ein Tractitchen in 87 ge-
lesen, welches er Paradoxa de quantitate’ nennet. Das 352l
heisset: $1 Deus auferret omne corpus in vase contentum
movendo' vel annihilando, nec alind ullum in ablati locum

—

— 109 —

venire permitteret movendo ant creando, hoe ipso vasis la-
tera forent contigua, nec vel tantillum amplius distarent,
Das %#73'*: Monstrosa et deformia etiam faciunt ad pulchri-
tudinem mundi, Das 522': Si luna esset concava, terra pe-
viret incendto. Das 946%: Pondera campanarum sunt in tri-
plicata ratione sonorum. Verum crassities fidiam longitudine
et tensione aequalium sunt in ratione duplicata sonorum.
Das 589': Cum semidiameter gyrorum aquae quovis modo
percussae secundo horae minuto dilatatus vix pedem exae-
quet, et semidiameter spirarum in aére quavis etiam per-
cussione procreatarum eodem fempore millium trecentorum
ac ochiaginta pedum existat, sequitur aquam millibus tre-
centum et octvaginta (1380) vicibus aére densiorem atque
Zraviorem essc.....

Goldbach.



