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LETTRE CXXIV.

GorpsicH 4 EULER.

SomMAIRE. Suite sur la courbe catoptrigue,

Moscau d. 27, Mirz 1749,

Aus der von Ew. mir iibersandten Figur sowohl, als aus |

dem. casu der curvae tricuspidalis, triangulo aequila’fero in-
scriptibilis, kann ich micht anders urtheilen, als dz?ssldm awu;
_ac, ab, cb nicht nur aequales sondern auch similes ; U]I:)l-
die puncta d, m, n curvas illas ir.n duas: partes a?qua e 1]1
secantia seyn sollen, Wenn nun (].J.BSES alst > 80 muss]tin _a];c
‘die puncta I et K von dem medio axis (%’D (Welcbes Wci
in der Figur mit keinem Buchstaben lb_ezelchnet hg endun.
indessen r heissen kann) aeque distant{a seyn, woraus ex:‘u:t
ferner folget, dass die curva generatrix’ au‘ch hexago?o 1,@—-
gulari circomscriptibilis sey und mit dem circulo,- cujus ra-
diue est Cr in den sex punctis C, I,- 4, D, B, K coin-
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cidiren wmiisse, womit aber die iibersandte und hiebey zu-
rickkommende Figur (die mir wieder zuzuschicken bitte)
nicht tdbereinstimmt, weil sonst alle diese puncta in dem
punciirt gezogenen Circul stchen missten. Wenn aber
auch die arcus ab, be, ca nur longitudine ,aequales und
nicht similes wiren, so miisste nichts desto wemger lolgen,
dass die puncta 4, B, € cin triangolum aequilaterum, cir-
culo, cujus radius est Cr, inscriptum, formiren und in
den punctirt gezogenen Circul fallen, dessen Centrum r zn-
gleich der Mittelpunct des trianguli aequilateri ist, wie denn
auch ferner die distantiae punctorum £.A4 ond EB aequales
seyn miissten, welche doch in der Figur um ein gar merk-
liches differiren. Dieses alles habe nur deswegen erinnern
wollen, damit Ew. tiberzeuget wiirden, dass ich die mir
tthersandte Fignr nicht nur obenhin angeschen, sondern mit
einiger Atlention (woran es mir oftmals zu fehlen pileget)
betrachtet habe.

Was 1ch von den quadratis 44 -1~ BB + CC ete. in mei-

nem vorigen gemeldet hatte, ist, wie ich aus Dere Solution

‘ersehe, von keiner Erheblichkeit gewesen und einer Distrac-

tion zuzuschreiben.
Goldbach.

P.§. v. 1. April 1749. Nachdem ich ungefibr die eur-

vam generatricem abermal betrachtet, so habe befunden,
dass bey der, von Ew. mir iibersandten Figar nichts Fssen-
tielles zn erinnern gewesen, welches bey Zeiten, um Dero-
selben keine vergebliche Mithe zu machen, melden wollen,
wobey nur noch dieses anmerke, dass von der punctiyt
gezeichneten curva exteriore {welche man irigibberam nen-
nen kénnte) cujus ommes normales curvam secantes aequales
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sunt, die curva, normales omnes in duas partes aeeju'aies
- dividens, wie die innere Figur anzeiget, tricuspidalis ist.

© . Die aequatio kn - 5—40 4401+ [ (allwo [] ein
quadratum impar, O ein quadratom par bedeutet) ist zwar
allezeit moglich, man kann aber fiir [, so eines von den
vier quadratis ist, nicht ein jedes pro lubitu annehmen, wie
in der aequatione &[] -}- (| -+ (1 + [ == 8n 4-7 geschiehet,
allwo vor cines von diesen viér quadratis ein jedes quadra-
tum < 8n -+ 7 genommen werden kann.
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LETTRE CXXY.

Fuvrern 2 GonpBacH.

SoMmaine. OSuite des recherches arithméziques.

Berlin (i. i2. April 1748,

NWunmehr habe ich endlich einen biindigen Beweis gefunden,
dass ein jeglicher numerus primus von dieser Form kn -1
eine summa duor. quadr. ist. Iis sey das Zeichen der
Zahlen, welche summae duor. quadr. sind, so sind meine
Siitze folgen&e:

1. Si a—[3] et b=1[3), erit etiam ab—[3], wovon der
Beweis leicht. _ _

IL S ab=-(7) et a — [3), erit etiam b—(2). Hievon 1st
der Beweis schon. schwerer und erfordert einige Sitze.

HI. Summa duor. quadr. ag -4~ 566, ubi ¢ et & communem
Jivisorem non habeant, nulles alios admittit divisores, nisi
qui ipsi sint [2]. )
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IV. Proposits numero primo %n -1, per eum semper contemplatus, - termini. tantum usque ad (2n 4 1)

SEmn

AT

Petropolitanis gegehen.

V. Da o*" — 1 = (@*" 4 1) (6®*" —1), so ist also entwe-
der a®*” -}- 1 oder a®"—1 per &n-}1 theilbar. Kénnte nun
ein eciniger Fall angezeigt werden, da nicht ¢*” — 1, sondern

e*™ 414 durch kn-}-1 divisibel wire, weil a*>? -4 = 3],

k a*™ —1 erit divisibilis, nisi ipse numerus a sit per kn--1 nuantur, itautsit e et $<<2n -1, idecque neque « neque L
B divisibilis. Pen Beweis hievon habe in den Commentariis b per se sit per kn-+ 1 divisibilis, qui casus sunt excepti) :

necesse est ut hoc casu factor a*” 4 b>" sit per kn-41 di-
visibilis, qui cum sit (2], ejus quoque divisorem kn - 1 sum-
mam duor. quadr. esse oportet. Q.. D,

Dass eine jede Zahl eine summa quatuor vel pauciorum
quadratorum sey, kann ich beynahe beweisen; es fehlt mir

so wire per N, I bewiesen, dass kn-|-1 eine summa duor. nehmlichk nyr noch an einer Proposition, welche dem ersten ?éi
quadr. seyn muss. Ansehen nach keine Schwierigkeit zu haben scheint, éé
V1. - Theorema. Omnis numerus primus formae %n -1 est Dieses Zeichen (1} bedeute eine jegliche Zahl, welche eine f;
summa duor. guadr. Sumom von % oder Weniger quadratis ist, so sind meine %
Demonstr. 8i kn-f1 non esset [3], qma a*® —1, vel Siitze folgende: %

_ cham ¢*" —b*" per bn -+ 1 est divisibilis (dummodo neque I. Sia=1[n et b—=1[4 erit quoque ab— (z]. Hievon ist i

a neque b sit per kn-4 41 divisibile) nunquam a®” 4 5%7,
sed semper " —5>" per kn—t 1 esset divisibile. Forent
ergo sequenics numeri omnes 227.—1, 327_227 j27_.327 ‘
5%7—Lk%7, elc. (quamdiv radices sunt minores quam %n--1) |
per hn 41 divisibiles. Hoc est hujus progressionis 1, 227,

der Beweis bindig, denn es sey ¢ —pp--gg--rr-|ss
und b —xx | yy -} 22+ vv, so wird i
ab=(px +qy + rz -+ sv)* 4 (py —go = rv - s2)* +
(pzFgv-—rosy)* 4 (pv £ gz £ ry —sx)* = [E. ;
M. 8t ab— [ et a==[x], erit etiam b— [u). Dieses ist
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% 3%, B, 57, ... (kn)®" differentiae forent per hn 1. ‘der Satz, worauf die ganze Sach heruhet, und den ich 1
divisibiles. Forent ergo quoque differentize secundae et ter- voch nicht beweisen kann, :’*
='~ _ Hae et quarize et tandem differentiae ordinis 2n, quae sunt il Coroll. (Dieses Zeichen —— soll nach Ew. negationem !i}
e constantes, per &n -1 divisibiles. aequalifatis -bedeuten). Si ergo ab — et a= (7], tum i

-

At ex doctrina differentiavam notum est, differentias or-
dinis 2n, quae sunt constantes, esse — 1.2 3.4....2x, qui
numerus, cum non sit divisibilis per numerum primum n—-1,
sequitur non omnes differentias 221, 3222 23 e
per kn |1 esse divisibiles; dabitur ergo quaedam differentia
e?" — b, quae non erit per bn | { divisibilis, quare cum
a®® — b = (a*" - b*"} (2" — b>") semper sit per kn--1
divisibilis (in serie enlw superiori, cujus differentias sum

etiam b [&. 81 enim esset b=—=[x], per IL foret quoque
a— (B conira hyp.

IV. Si omnes numeri primi essent formae [&], tunc om-
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nes omnino numeri in hac forma continerentur. Manifestum

est ex N, I, unde demonstratio proposili ad numeros tan-
tum primos revocatur. '
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V. Proposite numero primo quocungue p, semper datur
numerus formae ae—+ bb4- cc-dd per p divisibilis, ita ut
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nullus numerorum @, b, ¢, d seorsim per p sit divisibilis.
Ich kann nehmlich beweisen, dass es allzeit solche Zahlen
sa—+bb-+ce--dd, und das unendlich viel gibt, obschon
ich in genere keine daven anzuzeigen vermégend bin. Der
Bewels davon ist inshesondere I_nerkwiirdig, aber etwas weit-
linfis und kann aof Beliehen den Inhalt eines ganzen Briefes
inskiinftige abgeben.

V1. Siaa 4 bb-4-cc+dd per p est divisibile, quantumvis
numeri @, b, ¢, d sint magni, semper exhiberi potesl similis
forma xx -t yy -2z | vv per p divisibilis, ita ut singuli
numeri x, 3, 2, ¢ semisse ipsius p non sint majores.

Demonstr. Erit enim a—oep*x, b=FpEy, ¢=
yp 5, d—=0p=*tv alque @, y, #, v erunt numeri non ma-
jores quam —;—~p. Cum igitor sit ea + &b -~ cc + dd =
(ee + B8 4 7y -+ 08)pp * 2p (sa+ By + 75+ 09) +
xzx4-yy + 52+ ¢v haecque forma per p divisibilis existat,
ob duo priora membra jam sponte per p divisibilia, necesse
est ut ultiimum membrum xx + yy -+ 2z -f- v¢ quoque per
p sit divisibile. '

VII. Si p est numerus primus ideoque hmpar, erunt sin-

. . . 1 .
guli numeri 2, y, 2, ¢ minores quam - p, ideoque

ww—[—yy—l——zz—l—w<l|«-lp2<132.
VIII. Sip est numerus primus, certe erit summa qu't~
tuor quadratorum vel pauciorum.
Demonstr. Per N. VI datur numerus aabb+ced-dd
per p divisibilis, ac per N. VI dabitur eliam numerus
sca:—|—_yy ~+ zz-+vv per p divisibilis, ita ut sit

xx +yy+ 25 +ov<pp

Quodsi jam daventur numeri = (&, existeret horum nume-
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rorum minimus, qui sit ==p, ita ut sit p minimus eorum
numerorum, qui in quatuor quadrata sunt irresolubiles, (luc
semper de numeris integris est sermo) Sit igitur

@ 4 yy 423 + 00 =@ =pq,
et quia per hyp. pzr= (4, foret quogue g [#], at pg<pp,
ideoque ¢ < p, ac propterea haberetur numerus g minor
quam p, qui esset 1= [4], contra hypoth. Nullus ergo datur

numerus minimus in quatuor quadrata irresolubilis, ideoque -

nullus plane datur numerns - 4], ac per consequens ommnis

numerus p — [4].

Weil ich nicht zweifle, dass diese demonsirationes Ew. nicht
gefallen sollten, so bitte dieselben Dero Aufmerksamlkeit zu
wirdigen.

In meinen Umstinden ist seit der Zeit nichts verinder-
liches vorgefallen, als dass ich dieser Tage in einer Lotterie
600 Rthlr. gewonnen, welches also eben so gut 1st, als wenn
ich dieses Jahr einen Pariser Preis gewonnen hitte,

’ ' Euler.
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LETTRE CXXVL

Fuvrer 3 G onpBacH.

Soumaine, Courbe catoptrique. Becherches arithméiiques, Suite,

Berlin d. 45, April 1740,

Eiebey habe die Ehre, meine Figur von den curvis cata-
caunsticis wiederum zuriickzusenden, und weil dieselbe nicht
accurat genug gerathen, indem freylich die Bogen 4K und
BE, wie Ew. angemerkt, gleich seyn sollten, so fiige noch
eine andere. Figur hinzu (Fig. 37), welche ich mit mehrerem
Fleisse aufgezeichnet. Indessen ist, wie in der vorigen, die
curva tricuspidata abe aequilatera und die drey partes adb,
bme, cna unter sich aequales et similes, Diese curva hat also
cin centrum in O, welches das centrum circuli triangulo e¢be
circumscripti ist. Dieses Punct O ist aber nicht das Mittel-
punct der Linie CI), welches Ew. mit dem Buchstaben r

— 439 —

andeuten wollen, denn aus der Natur der Evolution ist C.D
der Faden, welcher vorher um den Bogen cna gelegen und
bis in 4 ausgedehnt gewesen, folglich ist

¢ = Arc.ena+ 4da — Arc.cna -+ Cc (ob Ce = da=B%)
und also ¢D  Ce = CD == Arc. cna + 2Cc. Wenn
nun das Punct r in der Mitte der Linie CD genommen
wird, so ist Cr =1CD — L Arc. ena 4+ Ce, und dahero

er—=Cr—Ce=tArc. ena — ¢n. Nun aber ist in der Figur

¢O grésser als der Bogen cn, und also ¢O>>cr (ich habe
nehmlich die puncta d, m, n in der Mitte der Bogen ab,
ac, bc angenrommen). Hernach sind freylich die Linien OF
und O nicht nur einander gleich, sondern machen auch
mit GG gleiche Winkel. Denn esist 0] —= 0K == 0.D; allein,
well das Punct O nicht in die Mitte der Linie C.D fillt, so
sind auch diese drey Linien OI, OK, O nicht so gross
als CO oder A0 und BO. Dieses ist auch aus der Aus-
wickelungt offenbar, da der anfinglich gelegte Faden bmeC
in 60T nach der geraden Linie ausgedehnt wird. Also ist
bI=bmec-Cc, und Ol—=bme--Cc—b0. Nun aber ist
Ce=0C—¢0 und daher OI=bme+0C—c0—050,
oder weil 40 — ¢0, so ist O — 0C—2¢0 4 bme =

. OC—Q(OO——cm), und da e > cm so ist O << 00. Wenn
“daher aus dem ceniro O mit dem radio OC—0A— OB

ein Gircul beschriehen wird, so berihrt derselbe die curvam
descriptam in drey Puncten C, 4, B, und diese curva hat
also drey Biickel in 4, B, C und drey Tiefen I, D, K,
kann also trigibba genannt werden, In der vorigen Figur
war der Circul aus dem centro r beschrieben, welchen bier
gleichfalls bezeichne, woraus ganz klar zu sehen, wie dieser
Gircul die curvam trigibbam in zwey Puncten berihrt und
in zweyen durchschneidet; wie denn auch dieser Circul und




— §00 —

die curva trigibba ejusdem perimetri, folglich che area curvae
kleiner als die area des Circuls seyn muss.

Ich fiige noch eine neue Figur hinzu, (Fig. 38) in welcher
die curva tricuspidata abc nicht aequilatera, sondern scalena,
aus welcher auch eine curva trigibba scalena ABC entstehet.
Ungeacht es solche curvas continuas oder aequatione expri-
"mibiles gibt, so kann man doch auch von freyer Hand ohne
einige Regel solche curvas tricuspidatas aufreissen und aus
denselben per evolutionem die curvas trigibbas beschreiben,
aus welchen hernach weiter auf unendlich vielerley Arten
die gesuchten curvae catoptricae construirt werden kénnen.
Wie ich denn in dieser Figur die curvam tricuspidatam abe
aus drey Girculbdgen ab, ac, be, so einunder berithven,
formirt, und daraus die trigibbam also gezeichnet habe, nach-
dem ich die tangentes ad cuspides a, b, ¢ und puncta late-
rum media {, m, n gezogen und a4 pro arbitrio angenom-
men, so wird mM —=ma-+ad, ecy—cm4{+mM, A=
cy—el, bB=1I4—1b, nN==nb-+4bB ectc. bis man he-
rumkommt.

Ich bin- neunlich auf diese Betrachtung gefallen, ob ecs
nicht maglich sey zwey Zahlen x und y zu finden, so dass
ay(x-]-y) elner gegebenen Zahl a gleich sey; oder propo-
sito numero @, invenire duos numeros ratiomales w et y
(sive integros, sive fractos) ut sit ay(x-}y) = a. Solches ist
immer moglich, so oft die Zahl ¢ in dieser Form

pg(pm?® = gn?)
enthalten ist. Ich glaube aber, dass in dieser Form bey
weitem nicht alle Zahlen enthalten sind, und also das pro-
blema ofters unméglich ist, welches zu seschehen scheint,
wenn ¢ —1, oder a— 3 etc.

Wenn aber dieses problema proponivt wird:
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Proposito numero a, invenire tres numeros rationales
%, y, 3, utsit xyz(z-+y-+2)=a, so ist das problema
immer méglich und kann sogar in genere die Solution an-
gegeben werden, welche ich endlich nach vieler angewandter
Mithe herausgebracht. Nehmlich man setze (sumendo pro s et
¢ vumeros quoscunque pro lubitu)

Gastd (art — 2.94)2

(att +5%) (Zaat® - loastd — 8y’

- 355 (gatt | s%)*
Y= 2e(att —25Y) (Qaat® 41045t 5 — 59)’

2(2aai® 11025t t* — 5B)
3538 (st %) ?

&€ —

2

so wird

2aatt | 10ast 4 — 58
T4y +z= L

65%t (@it — 25

und hieraus bekommt man zyz (z - ¥y + 2 =ea

Als es sey a—1 und man nehme t—=2, s =1, so wird

__48.34% 3.e5? 2,671
—65.611° J T e’ E = gap
daher )
@1 1350723 _ 5.671* _ 3.671
J = 55.65.671 — 56.65.671 — 5605
“und
671
SR
i 3. 56
folglich

48.14% 3.5 671 671
xyz (o
y2 +r+2= 65.671 "56.671 3.65 5.56 — I-

e SR T —

NE TR TA

BT SN

P T P

g TR g o TR A T

=k



— 502 —

LETTRE CXXVIL

GorpeacH 4 RULER.

Sosuaine. Reéponse 4 Ia lettre précédente,

Moscan d. 16. Juni 1748,

Wor die Communication von Dero theorematibus in dem
Briefe vom 12. April sage ich schnlt?ligsten Dank, und dass
an der wmir tbersandten Figur nichis aus:zusgtzen gewesen,
hatie ich schon in meinem vorigen Postscript, welches ohge
Zweifel angekommen seyn wird, erkax}nt. Ich glaube es Wc_:ii'tie
Ew. auch nicht viel Mihe kosten die curva'r‘n oxnes verti-
cales bisecantem zu beschreiben in casu, da die curva tl‘l(‘.]:ls-
pidalis, so zum Grunde gelegt wird, aus lauter arcubus

circuli bestehet, und es scheinet, dass diese curva verticales

bisecans seltsame proprietates haben wird.

Was die resolutionem cujusvis numerl in quatuor. qua-

dratos beirifft, so sehe ich gar wohl cin, dass alles, wie
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Ew. angemerket, auf der Demonstration des andern Satzes
beruhet: Si ab est (7, et a— (], erit etiam b—=[4. Fine
gleiche Bewandniss hat es mit der demonstratione bujus
propositionis: Si summa quatuor quadralorum in numf;ris
fractis sit — numero Integro, erit idem numerus integer —
quatuor quadratis integris. Allein die demonstrationem hujus
propositionis: Si numerus aliquis est summa quatuor qua-
dratorum imparium, idem numerus est summa guatuor qua-
dratorum parivm, oder dalis quatuor quadratis imparibus
—8m—+k, dantur etiam quatuor quadrata nomeri 2m--1,
meine ich in potestate zu haben, I

Wenn man aber ein Mittel finden konute die summam

quatuor quorumque quadratornm 4 4.} BB +CC+ DD

in die vier folgenden quadrata zu resolviren
(e k — by
aa —l-* bb —|— ‘—'T—— + dd,
wo doch auch quatuer quantitates indeterminatae sind, so

hiitte man zogleich erwiesen, dass eine jede Zahl — (g,
denn die letstern vier quadrata sind so heschaffen, dass jhre

summa unitate aucta wieder eine summa quatuor guadrato-

rum wird, oder diese quingue quadrata
vaa 8004 (ff 261 -+ hdd + 4
sind allezeit — quataor quadratis,

Ob Ew. das praeminm bey der Frage von der Ursache
der perturbationum in motibus planetarum erhalien haben,
ist mir entweder nicht bekannt worden, oder ich habe es
vergessen, und da ich schliesse, dass Sie auch um den Preis
iiber die Frage von der Direction der courans ete. werden
competivet haben, so wiinsche ich, dass Dero pitce durch
einen Lleinen Zusatz von wiles, kiinftiges Jahr victorieuse
werden mége.

Goldbach.
32

Corr. math. et phys. T. 1
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P. 8§ Wenn das signum eine summam entweder von
vier oder von weniger quadratis, und [ ecine summam
"nicht von wenigern als & quadratis bedeuiet, so kann gar
leicht demonstriret werden ommem numerum hujus formae
8m -7 esse [d; wenn aber zugleich hachgegeben wird, dass
alle numeri (8 in dieser formula begriffen sind: 4*~*(8 m~-7),
ubi e sit numerus integer affirmativus quicunque, so kann
demonstrivet werden numerum quemcungue esse [i.
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LETTRE CXXVIIL

Eurezr 34 GoerprachH

SouniinE, Nouvear travail sur la théorie de Saturne. Considérations ultdrienres

sur les mombres.

Berlin d. 26. Juli 1748,

Eeber die Pariser Frage von den courans hahe ich nicht
gearbeitel, und vernommen, dass nur eine cinige Schrift
dartiber soll eingelaufen seyn. Ich zweifle auch sehr, ob ich
kiinftiges Jahr etwas Tichtiges darin hervorzubringen im
Stande seyn werde. Anf die wiederholte Frage aber vom
Saturno habe ich schon eine neue Abhandiung ithersandt,
woriiher auch Liinftige Ostern das Urtheil gefillet werden soll.

Ew. theorema, dass wenn 8m + & eine summa quatuor
quadr. imparium ist, eben diese Zahl 8m | & auch eine
summa quatuor quadr. parivm seyn misse, kann ich auf
folgende Art demonstriren:
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Es sey
8m+ b =(2a— 1)
30 wird, (wenn man durch 2 dividirt, da
p+g+1P+p—g’)
hm4-2—=(a+b+4 1) 4 (a—Bb)* + (¢-+ d-1)* | (e —d)%,
also &m +2—%40. Da aber k¥m } 2 éin numerus impa-
riter par ist, so miissen von diesen vier quadratis zwey

@b+ 17 2o 4 1P+ @2d + 1),
Qp4-1°+@2¢4+10%
. b -

paria und zwey imparia seyn. Also wird seyn:

hm—4-2 = 2p - 1)* 4+ g 1)+ hrr-} kss,
dahero
BmA L= (p 4 g+ 1+ (p— g + (- + (r— s,
folglich
8m b= h(ptg+1)* 4 5( p_m g + & (r+45)> 4 5 (r—s)
Q. E. D.

Hieraus folget, dass wenn 24 eine summa quatuor quadra-
torum ist, auch A4 eine summa quatuor quadratorum in integris
sey, und generalius: §i 2”4 — k[, tum etiam A erit == & [

in infegris; oder: Si in fraclis habetur A:““+bbj;68+dd,

tum etlam numerus 4 in integris in quatuor quadrata re-
solvi poterit.

Dieses ist nun schon ein Siick von dem allgemeinen
theoremate: 8i summa quatuor quadratorum fractorum ae-
quatur numero integro A, tum etiamn hic numerus erit in
integris summa quatuor quadratorum; oder von diesem,
worauf ich meine ganze vovige Demonstration gegrimdet:
Wenn mA=»40 und m — kO, tum etiam erit 4 —5k 7.
Von diesem theoremate ist also schon dieser casus bewiesen:
51 24==% 0, tum etiam d—%&J, oder si 274 —k[,
tom quoque 4 — k0. Ich kann aber auch noch einige an-
derve Fille beweisen, als:

— . 507 —

Theorema. Si 34 = &0, erit etiam 4A——[u] (Ich habe im
vorigen vergessen dieses Zeichen [&] uwm summam quatuor
quadratorum integrerum anzuzeigen).

Demonstratio. Quia ompe gquadratuom est vel formae 3n

~vel 3n+1, so sind entweder alle vier quadrata per 3 di-
. visibilia, oder nur eins. Tm ersten Falle wird

3A—9%aa-+ 900 9ee+9dd,
und also 4=3aa -+ 3664 3cc+ 3dd, das ist
= (e+b-+0 + (a—b-+-d)t + (a—e-—dP (b—ot .
Im andern Fall ist .
3Ad=3a--1)*+ (3614 Be+1)*+ 94dd,
und folglich
Ad=1+4 20420 4 2¢43aa+ 3606+ 3ce+ 3dd.
Dicses aber ist _
A=(+atbtep+e—btap+
+ (b —c+ ad)*
also wiederum A4 — .
Theor. Si 5.4—1[4], erit quoque A4 — [u].
Demonstr. Frit enim
vel L 5A:25aa+25bb—}—25cc+25dd
vel IL 5A—=(5a+1)*+ (564 2)* +25¢ce } 25dd
vel L 5 A= (5a4-1)* 1 (56+2)* - (5e-F1)* (5442~
Casu I. est A—5aa+ 560+ 5ce-+ 5dd—

(2045 4 (e —28)* -} e+ d)* + (¢ — 2d)* = [
Casu IT est A—1 4 2a4 %5 5aa}+56bt 5cet-5dd=
(i +a+-28* 4 (2a—0b)* + 2e-+d)P? 4 (e—2d* =@

Casu IIT est
A=142at bbb+t 5004500414 2elbdt-5cet-5dd—=
(U287 4 (2a—b)* + (1 +c+2d)" 4 (Be—d)* = [A.
Hier ist zu bemerken, dass @, b, ¢, d sowohl numeros
affirmativos als negativas bedeuten. Dahero nicht nothig habe

(@ —ec—d)?
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um der Allgemeinheit willen 5a =1 far 56+ 1 zu schrei-
ben. Wenn man nun diese theoremata zusammennimmi, so
folgel darans dieses: ‘

Si 2¢.3F 5" 4— (@, tum erit quoque A== [A].

Man kann auch noch weiter gehen, als:

Theor. §i TA = [, erit quoque 4 —[x].

Demonstr. Gam omnes quadrati sint vel formae Tm, vel
Tm— 1, vel Tm + 2, vel Tm+ %, erit
vel I TA—49aa—+ %905 + "9cc | 49dd, ergo

A="T(aa+ bb-+cct dd) =[x, nam [#].[x] =,
vel (L 74=({47a)* + (1 4-70)> + (1 + T¢)*-+ (2-+7d)%
vollL 7T4=(1}+70* - 2+ 70+ (34 7¢)* -+ #9dd,
vellV.7TA= (2} 7a)* +@2+70>+ (247> +(3-+74d)7,
vel V. TA== (1 +7a)?* + (378> + (3-4-Tc)* 4 (3L 7d)™
Casu II erit :
A—=1+2a+42b- 2c+4d+Taa 700+ Tce-+7dd—=

(1tatb+et2d)P A (a—b—2c+ dp* -+
(e+2b—c—dP+(Ra—b+c—d)* = A
Casn . erit
A=2+2a} 4b+ 6e-}-Taa - Tbb+Tee-|-7dd =
(¢—2b-+tct+dP 4042+ d—af1)* 4
(@a+b—c+2d?+ (e} bt+e—d-4+ 1) —[H.
ete. )

Wenn der numerus 4 also in vier quadrata kinnte resolvirt

werden A—aa-+bb —|——i— (kk —bby* 4- dd, so wiirde frey-
lich, wie Ew. bemerket, 4 + 4 — [, denn
A—}—i:(%(kkm—bb)—i>2+kk+aa tdd.
Dass im postscripto gemeldte thecrema ist sehr ariig;
denn wenn alle numeri (welche nicht aus weniger als
vier quadratis bestehen} in dieser Form %°~'(8m - 7) ent-
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halten wiren, so finde ich auch, dass daraus folgte ommem
numerum esse — [&]. Mein Bewels davon ist dieser:

~ 8i ommes numeri (& in hac forma &* ' (8m 4 7) con-
tinentur, fum omnes numeri in hac forma &¢~*(8m - 7)

" non contenti essent — [i]. Foret ergo §m -1 —[x], item
8m 3 —={(a, item 8m 45 =[i. At si 8m 5 — (1] er

quoque 3(8m 4 5)==8n-+ 7= (. Oder also: Quia
38n+7)=8m-35, erit 3(8a4-7) = [,
ideoque etiam 8n 47 = [4].

Hieraus folget ferner, dass wenn man nur beweisen
Lkounte, ommnes numeros formae 8m + 1 esse == [ji], tum
onmes plane numeros futuros esse — . Cum enim sit
3(8n-3)=8m {1, erit 3(8n—+ 3)—= (1, ergo et 8n -3
— (#. Porro ob 5(8n -{-5)—=8m -] 1, erit 5(8n--5)==(4,
ergo et 8n | 5 == (k. Hinc denique exit 8n -7 —=7[1]; ergo
omnes numeri impares, ac proinde etiam omnes pares es-

sent —. (4.
Euler.

P. S. Das theorema fir 74—1(r), so ich nicht ansge-
fihet, wird durch folgendes Generaltheorema vollendet:

Theorema. Posito m—=aa +5b + cc A-dd, siosit
mA=— [, erit quogque A~ [x].

Demonstr. Sit m A= (f+mp)*+ (g mg)*+(h + mr)+
(k 4+ ms)* atque ff-+gg +F AL+ A=

(aa +6b +ce + dd)(wn + yy + 23 + VV);

erit '

—ax -+ by +cz-}do
g=bw-—ay—dz-tcv
h—cx-++dy—az—bo
h—=dx--cy +bz--av
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etque A=zx -t yy +zz-tov+2(fp-+ggt-hr-tis) +
m (pp-4-gq-+rr4-ss); at reperitur hine
A—/(ap +bg-+cr-+-dstx)+(ag—bp —es—dr—y)* +
(ar—bs—cp--dg—z)* +(as- br—cqg—dp—v)*

ergo A— (& in integris. Q.E.D. o

Tta si 74— (2-1-7p)>>+(2- - 7q)*+(2-4-7r)" - (3 7s)* erit
e=—2, b—1, c—=1,d—=1, zxt+yyt zz4-9v= 3, x—I1,
yo=4i, z=14, v=0, unde j=k, g—=—2, h=0, —1.
Ergo si :

TA= (%4 TpP - (Tg— 2P 4+ (Tr—4 0 - (Ts 1) erit
A=@ptgtr+st+1P4+Rg—pts—r—1y+
@r—s—p4q—1P+@s+r—qg—p/

Neuvlich ward in den Braunschweiger Anzeigen diese
Frage aufgegeben: Wie viel ein Capital von 1000 fithlrn.
in %0 Jahren zu 5 pro cento, Zins auf Zins gerechnet, be-
tragen werde!? '

Weil die herauskommende Zahl schr gross, und die
Rechnung nach der ordentlichen Art auszufithren fast un-—
moglich ist, so ist die Auflésung gewiss nicht leicht. Ich
habe folgende Summ gefunden: 3640%192715744080 Rthlr.
22 Ggr. 114 Pf., welche nicht unm f Pf von der Wahr-
heit fehlen soll. — Der Aufgeber verlangt, dass' man die
Antwort in einer halben Stund finden soll, mich hat aber

dieselbe wohl eine ganz Stund gelostet; und ich sche nicht,

wie die Arbeit verkiirzt werden kdnnte.
Euler,
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LETTRE CXXIX.

GonpBacH & EULESR.

Sommarng. Béponse & la précédente.

St. Petersburg d. 24, Mirz 1750,

¥ls sind schon mehr als sichen Monate verflossen, seitdem
ich Fw. letztes Schreiben erhalten habe, und dieses wiirde
nicht geschehen seyn, wenn nicht einestheils unterschiedene
Abhaltangen dazwischen gekommen wiren, anderntheils aber
dasjenige, so ich hitte schreiben koénnen, auch nach meinem
cignen Urtheil von gar zu geringem Werth gewesen wire.
Die Methode, so Ew. gefunden um zu zeigen, dass wenn
md— [ auch A=—[z] sey, halte ich vor ein inventum in-
ventorum, und ob ich zwar geglaubet, dass die propositio:
omnem numerum esse summam quatuor quadratorum, auf
eine leichtere Art wiirde konnen demonstrivt werden, so
habe doch dergleichen Demonstration nicht gefunden. Ich



lasse aber dahin gestellt seyn, ob nicht einige kleine theo-
remata, so mir en passant vorgekommen, hiezu dienlich
seyn méchten, von welchen ich Hw. einige anzeigen will:

L
BB+ 7y +(@B0—F—y)'==(28 — B+ 2I—pP+ (0-B—y)

BHese fransmutatio trium quadratorum in tria alia scheinet
mir von ziemlichem Nutzen zu seyn, nam inter quatuor qua-
drata aa4+-bb-4-ec|%kk, ubi ommes litterae denotant nu-
meros impares, semper erunt iria quadrata, quorum summa
radicum est divisihilis per 3; folglich kénnen diese vier qua-
drata nach selcher Methode auf viele, und vielleicht auf alle
mégliche Arten transformiret werden, wie denn z. Ex. die Zah]
335 durch diese Methode in alle modos possibiles verwandelt
wird, newmlich 3* 4 7* - 9* 44> — 3* 13442462 —
921324 92924 52 | T34 53| 621521 12432 10—
52 9245222 = 32 4% L 42 182 32 12 TR 62—
7% - 4324 924 62 (== 1A% 4124 324 3% . m. o Fuler),
so dass in diesen transmufationibus alle quadrata paria et
imparia, in quae resolvi potest numerus 333, hegriffen sind.
¥s wire aber schon genug, wenn man ein Mittel hitte diese
vier quadrata 3°-} 884y y—+kee in nachfolgende vier zu
verwandeln {—+ny-99 4 kxx; denn so hiitte man demon-
strivet, dass alle numeri 8n-}-7 sammac guateor quadra-
torum sind. Mir ist aber gleichwohl nocl: kein exemple
vorgekommen, da nicht die quadrata 3*4-88-Lyyi-hes
post primam aut secundam transmutationem in guatur qua-

drata, quorum unum sit unitas, hiitten verwandelt werden

koéunen; denn also findet man:
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AP 15 22— hO7 — 12192 ¢ 51192

Pt P15 102 = b5 = 1* - 5247240

Ff BT 0P =493 — 125197 | g

3Z+ 53_‘_ 192__'_ 62»: 15‘31 - .12_!_.32_!__ 1 52_‘_.{&42
die folgenden vier quadrata werden alsofort durch eine
emige Operaiion, eben wie die vorhergehende, in quatuor
quadrata, quorum unum est unitas, transmutiret, bis auf
4371212+ 2163, allwo man per primamn transmu-
tationem beltommt 451521321 2% und aus diesen, per
secundam transmutationem, i2--132-1 722

II.

Wie schwer es auch ist zn sagen, was datis quatuor qua-

dratis, in quae resoivi potest numerus 2m —1, die quatuor
yuadrata — numero 2m—-1, seyn werden, so haben doch
die erstern vier gquadrata mit den letztern einen ganz ge-
nauen nexum, welcher in den tribus quadratis —8m+3
gegrindet ist; datis enim his, dantur simul quatuor quadrata
pro 2m—1 et pro 2m — 1.

I

Wenn o, 8, y, & quatuor numeri impares quicungue sind,
und  man  selbige gleich setzen kann folgenden numeris:

e=2er+14, B—b-\-fr, y—c—+gr, d=r—eer—e—bf cg,

so dass &, ¢, r numeri mtegri seyen, so kann man auch de-.

monstriren omnem numeram 8m+ % oder generatim ommnem

numerum esse simmam gquatuor quadratoram: Denn es st

Rer-- 1) (b4-fr)+ (e }-grP-t-(r+etr— e—bf—egP—
- (o—f1)* - (e—gr) - (r+-e*r-te-bft-co

Dass derjenige, welcher das problema in den Braun-

schweigischen Anzeigen aufgegeben, hessere corapendia als
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Fw. zu dessen Solution haben sollte, kann ich wnir nicht
vorstellen, und bitte mir zu melden, ob der autor ferner
etwas davon bekannt gemacht? In den Amsterdamer fran-
zosischen Zeitungen vom 5. Aug. 1749 war folgendes aver-
tissement: M. Quin Mackenzie Quin.... a inventé, a age
de 8 ans, et il a eu lhonneur de présenter au Roy. une
méthode par laguelle il multiplie et divise quelque nombre
de fisures que ce soit, et en vérifie le produit et le quo-
tient en une seule ligne. Il fait cetic opéralion en moins
de trois minutes, quand méme il sagiroit de multiphier 20
figures par 20 figures, ou #0 par 20. Ceux qui voudront
souscrire pour avoir cette méthode seront tenus de donner
d’abord une guinée, et une autre aprés que cetie méthode
leur aura été communiquée ou a leurs correspondans. Nach
der Zeit habe ich nichts mehr hiervon gehort.

Goldbach

LETTRE CGXXX.

Eucer & GonppacE

Soumarre, Recherches arithmétiques. Résolution de chaque nombre en guatre

quarrés, Série dont les termes sont les sommes des divisenrs des nombres
natarels,

BBI‘]J.I]. d. o, Junz 17560,
E . t]l T a

B 7 +(30—fy = (20— ) + (20— +(0—f—r)?
hat mir Anlass gegeben folgende theoremata zu finden, unter
welchen dieses das erste ist

L Siatdb+te=3m, erit

o’ +b*t-e*=(2m—a*4-(2m—>)* -+ (2m—-c)?
I. 8i a6+ 2¢=3m, erit

B P (e P B - (2 — 0
I §i a4 25+ 2¢=9m, erit

0* 40" - "= (2m—a)* +(4m—58)* -+ (hm—c)?
IV. Sia-b4-3e—=11m, erit

a* b+ e*=(2m—a)*+ (2m— b)* -+ (6m—c)®
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V.Sl a4-2b-4-3¢=17m, erit
a*+b*4-c*—=(m—a)* +2m— b2 (3m—e)?
VI 8i 206+ 20+ 3e—17m, erit '
o’ 0 -e*=(hm-—a)* - (bm—b)*} (6m—c)?
VIL 8t a4 35+ 3c=19m, erit _
a*-+b6*+-c*=(2m—a)* {8 m—8)* + (6 m— ¢)*
VUL St 224364 3c—1im, erit
a*+b' "= (2m—a)’ 4 (3m—b)*+ (Bm—¢)®
wo zu merken, dass die radices a, b, ¢ sowohl negative als
affirmative genommen werden kénnen.

- Solche theoremata kénnen auch fiir vier quadrata gefun-
den werden als
L Siatb+tetd=2m, erit :
a*+b*+-c* - d* = (m—a)* +-(m—b)*+{m—c)* +(m—d)*
I St at+-b64c¢--2d—=T7m, erit
a*+ b2 ¢+ d* = (2m—a)*+ (2m— b+ (2m— ) + (hm —d)?
OI. 8i at+-b+4-2¢4-2d—5m, erit
o*+ B e A= (m—a) b (m—b)? - (2m—c)*+(2m —d)?
IV. 8i a+2b+2c¢+2d—143m, erit ‘
2’ +b* - ¢*+ d*=(28m-a)*+ (km-b)2 + (bm—c)+ (bm—d)?

Wenn dahero 3% 8242 | ke* zu {29 92 J-ha?
reducirt werden soll, wo alle Buchstaben nwmeros impares
bedeuten, sowohl affirmativos, als negativos, so wiirde nach
dem Uten theoremate kommen:

1. 81 3+ B8+ y-ke=Tm, erit 3*}-5* 19>+ k> =
(@m-—3* 4 (2m — B+ (@m — y)* + & (Bm—s)?,
wo auch m ein numerus impar; also misste entweder
2m—3=—1, oder 2m—B—1, oder 2m-—y—1. Solches
geschichet nur in folzenden Fiallen:
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L. wenn m=—1, und also @ 4y} hs—1,

2, wenn m—2, und also 8+ ¥+ ke=11, welches
. ‘ : unméglich,

3. wenn 8==2m+1, und y+we—5m—3 1.

2. 8 3+ B8-1-2y4-26—="Tm, erit R e S S
@m—3)"+ @m—BP 4 (km— 9> b{m—e

Also miissie seyn entweder 2m—3—={, oder 2m—pF—==1,

oder km—y=—=3 1, wo m eine gerade Zah! ist. Also ge-

schichet diescs in folgenden Fallen:
1. wenn m=—2, und also B4-2y-+-2s— (1,
2. wenn 8—2m=*1, und 2y 2e=5m—3 1,
3. wenn y—hkm=*1, und #4-2e—=—m—3 =2

3 S 6+ By 2e=Tm, erit 3* 4624 2 - he* =
(dm—3) - (2m—@)P 4 (2m—y)2 -k (n—e)%,
wo m wieder ein numerus par ist.
Jedoch zweifle ich, ob durch dieses 2t¢ theoremu allein
immer ein Quadrat —1 gefunden werden kénne.

Man kann auch solche theoremata fir fiinf quadrata ge-
ben, als:

L St ad-b4-c-f-dte=5m, erit ®}5* > d? et —

(@m—a)*~+(@m—bP 4 (2m —c)* - (2m —d)* (@m-—e).

. 8 a+b4-c4-d+-2e—ntm, erit >~} B4+ dr et
(m—a)*+(m—b)* -+ (m—e)* 4 (m— d) >+ (2m—e)™
ete.

Wenn man nun beweisen kénnte, dass eines von diesen
letztern quadratis kénnte ad nihilum gebracht werden, so
hitte man auch was man verlanget. Solches gehet also an,
wenn entweder a-b—-c+d—=0, oder 3a—b—-ct}d+2e.

Ew. IItes theorema von dem nexu inter 2m —1— k[
et 2m 44—k, concessa resolutione numeri 8n-3
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in tria quadrata, verstehe ich also: Sit nr—m— ‘,l,_= :;xt'(.]_ue
8n+3=8m—>5=aa-+bb+ce, wo e, b, ¢ numen: im-
pares sind; erit §m—k—1 —ﬁ—aaﬁ—}— bbb—ll— cz, uniic )
2 @ —1 — \ ]

o (4 (5 + (Y + ()
wo zwey radices pares sind, und zwey impaves, folglich
diese Form lpm—2:&=pp—]~lch']—§—rr—ri—::,zalso e

am—1=(p+qr+ p—a*+ (1) + (37
Weil a, b, ¢ sowohl negative als alfirmative genommen wer-

a-H1 +e

den kénnen, sit 2p == ~5—> 29— ET’ erit 2m—1

—_1N2
(‘3'1—,1’;""“[‘1)2_‘_( —Z;Zc—]—i 2+(a+b;~cfi)2+(q,_—i—i—l:‘j) )
Hernach ist 8m-+54==9-4aa- bb+-cc; also km-2—
(a 2 3)2-—{— (—3—3)2—}— (b—i—c)‘ﬁ_!_ (b;c)i, wo 5;—:” et zigerade,

i b—e ungerade Zahlen seyn werden. Also wird2m 1=
2 2

(a-i-b;[-c—s)z_l_( —bzc—3)2+ (a+bzc+3>i+ ‘ifi‘f)z
Hieraus folget, dass wenn

2m—4t—pp-t+gqg-trr—+tss,

alsdann immer seyn werde

2mA- 1= (p+AP (g + 1P Hr— 1P+ (— 17

nehmlich zwey von den radicibus quadratorum ipsius 2m—-1,

werden um 1 grosser seyn, als zwey von den radicibus

quadratorum ipsius 2m-—-1, und zwey um I kleiner. Wor-

aus dieses schone theorema entspringet:

Theorema. Wenn 2m—A4 —ea-G8-1yy-+00, et
2m-+1—aa-| bb +ecct+dd,

so werden von den Wurzeln a, b, ¢, d zwey um i grosser,

die andern zwey aber um 1 kleiner seyn, als die Wurzeln

@, 8,7, 0. Also ist;
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i=(=2+03+02'+£2 3=0%f- 124121 42
=0 (0 1)* 0~ 1) H1—1)2 (5 = (04-L)2-{- {4 f-1)Po (1 1 P(-1)*

5=024- 0% 12492 Te=12a2 L g2 L 92

i G o b e

9= 22002 12

HES 02+(_ 1)2_}_:}}_{_22
1I=024 12 412 f 32

Zu merken ist, dass o, 8, 7, 0 sowohl affirmative als negative
genommen werden kénnen. Also kann das theorema also
ausgesprochen werden: Singulae radicum g, b,e,d, semper
unitate discrepabunt a singulis litterarum «, @, v, 0.
Folgendes theorema scheint also merk wiirdi
Si2m-—1=pp gq -+ rr -+ ss, erit semper
2 = (p EAP - (g £ AP (r ok )P (5 4

dummodo signorum ambiguitas rite ohservetur *)

g zZu seyn:

Coroll.  Also ist allzeit =+ 2p 2 2r 254 h -9
oder =pkgr+ $4-1==0; das ist: Fine jegliche un-
gerade Zahl 2m— 1 kann allzeit in vier solche quadrata

pp-tqggtrrtss

resolvirt werden, ut sit = p + g Erts—1. Denn es ist
zu merken, dass man auch oft solche vier quadrata findet, da
diese Eigenschaft nicht Statt findet als 27 =0 17412 52,
oder 39 ~= 12 4. 12 4 42 —+ 6% Doch aber ist auch
27=1% 41>} 3 - &%, ubi +1—1—3 4 h=1.

Also ist, wenn diese signa + — — + verkehxt unter jene
quadrata geschrieben werden

*¥) Nicht eine jegliche Resolution von 2m— 1 hat diese Eigenschaft, son-
dern es gibt allzeit eine, so diese Eigenschaft hat.

Corr. math. et phys. 7. 1.

33

A PR
W et i Ay L
T =

T
e

ErE
Shin ¥

STy
L TR AT
3 1".:

f:"a‘:;;q'."f s

2
%

S

RNt
AR

s T AT ST ey gy
el vm o plh atirorIene

ER Iy

T

o

S

L e

TR, T o e e ey



— 520 —

2T =1* - 13 ¥
S o
20 —0* 42 -1 4*-3%, ubi +04+2 —% 43 =1
M= 121215212 ubi —1 15— 2—{
+ o -+
=22 L 2* 4+ 243, ubl - 2—2+ 5% —3—1
- 4 - +
/JB=1*4- 32+ 3+ 4, ubt —1+3F3—4=1
+ - — 1
M= 22422 5%, whi +2+242—5—=1
=+ 1*+1*4 6%
Von hier aus lisst sich nicht weiter gehen; dahero muss
man eine andere Resolution von 39 nchmen, welches durch
die Illte der chigen Formuln geschehen kann, da dann wird
a==1,b=—t, e = —1,d==6; a4+ 0+ 2¢+ 2d=10—=5m,
aiso m—2 und also
=143 + 527, ubt 1 3 — 5+ 2=1 oder
1—345—2—=1, also

ML 0% 4 28 6% -1 Hieraus muss wieder eine Reso-
:02+IPE+IE‘2+32 - .
lutiﬁngesucht werden. Nach dem andern theoremate wird

a—=—1,b=2, e=6, d—=0; a+b+e+2d=—=7=1Tm,
also m—1, und dahero &1 —23% 4| 0% 4 4* 4 &%, welche
wieder nichts hilft. ieraus aber wird durch das andere
theorema a=—=9, b—4%, e=4%, d=—3, m—27) u1.1d also

. ; i . tich
¥) Hierzn ist es aber leichter die theoremata von drey quadratis, sonderlic

das erste zu gebrauchen.
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M= 4 0% 0+ 5%, ubi — %40 05— g
_l_ — — — .
$ =35 - £+ 1* 4 5%, ubi +34+1—1—k—=1 oder
I QR gy
__,.

RSP 0220 £ 5, b FhF0f2 5y

=267 4 0% 4 0% 1 37,
Ungeacht ich aber in dieser Materie so weit gekonmen,

dass ich dieses theoremsa demonstriren kann: omMnem nume-

Tum esse summam quatuor quadratorum vel pauciorum, so

fehlet mair doch noch zu zeigen, dass diese' vier oder weni-

gere quadrata allzeit in integris angegeben werden kénnen,
Und dahero bin ich nech weit von des Fermai's Erfindung
entfernt. Zu dieser glaube ich auch nicht dass man gelangen
kénne, ohne bey den numeris trigonalibus anzufangen. Man

miisste also trachten zu bewecisen, dass omnis numerus in-

teger summae trium vel pauciorum numerorum trigonalium
gleich sey. Hierzu aber kann eine algebraische Evolution
keineswegs behilflich seyn, weil es mnicht einmal wahyr ist,

&£ X iZ -4 .
dass n— —‘j—— -+ Jij_—y -+ ;I— generaliter, sondern nur

in den Fillen, da n ein numerus integer affirmativas; da
hingegen diese Formul n — LLA-yy 22 4~ 00 wahr isi, -
wenn n auch ein numerns fractus 1st, nur nicht negativus.
Ich habe aber hierauf seit langer Zeit nicht weiter gedacht,
und also auch nichts weiter gefunden.

Vor ciniger Zeit habe ich Ew. eine Entdeckung tiber die
summas divisorum numerorum naturalium zu iberschreiben

die Ehre gehabt: *)

*) Lettre CHI du 1 Avril 1747,
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- Nuwmeri: 1,2,3,5,5, 6,7, 8, 9,10,11,12,13, 14,156lc.
Summae divisor.:1,3,%,7,6,12,8,15,13,18,12,28, 14,24, 2k ctc.
und bemerket, dass diese series summae divisorum recur-
rens sey, also dass wenn /f die summam divisorum numeri
) ‘n andeutet, allzeit ist '

Sr=f (1) + fln—2) — i) —S(r—T) +/ln ~12)
—+/{n —15) — /(n— 32) — ete.
Diese Entdeckung schien mir um so viel merkwiirdiger, da
der Beweis davon nicht vollsiindig war, sondern sich auf
dieses theorema grimdete, dass

(1 —z)(1—2*)(1 —a®) (1 — %) (1 —af) ete. =

1—a'—2* + 2° + o — 2" — x'® 4 2°* } 2> — etc,,
welches ich nur per inductionem gefunden hatte und auf
keinerley Weise beweisen konnte. Fs schien mir auch merk-

wirdig, dass die exponenies alternatim sumii 1, 5, 12, 22,

35, ete. die numeri pentagonales sind, und die dbrigen 2,
7, 15, 26, &0, etc. die seriem pentagonalium retro conti-
nuatam vorstellen, also dass die obige series auch solcher-
gestali dargestellt werden kann

ete, — 204 26— @lf o — P  o® — m1+m5_m12+$22_m35+

ete.,

wo die differentiae exponentium. eine progressionem arith-
meticam ausmachen.

Seit der Zeit aber habe ich auch die Demonstration
dieses theorematis gefunden, welche sich auf dieses lemma
grindet:

(t—e)(1—8) ({1 ~9)(1—0) ete. =
f—a—@ (1—o)—y (1 —o) (1—8)— (1 —a) (1—5) (1 —y) — ete.
dessen Demonstration sogleich in die Augen fallt.

Also ist nach diesem lemmate
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(F—2)(t —2) (1 — %) (t — 2% (1 —2F) ete. = s =
| —~2—a* (1 —a) — 2° (1 —a) (1 —a?) —
x* (1 — ) (1 — a?) (1 — x*) — ete.
Ponatur s =1 —~ 20 — Axax, erit
A1 —zefie(t—2) (1—2) 2 (1—2) (1—2%) (1—2%) J-ete
Evolvatur uliique_ factor 1 — =z, erit
Ad=1—z —22(1— xx) — 23 (1—z2) (1 — 2%) — ete.

(1 — za) 22 (1 — 22Y (1 o 23) L 2 (t—az)(1 —x?) (1 = z?) tete.
hincque fiet ' '

A=1—ab ~ 3 (L —22)

Sit A—14 —5% — Bx®, erit

¥ (1—ax) (d —x®) —eta,

B=1—zxtz*(1—22)(1—2%) -2 (1 —zx)(t—z%) (1 — %) Lete.
Evolvatur factor 1 — ma: ‘
B:i;xx —a*(1—25) w28 (1—2%) (1 — 2%) — ete..

a2l — ) f 2t (1—a®) (1— 2% L 28 (1 —2%) (1 — 2% (1 — 25} C

hineque fiet : T e

B—=1— 2§ — 2B (1—z%) f-xll(imxs)(Imx4).—etc.

Sit B—=1 —x® — Cx®, erit

Co=d—z% L3 (1 — 2 (f—zt) +af (1—2®) ( —2% (1 — x5)-T-ete.

Evolvatur factor 1 — x%;

C=1—z¥ — 8 (1—:::4) —2% {1 — %) (1 — 25y —etc

F 2t (@ — )28 (1—2%) (A= 2%) 4= (1 —2) (1 — 25)(1—28) Lete.

ergo )

C=1—27 —xM(t—a?)

—2V5(1 — 2% (1 — 25) — ete.
Sit C—=1 — x7 — Daz'* etc. - '

Wenn man nun auf gleiche Ayt fortgehet, so wird
D=1 —u’— Bz, E=1 — x' — Fg'” ge,

Also wird seyi:
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2 s —=t—a—AL®

Az* =x* (1 —a°) — B’

By" —a’ ({ — ) — Ca'®

s—=i—ax — Ax
A—1—a°— Bz®
"B—i—o— Cx

C—1—2"— Dxtt oder Cx* =o' (1 —a”) — D™
D—1 —a— Extt Dm““—‘m“ 1 — %) — B
efc. ete.

woraus denn ganz ungezweilell folget

335) + xT (i o ms) - (.1 . :I:T) +

2 (4 o) — etc,

s—1-—x—a? (1

oder

s=t—x—a*t &'+’ —ax'?
: Euler.

't |-+ x*—x® —ete.

LETTRE CXXXL

Gonprice 2 RuLer.

Soumarne, Théorémes relatifs 4 la résolution des nombres en trois et guatrs
guarrés,

St. Petersburg d. 18, Juli 1750,

Bie Demonstration von den theoremalibus, die summas,

trium et quatuor quadratorum betreffend, welche Ew. in

Dero Schreiben anffilhven, habe ich leicht eingesehen, weil

genéraliter wahr ist, dass posita z— ziae_:}fffj—;ijz@,
e g $A

die vier gegebenen quadraia wotB8~+yy-00 gleich sind

(ez—af*+(fz—B)4-(g s—7)*+-(hz2—3), allwo die quan-

titates e, f, g, A pro lubitu genommen werden kionnen, wenn

auch iiher dieses, die letztern vier quantitates so beschaffen

sind, dass die summa quatuor radicum
(4S8t B a—(ot g4yt 0 =0,

30 kénnen die vier quadrata allezeit in dr rey quadrata ver-

wandelt werden.
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Ich will noch einige andere propositiones beyligen, die
‘mir schon lingst bekannt gewesen , und sich selbst de-
monstriven: ‘

L satBP +yy -+ @0fat Bty = (o+ 8|9+
(a7 0P+ (6 -+ y+ 0P + 00 = (a8 + (84 0P+

(7 3 - (048 7 -+ 8
woraus zugleich die Methode erhellet, wie data quatu.or qua-
drata imparia (non aequalia inter se) in quatuor alia, sive
paria sive imparia, verwandelt werden kénnen, denn. wenn
J in den gegebenen vier quadratis ein numerus par 1.51:, 50
gilt die erste Aequation pro quadratis paribus, und die an-
dere pro imparibus. _

II. 8i dantur in uno casu ee-t @8-+ yy—=8m-3, dantur
etiam quatuor quadrata pro casu quocunque 2m-4-pp=+p-1;
nam si 8m—-3 est — iribus quadratis, erit 8m4+-3-4-(1+2 pPr—=
quatuor quadratis et divisis omnibus per ¥, 2m-4-pp +=p+1=
qaatuor quadratis.

[il. Nachfolgende drey quadrata in fractis
(i”}’f"zig.{l"i’ﬁHQPQ’?)Z_F(—T“Z??“%PPiF;?;{?)}?z—l—g‘lpga:?pqﬁ—]»&gg—pp)y)z

v 2
allwo o, @, y pro integris genommen werden, sind = die-
sen drey quadratis integris watG88-+yy.

IV. 81 A4A+ BB+ CC=8m-+}3, erit

B—CH1)* | (4—BLCH1)? | (—AjBICFH1) | (— A—B—CH1)2
e 4.4_*)_!“( fj._-!e R A

—2m--1.

und wenn man 3 anstatt setzet, so kommen vier qua-

drata = 2m - 3 heraus. Goldbach.

LETTRE CXXX11.

-

Evrer 2 GorLpeacw.

Somuarne. Becherches arithmétiques, Suite.

-—

Berlin d. 15, August 1750,

Bie itherschriehenen ‘theoremata circa resolutionem nume-
rorum in tria et quatuor quadrata sind
und hahen ihre vollige Richtigkeit; ich h
her umsonst bemiihet aus solchen  theo
ringsten Nutzen fir die bewussten Fey
habe zwar bewiesen Omnem numer
fractum esse summam quatuor
allein es fehlet mir noch an di
integer n fuey

alle merkwiirdig
abe mich aber bis-
rematibus den ge-
matiana zu ziehen. Ich
um sive integrum sive
pauciorumve quadratorum;
esem Beweise: 8i numerus
1t summa quatoor fractorum quadratorum

aa bh ce dd

| wTateto

tum eundem quogq

ue semper esse summam quatuor quadra-
torum in iutegris.

Und ich sehe wohl, dass ich ohmne diese
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Demonstration mnichts pro resolutione numerorum in tres
trigonales, quinque pentagonales, sex hexagonales, etc. aus-
zurichten vermégend bin; und weil hier alles auf numeros
integros ankommt, so kénnen die formulae universales, als
welche auch fractos in sich schliessen, nicht viel helfen. Die
demonsirationem pro quadratis habe ich aus der Betrachtung
der residuorum, welche post divisionem cujusque numeri
) per quadratum tiberbleiben, hergeleitet; allein diese Betrach-
tung kann bey den dbrigen numeris polygonalibus nicht an-
gewandt werden, dahero ich den sichern Schluss mache,
dass Fermat durch ganz andere Speculationen auf scine
theoremata geleitet worden, welche vielleicht aus 'ﬂeissiger
Erwigung sciner Werke zu errathen wiren.
Ich: habe neulich einen Kinfall gehabt eine seriem
a+bt+e+d4-e-+f+4ete
daraus zu bestimmen, wenn die producta ex binis terminis
contiguis gegeben sind, als:

Quaeratur series numerorum a-}-b- ¢+ d--e-4-f+ ete.
certa et uniformi lege procedens, ut sit: eb—1, be—=2,
ed—3, de—%, ef—35, eic. ‘

Hieraus ist sogleich klar, dass wenn nur ein terminus
bekannt wire, die iibrigen alle daraus bestimmt werden.

Also aus dem ersten ¢ sind die folgenden:

1 2a 1.3
b=y e—=—7> d—
a. 1

2.%a 1.3.5
e =15 ST,

Nun folgt ex patura seriei, dass die termini infinitesimi ein-
ander gleich seyn. miissen, also wenn je zwey contigui ein-
ander gleich gesetzt werden, so missen folgende valores
der Wahrheit immer niher kommen:

1.1 1.4.3 __1.1.3.3 _ 1.1.3.3.5

40— — — 9.2.8 T 2.2.4.4

3 7.3 etc.

also wird seyn

_ 1.3.3.5.5.7.7.9.9.1t1.11. ete.
— 2.2.4.%.6.6.8.8.10.10.12. etc.

' aa mn inf.

. . ) 2
Diese Expression aber ist —

(exist, 1: 7w — diam.: periph.),
. . . 2 . .0 . .
folghch wird a::V;- Dahero ist dieses eine series uni-
formi lege procedens: _

/2 2 1.5-/% 2.4-/2

_l/;—: %a 2—1/;2 Tl/?’ -{-3'-'/;: ele.
Von dieser serie:”
1—a' o —a® + ot — 2™ 2 —x* - ete.
halte ich fir merkwirdig, dass wenn man setzt @ =—1 —y,
diese series herauskommt:
2 5 £
1040y 40y 40y - ete.

nehmlich dass alle potestates finitae ipsius y evanesciren,
welches aber bey den infinitis nicht gescheben kann, indem
die summa derselben seriei unméglich allzeit seyn kann — .
Solches mag wohl eintreffen casu £—=1; aber wenn 2 <1,
so ist die summa gewiss >>%1. Allein setze ich nur ==,
oder y==2, so wird die Summ = 0,§999492, wofern ich
im Rechnen nicht gefehlt.

. Euler.
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LETTRE CXXXIIT.

Evrer 3 Gonpsacn.

Soumarre, Ameadement 3 Ja letire préeddente. Recherche de I'intégrale d'une

équation  différentielle an moyen d’une seconde difiérentiation,

Berlin d, 17, August 1750,

Ech kann nicht unterlassen den in meinem letzten Schrei-
ben begangnen Rechnungsfehler anzuzeigen, dass ich die
Summ der dort angefihrien seriei kleiner als & hefunden,
welche doch wirklich nach wiederholter Rechnung grésser
ist als 3. Ich habe seit der Zeit verschiedene casus mit allem
Fleiss herechnet von dieser serie

s—t —ax'taf—a'+ 2" — 2 2 — x| ete.
und befunden, dass

wenn x—0 so ist s—=1, welches fir sich klar;
x—13% ,, 5§=—10,5605621040

=2 , s=0,5063351
x=% , &= 0,5029379861

=35 , §=10,5000591683
=5 5 s=0,5000000005
a—1 , s—0,5.

— B3 —

Wenn also & nur um sehr wenig kleiner ist als 1, nehmlich
rd

z2=1—wm, 50 wird die summa s v etwas fast unmerlk-
1 i 1 5

T Denn wenn @ = 80 ists= ?—I— Toro?

! der w__is 50 kann man
5% © g’

. . . 1
sicher schliessen, dass der Excess der summae s uber»inur

ungefihr Tjﬁ betragen wiirde. Ich habe aber bhisher um-

liches grisser als

und vwenn man setzet @ —

sonst einen sichern Weg gesucht um die Summe dieser

seriel proxime in numeris zu bestimmen, wenn ® ein sehr:

) ] ) 1
kleiner Bruch ist. Denn wenn ich setzen wollte o=

99 .. . ' . .
oder ®———, so miisste ich alle terminos seriei auf mehr

100
als 100 Figuren in Decimalfractionen berechnen, weil s—
0,5000000 etc. und die Anzahl der nach der 5 folgenden

Nullen sich bis auf hundert belaufen wirde. Denn unge-

. . 1 5 . .
faihr wird seyn s=o~+ oer Es wire also cine Methode

hoch zu schitzen, vermittelst welcher man im Stande wire
den Werth von s proxime zu bestimmen, wenn @ ein sehr
kleiner Bruch ist..

Die theoremata Fermatiana haben mich auf die Betrach-
tung dieser seriei '

s mt - wf b ¥ a2 2% ete.
gebracht, als in welcher keine andere potestates 1ipsius
vorkommen als deren exponentes numeri quadrati sind.
Nimmt man nun das Quadrat von dieser serie:

ss =1 + 2x 4 2+ 2a* + 22°} =+ ete.,
so enthilt diese series keine andere potestates ipsius x, als
deren exponentes summae duorum quadratorum sind. In
der serie s° werden noch nicht alle potestates ipsins @ vor-
kommen, sondern darin nech diese x7, x'°, %%, 8, ete.

T T
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fehlen. Kénnte man nun beweisen, dass in der serie s* gar
.alle potestates ipsius  nothwendig vorkommen, so wire zu-
gleich bewiesen, dass cine solche Zahl summa quatuor qua-
dratorum pauciormmve wire.

Ebenfalls pro resolutione numerorum in tres triangulares

miisste man beweisen, dass posito
s—14 o' 4 a4 2"+ 2+ ete.

die daraus entstehende series s° gar alle potestates ipsius x
in sich fasse. Und pro numeris pentagonalibus miisste be-
wiesen werden, dass posite s—1-}-a' 2 221 ete.
die daher entstehende series s* gar alle potestates ipsius z
in sich fasse, ete. In diesen seriebus pro s assmmtis habe
ich alle coeéfficientes gleich 1 gesetzt. Der Beweis aber wird
cinerley seyn, wenn man quosvis coéfficientes affirmativos
annimmt, und es kime davauf an, solche coéfficientes zu er-
wihlen, dass der Bewels erleichtert wiirde. Dieser Weg
diucht mir noch der natirlichste zu seyn, um zum Beweis
der theorematum Fermatianorum zu gelangen.

Ew. werde noch ein curieuses paradoxon in analysi infini-
torum vorlegen, welches darin bestehet, dass man &fters das
integrale von einer Differential- Aequation finden kann, ohne

dieselbe zu integriren, indem man dieselbe sogar noch weiter

differentiirt, ungeachtet eine solche Operation dem Endzweck
schnurstracks entgegen zu seyn scheinet. Denn wenn man
eine aequationem differentialem nochmals differentiirt, so be-
kommt man ihy differentiale, oder das differentio-differen~
tiale aequationis integralis quaesitae. So wunderbar muss es
also scheinen, dass man durch eine solche Operation die
aequationem integralem selbst bekommen sollte. Folgendes

Exempel wird dieses paradoxon deutlich an den Tag legen.

— 333 —

Proposita sit haec aequatio differentialis
yde—ady=aV (da* —|—dy2)
CUJ'L]S 1nteg1‘ale quaeratur
Ponatur dy =pdx, haec aequatio abibit in
y—pa=aV (14-pp),

quae denuo differentiata dat

_ o _epdp
dy —pde mdp_"f(i—!—}'p)
Atqui est dj —pda (per hyp.) ergo _mdp—T/(‘;‘i:;P)

ideoque hine habebitur x—

]/E; o Porro ex aequatione
¥ — pa';:al/(i—]—pp) fit y— pac+aV(1+pp) unde va-

lore invento pro « substituto, ol)tmetur
P = vty Cum

jam sit m—V(i-l- B erit mm—}—yy_aa quae est aequatio

integralis quaesita, atque per differentiationem eruta.

Euler.
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LETTRE CGXXXIV.

Gorosace 3 Evien.

Somaratne. Béponse 4 la letive précédente, Observation sur les nombres ré-

solubles en guaire guarrés,

St. Petersburg d. 3. October 1750.

Ber Rechnungsfenler, welchen Ew. selbst in Dero Schreiben
vermuthet hatten, ist mir alsofort sehr wahrscheinlich vorge-
kommen; es hitte mir aber viele Mithe gekostet selbigen
eigentlich anzuzeigen, wenn solches nicht Ew. selbst in Dero
Brief v.47. Aug. gethan hitten; mir werden auch diese Sa-
chen, seitdem Ew. von hier abgereiset sind und ich hieritber
mit keinem Menschen mehr spreche, noch in Bichern etwas
dergleichen lese, je linger je fremder, wie ich denn den
nexum inter aequationes ydao—axdy— a]/(dac“ -+ dy*) und
z* +y* —da® schwerlich wiirde entdecket haben, wenn Ew.
selbigen nicht so deutlich angezeiget hitten.

— 535 —

Aus dem theoremate Fermatiano folget auch dieses: dass
die summa radicum quatuor quadratorum imparium allezeit—
seyn kann = 2, oder dass data summa quatwor quadratorum
imparinm, die quatuor quadrata so angegeben werden kénnen,
dass die summa radicam — sey % 2. Wenn man aber auf
gine leichte Art beweisen kann, dass die summa quatuor

- quadratorum imparivm auf nachfolgende vier zu reduciven

ist: e B8+ vy (2—a—g@ )%, so ist auch leicht

‘gu bewelsen, dass 8m - & allezeit eine summa quatuor qua-

dratorum imparium ist.

Goldbach.

Corr, math. et phys. T I Ak
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LETTRE ' CXXXV.

Evrer & GoLpeacH,

Soumairg, Théorkmes de stéreoméirie,

Berlin d, 1% November 1750,

Meulich kam mir in Sinn die allgemeinen Bigenschaften der
(srper, welche hedris .Planis eingeschlossen sind, zu be-
stimmen, weil kein Zweifel ist, dass sich in denselben micht
eben dergleichen allgemeine Eigenschafien finden sollten, als
in den figuris planis rectilineis, deren Eigenschaften darin
bestehen, dass 1. in einer jeglichen figura plana der nu-
merus laterum dem numero angulorum gleich ist, hernach
9. dass die summa angulorum omuium gleich ist bis tot
rectis quot sunt latera, demtis quatuor. Wie aber in den
figuris planis nur latera und anguli zu betrachten vorkom-
men, so miissen bel den Corpern mehr Sticke in Betrach-

tung gezogen werden, als

53—

1. die hedrae, deren Anzahl sey — H;
Il. die anguli solidi, deren Anzahl sey — §;
III. die Fagungen, wo zwey hedrae secundum latera zu-
sammenkommen, so ich aus Mangel eines recipivien

Worts, acies nenne, deren Anzahl sey = 4;

IV. die latera singularum hedrarum, quorum ornium
simul sumtorum numeyrus sit —— L;
V. die anguli plani singularum hedrarum, quorum om-

nmum nuomerus sit — P,

1. Bei diesen fiinf Sticken ist nun erstlich klar, dass
P—=L, weil in allen bedris der numerus angolorum — nu-
mero laterum. ‘ -

2. Ist auch immer 4 =1L, oder 4—=1P, weil immer
zwey latera diversarum hedrarum zusammenkommen, um
emme aclera zu formiren.

3. Dabero ist der numerus laterum seu angulorum pla-
norum omuium hedrarnm corpus includentium allzeit pav.

b, Semper est vel L—:3 H vel L>31

5. Semper est vel P—=3 8 vel P>>3§

Dieses ist klar, weil keine hedra aus weniger als drey
Seiten, und kein angulus solidus aus weniger als drey an-
gulis planis bestehen kann. F olgende Proposition aber kann
ich nicht recht rigorose demonstriven : '

} at est P— L.

6. In omni solido hedris planis incluso aggregatum ex
numero hedrarum et numere anguloram solidornm binario
superat numerum acierum, sen est H-1 §—4 +2, seu
HiLS—=iL42=1P1-2

T. Impossibile est ot sit 446> 3 H vel A4-4-6>38.

8. Impossibile est ut sit H4-5>2S vel S+ 4>9H

9. Nullum formari potest solidum, cujus omnes hedrae

*
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sint sex pluriumve laterum, nec cujus omnes anguli solidi
ex sex pluribusve angulis planis sint conflati.

10. Summa omnium angulorum planorum, qui in am-
bitu solidi eujusque occurrunt, tot angulis rectis aequatur
quot sunt usitates in W A—% H

11. Summa omnium angulorum planorum aequatur qua-
ter tot angulis rectis, quoi sunt an suli solidi, demtis octo,
seu est — & S — 8 rectis.

Exemplo sit (Fig. 39) prisma triangulare, ubi est

1. numerus hedrarum H=—3;

9. numerns anculorum solidoxrum §—6;

3. numerus acierum (ab, ac, be, ‘ad, be, cf, de,
df,ef) 4=19;

%. numerus latermm et angulorum p‘nanoruin L=P—=18.
Includitur enim corpus duobus triangulis et tribus
quadrilateris, ande L—=P—2.3-+3.4—18. Nun
ist nach dem theor. 6°: HA-S(11) =4 +2(11).
Ferner summa omnium angulorum planorum (aus
den beiden triangulis — & rectis, aus den drey qua-
drilateris = 12 rectis) erit — 16 rectis — & (4— H)
— 4 § — 8 reciis.

FEs nimmt mich Wunder, dass diese allsemeinen pro-
prietates in der Stercometrie noch von Niemand, so viel
mir bekannt, sind angemerkt worden; doch viel mehr aber,
dass die firnehmsten davon als theor. 6 et ‘theor. 11 so
schwer zu beweisen sind, denn ich kann dieselben mnoch
nicht so beweisen, dass ich damit zufrieden bin.

T'm die soliditatem eines Gorpers zu bestimmen, so wollte
jch nach Belieben inners desselben. ein Punct annehmen,
and daraus nach allen angulis solidis grade Linien ziehen.
Hierdurch wird der Corper in lauter Pyramiden zertheilt,
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deven vertices im angenommenen Punct sind und die bedras
zu basibus haben. Welche Pyramiden nicht triangulares sind,
konnen ferner Jeicht im triangulares zerschnitten werden.
Alles kommt also darauf an, dass man die soliditatem py-
ramidis triangularis bestimmen kénne, ‘welches also ex cog-
pitis lateribus gescheher kann:

Sit {Fig. L0) ABCD pyramis proposita, in qua habeantur
AB-—=a, AC=0b, BC=c¢, AD=—=d, BD—e¢, CD =/,

“erit hujus Pyramidis soliditas —

—[—aaff(bb+cc-{—dd—-|—ee~aa —ff)— eabbce

L +bbee(aa—{——cc+dd+ff~—bb—ee)éaadde-e
. tocdd(gat-bbtce+ff—eo—dd)—bbddff
—cceeff

Euler.
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LETTRE CXXXVL

GoropicH & BULER.

Qomuarsk Euncore sur fa décomposition des nombres en guatre quarrds,

St, Petershurg d, & Joni 1751

Mw. bin ich fir die mir communicirten schénen theoremata
~von den Figenschaften der Corper, welche hedris planis em-
geschlossen sind, sehr verbunden; ich beldage aber, dass
bey mir die gehorige Attention zu dergleichen Betrachtungen
je linger je mehr, und zwar per seriexa valde ad nihilum
convergentern. wider meinen Willen abnimmt, ausser dass
ich noch bisweilen an das theorema Fermatianum gedenke,
wevon ich ibér Vermuthen nachfolgende casus, darin qua-
tuor quadrata -8 aequalia fiunt quataor quadratis, bemer-
ket. Sint e, G, ¥, 0 numeri integri permutabiles sive affir-
wativi sive negativi, erunt eo-+ 868 vy + 00 48 aequa-
lia quatuor guadratis si fuerit S=T4u-+8-4v, vel =

w— Bkl —

24-utBty, vel =28 +2y+ 3, vel :2a+:ﬁ+y. (casa

quo hic numerus fit integer), vel —=3e¢4-28-42y, vel —
—-— : - ,
vel — 3y -+ 8, in welchen allen Fillen die gquatuor qua-
drata gar leicht angegeben werden kénnen; ingleichen wenn
§— B99+1r—29{+1) (@484
_ S99—2g—1

numeroe integro, ubi et 2¢ sit numerus integer quicunque.
gh habe. .schon lingst in den Zeitungen gelesen, dass der
err Philidor sich in Berlin bei den gréssesten Schachspie-

[ern fiirchterlich o Y i
' chterlich gemacht, woraus ich vermuthe, dass er Ew.

a‘gch nicht unbekannt seyn wird, '

Goldbach.
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LETTRE CXXXVIL

Evrer a Gorpracwm.

Bommarre Suite des recherches sar la décomposition des nombres. Le cdlobre

jouenr aux échees Philidor. Nouveau mémoire sur Jupiter et Saturne,

Berlin 4. 5. Juli 1751,

Heh beklage von Herzen, dass bey Bw. die Liust zu mathe-

matischen Speculationen abzunehmen beginnt, woran ohne
Zweifel der Mangel elnes vertrauten- Umgangs tber der-
gleichen Uniersuchungen grossen Antheil haben wird. Denn
die mir gitigst iiberschriebenen Anmerkungen iiber das theo-
rema Fermatianum zeigen nichts weniger, als eine Yermin-
derung in der Kraft dergleichen Sachen nachzudenken an.
Dieselben haben mir Anlass gegeben diese Bestimmung all-
gememer zu machen und den Werth von & zu bestimmen,
dass wo-- BB 4 yy - 08+ e eine summa quatuor quadra-
torum werde, Setze ich nun

g+ B8 yy + 00+ e=(e— kx)? 4 (G—mx) >+ (y—na)4-(0 +a),
so wird :

— 5h3 —

S=ka-+mB -+ ny— o (kk-+mm-nn+ 1) 4 o=
Damit nun diese Formul in ganzen Zahlen bestehe, setze
ich e(kk+ mm -+ nn-+-1)—ab, oder ich reselvire

' e(kk+mm-nn-t1)
in zwey factorves, die entweder beyde grad oder beyde un-
grz—ul -sind, so wird
3:]{05-{—71’1.,8—\—1*19/—}—“—";!3 und ac:—i—
Tst m;u_iJ wie bey Bw. e == 8, so kénnen in genere die vier
quadrata, deren Summ — oo - 88+ yy -+ 008, ange-
geben werden, wemn d=rhe{-m@-4ny-f, und f so

angenommen wird, dass f—c—d, existente

2 (kk -+ mm 4 nn4-1)—=ed;

. 4 3
ud da wird TIZ—> cder L=

Tir %, m und n kénnen nun Zahlen nach Belieben an-
. genommen werden, da immer fiir f ein, zwel oder mehr
‘taugliclle Werthe herauskommen. Als setzt man

k=1, m=0, n=0, so wird cd= Zund f=0, oder f== 3;8= af........ g
=2 m=0, n=0, , cd=10 ,, F=38 , j= 9;8=2a-}....... g
Ee=3, m=0,n=0, - ,, ed=20 , S=1f=8=19;8=3a]......,

=1, m=1,n=0, , ed= 6 , f=1=5; 8= af- ...

k=2 m=2 n=<0, , cd=18 , f=3, 7, 11;8=2a+4-28-..
s=sat Bt

h=3, m=1, n==0, , ed=22, f=9, a;

k=3, m=12 n=0, » cd=28 ., f=3, 12, 27;8=3a}2f-4..

=2 m=—1,n=0, , cd=12 , f=1,f="% f=11;8=2%a} p+..§
|
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A-='3,m=3,nﬁﬂ,sowirdcd:SSundf:I'I,ﬁ'I; L
k=1L,m=1,n=1, , c¢d= 8 w J= 2, 7;

k=%m=1,n=1, ., cd=14 w J= 5,13;
k=%m=%n=1, , c¢d=% , f= 1, 8 19;

k=2 m=%n=2 , cd=26 , J=11,25;

k=3m=1,n=1, , cd=% , f=95,10,23;

k=3m=%n=1, , cd=30 , f=1,1,13 29,

k=3,m=2n=2 , ed=36, J=0,5,9, 16, 35; §=3a-}-284-274

=5atspt.... 511
0= at pt 14§ o
§=2at g} 7‘]“??155

1
8=2a-}-25-+ H_gig

s=2afaptayf it

2
d=Sat pt 14,5

23

§=3a-}2f+ y+§1§
)
!

wo ich die von Ew. iiberschrichenen Formeln mit einem * -

bemerkt. Man kann auch f nach Belieben annehmen, um
daraus &, m und n zu bestimmen, als, wenn seyn soll f—0
oder 0—ke+mpB-4+ny, so wird e=d, folglich cd ein Qua-
drat. Dasselbe sey — kpp, so wird kk4+mm--nn—=2pp—1.
Hier ist klar, dass wenn p ein numerus par, 2pp —1 un-
maglich die Summ von drey Quadraten seyn kann; also
missen fiir p nur ungrade Zahlen genommen werden, da
dann fiir k, m, n, folgende Werthe herauskommen :

2pp—1=1| 17 | 49 } 97 161 2% 337
k=1 43|76 96| 1211,10,9 | 15,14, 13,12 | 18, 16, 12
m=0 11,21 0,3 | %6 | & 6, 6,8 4 6, 6 9| 3, 9,12
n=0102[02|05] 1, 2 54| 0, 3,6 &| 3, 0,7

Da nun solchergestalt, wenn o, g, v gegeben sind, unend-
lich vielerley valoves fiir § gefunden werden kénnen, nach-

— 95 —

dem entweder f oder %k, m, n nach Beliehen angenommen
wird, und auch die Zahlen %, m, n und J negative genom-
men werden kénnen, so wire nun zu bewelsen, dass auf
solche Art alle mogliche Zahlen fir § herauskommen; und
hieraus wiirde man einen sehr schinen Beweis fiir das theo-
rema Fermatianum erhalien, welcher gewiss noch zu andern
wichtigen Entdeckungen leiten wiirde.

 Den grossen Schachspieler Philidor habe ich nicht ge-
sehen, weil er sich mehrentheils in Potsdam aufhielt. Fr
soll noch ein sebr junger Mensch seyn, fihrie aber eine
Mattresse mit sich, wegen welcher er mit einigen Officiren
in Potsdam Verdriesslickeiten bekommen, welche ihn genj-
thiget unvermuthel wegzureisen; sonsten witrde ich wohl
Gelegenheit gefunden haben mit ihm zu spiclen. Er hat
aber ein Buch vom Schachspiel in England drucken lassen,
welches ich habe, und darin gewiss schr schone Arten zu
spielen enthalten sind. Seine grosste Stirke bestehet in Ver-
theidigung und guter Fithrung seiner Bauern, um dieselben
zu Koéniginnen zu machen, da er dann, wenn die Anstalien
dazu gemacht, piéce fir pitce wegnimmt um seine Absicht
zu erreichen und dadurch das Spiel zu gewinnen.

Seit einiger Zeit habe ich mich wiederum mit dem Jupi-
ter und Saturnus gequilet, und dariiber verschiedene Sachen
entdecket, welche mir zn einer nihern FErkenntniss ihrer
Bewegung den Weg gebahnet. Weil dieses wieder die Preis-
frage bey der Pariser Akademie auf kiinftiges Jahr ist, so
habe ich dariiber eine meue Abhandiung dahin abgeschickt.

Euler.
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LETTRE CXXXVIIIL.

Gonprice a FEuLner.

Soumaine Sulte des rvecherches numériques précédentes.

St. Petersburg d. 17. Juli 1754,
Von der aequatione

3*+5* -u* {- 8= uu— 42 = tribus quadratis
will ich nur bemerken, dass z infinities infinitis modis de-
terminiret werden kann, davoun ein casus ist

345+ (ipp —10p +7)* |8 =
(pp —10p +3)* -+ (hp — 9)* 4 (4p —1)2;

was ich aber in meinem vorigen Schreiben von dem valore
O per ¢, B, v et g expresso erwihnet habe, vevstehe ich
jétzo selbst mnicht mehr und zweifle an dessen Richtigkeit,
doch ist dieses gewiss, dass

a1+ B0+ yytsef 8= ¥4+ —et 824

[ —afp)? o LD,

qq
sl ¢ determinetur per hane aequationem
DA — o) 4 (- p4-7) g =20,
) Goldbach.
- o
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LETTRE CXXXIX.

GorpsacH 2 EvrLes.

Somsarne, Méme sujet,

St. Petersburg d 3. August 1751,
Ew. sage ich schuldigsten Dank vor die Gommunication der
vielen casuum pro

wat+B8+ yy 400+ 8 —=aabb-Fcectdd

Es ist allerdings wahr, wie Ew. vermuthet, dass ich ausser

" Deroselben Niemand habe, mit dem ich von dergleichen dé-

couvertes schrifilich oder miindlich conferiven kénnte. Ich
glaube, man kann die Sache etwas kiirzer fassen, wenn man
nur drey quantitates indeterminatas annimmt und

BB+ yy+08+-8=bb++cctdd
setzet, denn es ist gewiss, dass wenn & in einem casu be-
kannt ist, selbiges anch in infinitis aliis angegeben werden

kann, wie ich in meinem letztern Schreiben angezeiget habe, -

(woselbst aber unnéthig 2p anstait P gesetat worden), indem
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es leicht zu demonstriven ist, dass alsdann auch seyn wird
BE+yy+ (0+pu)48=—=(b-tpu+ (e+2u)* - (d-+-2u)?,
si ponatur u = (0—2b)p—~—(c+d). Tch weiss gar woll,
dass z noch auf unzihlige andere Arten determiniret werden
kann, ich bin aber e grosser Liebhaber von solchen for-
mulis, welche an sich selbst kurz, und auf eine leichte Art
immer generaler zu machen sind; denn wenn z Kx. allhie
d-+pu—d, b+pu=B, ¢4+2u=C, d+2u=2D0, so
entstehet daravs diese aequatio infinities generalior
BB+ 7y +(d+PUP+ 8=

(B4 PUP+(C+ 20 4 (D-1-20,

wenn P numerum integrum quemcungue bedeutet und

U=(4—B)P—(C+D
gesetzt wird.

Es folget auch ex theoremate Fermatiano, dass 8n— &
allezeit in quatuor quadrata imparia, quorum summa radi-
cum est =2, aber nicht allezeit in quatuor quadrata imparia,
quorum summa radicum est — 0, resolvirt werden kann.

Ferner hat auch dieses seine Richtigkeit, dass eine summa
quatuor quadratorum, quorum summa radictm est — 0, mm
tria quadrata resolviret werden kann, ob aber quinque qua-
drata, quorum summa radicum — 0, allezeit in quatuor qua-
drata die man angeben kann, resolviret werden kénne,
weiss ich noch nicht, jedoch gibt es unendlich viele casus,
da solches angehet, ohngeachtet die summa radicum nicht
— 0 ist, also ist z. Ex. '

((2+ppib—c—d—e>I-(c—2b)* -+ (d—25)> 1
(e—20)* - hppbb —
his quatuor (& +pp)b—c—d—e)* 4 cc+ dd 1-ee.
Goldbach.
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LETTRE CXL.

Evrer & GoLpBAcH.

SoumarrE. Méme sujet, Becherche sur le nombre des maniéres dont un polygone

peut ftre partagé en triangles par des diagomales,

Berlin 4. £. September 1751,
So aross das Vergnigen auch ist, welches ich in Betrachf
tung der Kigenschaften der Zahlen finde, so wird mwir doch
diese Materie, wenn ich einige Zeit mit ganz andern Unter-
suc“aungen umgegangen, so fremd, dass ich mich sobald
nicht mehr darin finden kann. Also konnte ich den Grund
desl schénen theorematis, dessen Ew. Meldung thun, dass
eine summa quatuor quadratorum aa-}-bb 4 cec 4 dd, quo-
rum swmma radicum a--b-te- d=—=0, allzeit in drey
quadrata resolvirt werden kinne, sogleich mnicht einsehen,
da doch derselbe ziemlich offenbar, indem
aa+bb -+ ce+dd—aa+bbtcct(at+bte)*=
(a-F- By (o + )2 (b 4 o)
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Doch lisst sich auof gleiche Weise nicht darthun, dass cine

summa quingue quadratoram aae-}- 864 cec{-dd -+ ee in
quatuor quadrata resolvirt werden kénne, so oft die summa
radicum ¢+ b6+ c¢c—+dfe=0. Allein aus dem Vorigen
evhellet, dass diese Resolution Statt findet, so oft die fiinf
radices @, b, ¢, d, e so beschaffen sind, dass vier derselben
zusammengenommen nichts werden, welches auf so vielerley
Art geschehen kann, da es erlaubt ist eine jede radicem
sowohl affirmative als negative zu nehmen, dass es schwer
seyn witrde fanf solche Zablen anzuzeigen, davon nicht vier
zusammengenommen auf 0 gebracht werden konnten. Oder
die summa quinque quadratorum aa--56b 4 ce+dd - ee
lisst sich in vier quadrata resolviren in folgenden Fallen
a..b..e..d=0

a..b..¢c..e—=0
a..b..d..e—0
a..c..d..e—10
b..c..d..e—=0

wo das Zeichen . . statt 7= gesetzt ist. Dahero jede von
diesen finf Aequationen acht in sich schliesst, und folglich
vierzig darin enthalten sind.

Wenn also die radices a, 8, ¢, d, e alle affirmative ge-
nommen werden, und unter diesen vierzig Formuln nur
eine enthalten ist, die — 0, so kann man sicher schiliessen,
dass die summa quingue quadratorum

aa bbbt cc+ dd+ ee
sich in summam quatuor quadratorum verwandeln lasse.
Dieses folget nun aus demi einigen Satze, dass
aa+t+bb+tcetdd =n04-040,
wenn ¢+ b-tc4d = 0. Weil nun eine summa quatuor
gquadraterum in unendlich viel andern Fillen auch in drey

~
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quadrata resolvirt werden kann, so konnen daher noch un-
endlich viel mehr Conditionen angezeigt werden, unter wel-
chen sumina quinque uadratoram in quatucr guadrata re-
solvirt werden kann.

So oft die quatuor quadrata aca--5d - ce +dd so be- .

schaffen, dass at-b4c-+d =2, so st
ae+bb+ee+dd = {a+b—1)* + (a+c—1) + (b+ec—1f +1;

folglich ist aa +bb4-cc4 dd—1 in drey quadrata reso-

lubel. Da nun 8n-+3 in drey gquadrata resolubel, wenn
man setzt ' _
8nt+3={a Lh—1) ot e— 1) 4 b+ c—1)%
so wird 8n 4k —aa }-bb -} ce 4 dd dergestalt, dass
at+btct+d—2;
und dieses ist das schéme theorema, welches Ew. aus dem
theoremate Fermatiano hergeleitet haben.

Ich bin neulich auf eine Betrachtuny gefallen, weiche
mir nicht wenig merkwiirdig vorkam. Dieselbe betrifft, aul
wie vielerley Arten ein gegebenes polygonum durch Diago-
nallinien in triangula zerschnitien werden kénne.

Also ein quadrilaterum abed kann entweder durch die
diagonalem ac, oder durch bd, und also auf zweyerley Art
in zwey triangula resolvirt werden.

Ein Finfeck abede wird durch zwey diagonales in
drey triangula getheilet, und solches kann auf finferley
verschiedene Arten geschehen, nehmlich durch die diagonales

I. ac, ad. IL bd, be. W.ca;ce. W. db, da, V. ec, eb.

Ferner wird ein Sechseck durch drey diagonales in vier
triangula zertheilet, und dieses kann auf 1% verschiedene
Arten geschehen.

Nun ist die Frage generalifer: da ein polygonum von n

Seiten durch n—3 diagonales in n— 2 triangula zerschnit-
Corr. math, ef phys. T. L a5
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ten wird, auf wie vielerley verschiedene Arten solches ge-
schehen konne. Setze ich nun die Anzahl dieser verschiede-
nen Arten —x, so-habe ich per inductionem gefunden
wenn n=--3, %, 5, 6, 7, 8, 9, 10
so st e — 1,2, 5, 1k, 52, 132, 529, 1430,
Hieraus habe ich nun den Schluss gemacht, dass generaliter sey
2.8.10.14.18.22. ., .(4n — 10)

¥ = T a5 T
- 2 6 10 14
oder es ist t=3 2=1.5, S=2.45 1k =5,
18 22 . .
2 — k. 132 — — k2. 5 dass also aus einer jeden Zahl

die folgende leicht gefunden wird. Die Induction aber, so
ich gebraucht, war ziemlich mithsam, doch zweifle ich nicht,
dass diese Sach nicht sollte weit leichter entwickelt werden
kénnen. Ueber die Progressioni der Zahlen 1, 2, 5, 14,
42, 132, etc. habe ich auch diese Eigenschaft angemerket,
dass 1 +4-2a 4 5a® 4 1ha® | 2a* + 13205 | etc, =

— — 1 N
12 —vV{--4a) Also wenn a ——, so ist
2aa &

2

5, 1th 42
1+7k.+47+.4—3+[?—[—etc.:&.
Euler.
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LETTRE CXLI

Gorpsacn & Evren.

Sowwmaine Snite des recherches numériques,

St, Petershurg d. 16, Octoher 1751,

Aus Ew. werthem Schreiben vom k. Sept. habe ich mit
Vergniigen die leichté legem progressionis von
i—|——9a—{—-5aa+1l|4a3—|—etc.
erschen. Wenn mir wire aufgegeben worden die coefﬁmen—
tes incognitos 5, ¢, d ete. in serie
1—2a—¥(1—4a)

3 4 = ———
4. A +tba-t-caa+da®+ea —]:gtc..‘_ Taa
zu determiniren, so wiirde ich die Solution kaum unter-
nommen haben, da ich aber diese coéfficientes bereits ex—

primivet gesehen, so habe ich zwey Methoden zur Solution
1—2a—v({l—bday 4

2aa

gefunden: 1. Weil aus der summa

folget, dass 1 —[—a.A_—_:A%, oder dass
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B..A+4a+boa+tca®+da* L ete

tn se multiplicata == 4 seyn muss, so wird

1+atbaa+tea® 4 da*...
; a+ aa+-ba®+ ca*..
: . 1 baat-ba* L bba*...
BB — ca® 4 ca*....
- < : da*, .

=A... .1.—-[—2‘a—{-5;1a—]—'1!.|-a5—\— 8%, .. .
nehmlich 6—=2, ¢—=5, d =14 ete. 2. Wenn in der serie
A gesetzt wird ¢ —o— e, so wird die summa seriel —
(-}“)2"__" K., 442¢ 4 3ee 4 2a® -} ete. und die series 4
verwandelt sich in ' '

1

Ct boe— bow

D 4 cea2c0® 4 cot

; D do’®$3det. ..
N : —+ eat, ..
=B, .. A + %z 4 3uat ko’ 4 Sat..

Comparatis singulis terminis seriei 4 transmutatae cum sin-
gulis seriel E, it b6 =2, ¢ —5, d— 1k, etc.

Ich hatte in meinem Brief vom 15. Juni unter andern
auch des casus Erwihnung gethan, wenn in der aequatione

ae— B84y y~+ 00+ 8 — quatuor quadratis, § — %——}—:’,2"3:1

numero integro. Selbigen casum haben Ew. i Dero Ant-
wort mit Stillschweigen ibergangen; es sind aber die qua-
tuor quadrata invenienda in solchem Falle

— 55 —

ot —140P NG LD AR CT T2

3% 32 32
(2a—p129)*
32

und der valer & kann noch generaler angenommen werden,

— 9 : .
wen man setzet § =% 196 =297 — pumero integro, und
] 14299
ich g — —22¢—2964-Qq9—Dy__ o inteer -
zugleich & — it2qq — numero wtegro, qui-

bus positis erunt .
wo+ BB+yy+dd+8 = (0427 + (0—2P +(d—a+B) e
Hine sequitur pro quocunque casu o808+ yy+ 40048
assignari posse quatuor quadrata integra si
7y -+ 2(8 - 9) (¢ —9)
sit numerus quadratus, ubi ¢, &, etc. sunt numeri permu-
tabiles sive affirmativi sive negativi.:
Imgleichen positis iribus quadratis imparibus |
wo+ BB+ yy=8n+43 et d—(uu—u—hn—1),
ubi z sit numerus quicungue integer, erunt
w480 +yy -+ 583 +8 = (d+2)*+ (0—2)*+(0— 24 {+2u—1)".
Unter die problemata, zu deren Selution es an einer si-
chern Methode fehlet, rechne ich auch dieses: Determinare
numerum ¢ per f et constantes hac lege; ut 2ee— ff+2
fiat quadratum. Solutio: ponatur ¢ — 13%f - 239,
Goldbach.
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SoMuatne, Méme sujet. Réponse & la précédente,

Berlin d. 4. December 1751,

Ew. Schwierigkeit, betreffend die Auswickelung der Formul
1—2a-— ¥ (1 —fa)
’ 2aa L
mul ]/(1 — ka)— (1 — ka)® nach gewthnlicher Art in eine
seriem verwandelt, Denn da

> wird sogleich gehoben, wenn man die For-

i.1 1.1.3 =

7 — i . % .2 . 3 s _
VA —ba)=1— - ha—35 WPa* — 0k
14.5.5 .4 5 11357 o 5
768 ¥ ¢ —hges.a0 ¥ O —elc

oder wenn ein jeder coéfficiens numericus des fermini ante-
cedentis, die potestatem von 4 mit eingeschlossen, durch P
angedeutet wird, so wird

— 557 —.

V(i_*--’llfl.) —{—2aq— -ff—Pa“ HEPaa — %Pa*—f—gl)asu—etc.

6 8
ader

. PR 20 6,5 10
V(1—k6)=1-2a— 2 Pe —3Pa®— . Po*

folglich

2.6.10.14
2 Fahi ol N
'3 3as ¢ ete.

Dahero bekommt man
1—2a—V(l~ta) 2 | 2.6 2.6.10 2.6.10.14

2aa =7 Ta3% tiga ot Sy et
wobey merkwiirdig ist, dass alle diese Co&fficienten ganze
Zahlen werden, welches zu besondern Betrachtungen Anlass

~ geben kann,

Also gibt auch 13/(1 —9a) eine seriem, deren alle Cosf-
ficienten ganze Zahlen werden, nehmlich

3
. . 6 5 6 6.15 < 6.15.24 z
V(i—'9a)____.1.——'3a 3 2(1"""'\'5 ﬁa'—‘3_'m0%
: 6.15.24.535 i
3 —gmag ¢ et

und generaliier geschiehet dieses

V(i —ana)— 1——1_1a—n(nL2_'9a2——n . ('m_n?z(énn_n) a®~—
rn—n)(Onn—n)(Bun—n)

£
n 234 as — ete.
Ew. casus, quo o*4- 8*+ y*+ 6"+ 8 — quatuor [, nehm-

. 2 28— . : .
lich § — —%’, hat allerdings etwas Besonderes an sich,

welches ich sogleich nicht bemerket, und noch jetzt nicht
sche, wie derselbe in den von mir angefithrten Fillen ent-
halten ist. Nuan sche ich zwar, dass derselbe herauskommt,
wenn von den gesuchten % quadratis z_v&ey dergestalt an-

14
o g Pa5 —efc.
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