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strationem divectam zu sehen, welche gewiss zu Entdeckung
vieler anderer herrlichen Eigenschaften der Zahlen den Weg
bahnen wiirde; bisher ist uber alle meine darauf gewandte
Mithe umsonst gewesen. Gleichfalls habe ich bisher auch
nicht das gemeldie theorema Fermatianum, dass eine jede
Zahl eine summa trium irigonalium sey, demonstriren kén-
nen, welches freylich daranf beruhet, dass cine jede Zahl
- von dieser Form 8m + 3 in drey quadrata zertheilet wer-
den kénme. Ich habe aber dieses theorema auf folgendes
gebracht: Propositc numero quocunque m, ab eo semper
ejusmodi numerum trigonalem subtrahere licet, ut residui
quadruplum unitate auctum sit numerus primus. Wenn
dieses bewiesen werden Lénnte, so wire auch jenes ausser
Zwveifel gesetzt. Von diesem aber will ich der Deutlichkeit
halber etliche Exempel hersetzen:
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Bisher triffts immer zu, dass zum wenigsten ein nume-
rus primus heranskommt; und da in grésseren Zahlen im-
mer mehr casus vorkommen, so ist sehr walrscheinlich,

_dass sich unter denselben zum wenigsten immer ein primus

befinde, oder ein solcher compdsitus, der ein Quadrat, oder
in zwey quadrata resolubel ist. Fs ist auch eben zur De-
monstration des ersteren nicht néthig, dass bey dem letztern
sich unter den & resid. 4+ 1 ein numerus primus befinde.
Wenn darunter nur eniweder ein quadratum vorkonmmt,
oder cine Zahl per nullum hujusmodi humerum bp—1
divisibilis, so kann daraus die Demonstration des ersteren
hergeleitet werden. Der Grund davon beruhet hierauf: ‘ich
kann nun beweisen, dass

I. Omnem numerum primum hujus formae &n + 1 esse
summam duorum quadratorum. '

II. Omuem quogue NUMErUM BON primum formae hnt-1,
dummodo nuilum habeat divisorem formae &p-—1, esse
summam duorum quadratorum.

Bs sey also kn-{-1 vel primus vel saltem non habens
divisorem formae kp—1, so ist kn--1 und folglich auch
ejus duplum 8n -2 summa duorum quadxjatorum.' Wenn
also 8m— 8-=8n 4 2-1-aa, so ist 8m 43 in tria qua-
drata resolubel. Es wird also 8m -1 = 8n -+ aa; man
setze ¢ — 2w -}-1, so wird 8m —=6&n+- hoo -+ kx und
n:mf—%(bcac 4 ). Denotante ergo m numerum quem-
cungue, wenn an nur immer von m einen solchen nu-
merum trigonalem subtrahiven kann, dass der Rest & mal
genommen -1 keinen divisorem formae 4p — 1 hat, so
kamn 8m - 3 in drey quadrata resolvirt werden, Dass aher
eine jede Primzahl von dieser Torm kn .1 allzeit eine
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summa duorum quadratorum sey, dafir habe ich nach ian—
ger Mithe endlich folgende Demonstration gefunden, welche
sich auf verschiedene Priliminarsitze grindet, so zwar ge-
meiniglich fiilr wahr angenommen werden, wovon ich doch

gleichwohl noch keine giiltize Demonstration geschen, und

also diese zu suchen néthig gehaht habe.

Theor 1. Productum ex duobus numeris, quorum uter-
que est summa duorum quadratorum, est quoque summa
duorum quadratorum. |

Demonst. Sint ea 4 bb et cc 4 dd duo nuwmeri propo-
siti, erit productum eacc 4 eadd 4 bbee + bbdd =
(ac+bd)*+ (ad — be)* = (ac — bd)* 4 (ad + be)®, ergo
duplici modo summa duorum quadratornm. — Diese De-
monstration ist zwar gemein, nicht aber die folgenden.

Theor. 2. Si summa doorum quadratorum aa -+ bb (exi-
stentibus ¢ et & numeris inter se primis) fuerit divisibilis
per numerum primum formae pp g4, tum etiam guotus,
ex divisione resultans, erit summa duorum quadratorum.
(Dieses theorema folget nicht aus dem vorigen nothwendig,
denn man wiirde sich betriigen, wenn man hieraus: pro-
ductum ex duobus numeris paribus est numerus par, schlies-
sen wollte: ergo si numerus par fuerit divisibilis per nu-
merum parem, quotus quoque erit numerus par. Wie kann
man nun wissen, dass diese Art zu schliessen hier richtig
ist? Dahero ist meines Erachtens felgende Demonstration
nothig.) : .

Demonstr. Quia aa— bb est divisibilis per pp |- gg, erit
quoque (aa-+bb)pp—aapp-+bbpp divisihile, ataa(pp+qq)
quoque est divisibile per pp—+-gg, ergo etiam differentia
bbpp —aagqq h. e. (bp+ag)(bp—ag) erit per pp+-qq
divisibile. Hinc ob pp + ¢gq numerum primum, erit vel
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bp + ag vel bp —aq divisibile per pp-gq. Sit ergo

mag+a y
bp 7 ag—=mpp-+mqq, fietque & —mp —l—r-"%-*-—g- (me?

igitur mgq = aq per p divisibile esse deb_eat, at g et p
<int necessario numeri inter se primi (alioquin pp +-¢qq non
foret primus), necesse est ut mg ~+ ¢ divisibile sit per p.
Fiat ergo mg +g=np, erit £ a : np—.mq et b—
mp -+ ng. His autem valoribus substitutis prodit aa - bb =

aatbb __ )
(mm -{-nn) (pp+9q9q) et Ppili—_qq,_mm{—nn. Q. E. D.

Fheor. 3. Si summa duorum quadratorum aa ~+ b:b .('a
et b existentibus pexrpetuo numeris inter se primis) divisibilis
essel per numerum &, qui non sit summa duorum quadra-
‘torum, tum quotus vel non erit summa duo.rum quadrato-
rum, vel certe factorem haberet qui non ent summa duo-

rum quadratorum.

: . aa-t-blb __ . aa-lbh__
* Demonsir. Sit quotus z ¢t ob— — =2, erit— — = @.

Jam si z esset primus formae pp + g4, tum quoque o fo-
ret ejusdem formae contra hyp. Si z essel productum ex

pluribus hujusmodi primis {pp + gq) (rr +s8) (- uu), tum

i S e S g

—221PE foret quoque ®— g8+ hE contra hyp. Quare

%

;;[uetus z neque primus erit formae pp + 49 neque' pro-
ductum ex aliquot ejusmodi primis; ideoque necessario vel.
z non erit, summa duor. quadr. , vel factorem hal?e]nt qui
non erit summa duor. quadr. QE D.

‘ Theor. . Summa duor. quadr. inter se primorum aa-t+bb
dividi nequit per ullum x, qui non ipse sit summa duor.

quadratorum.
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Demonstr. Ponamus x non esse summam duor qu';dr
. o - [ 3
sitque @ —max Fe¢, b —=nx*=d, semperque m et n ita
capi poterunt ut z !
pi p ut fiat ¢ <o @ et d L 5z Cum autem
aa -+ bb ponatur divisibile per x, erit quoque ce 4 dd per
2 divisibil ia cc . i
- e,. et quia cc—[~dd<§mm, quotus erit < %m,
ideogue dabitur numerus z non summa duor. qtlaclr per
"3
quem cc +dd quoque erit divisibilis (Theor. 3). Sit iterum
c—mzte et d—nz+ 1 ay X id
-1 atf, enit e 5 et f<C 55, ideo-
que ee+ ff'< -2z divisibile per z; unde quotus (per quem
ee f itide isti L 1 i '
+ ff ﬂm divisibile existit) <—2- z, qui vel ipse erit
non summa duor. quadr., vel ejusmodi habebit factorem.

ee+ ff< —i—zz, sicque tandem deveniretur ad numerum non
summam duor. guadr. minimum, puta 3, qui foret divisor sum-.
mae duor. quadr gg -+ /z];<% g, quod cum sit absurdum,
s?qflitur summam duorum quadr. ea |- 55 rullum admittere
divisorem @, qui non sit ipse summa duor. quadr. Q E D.
C?roll._ i, F)mnis &rgo divisor summae duor. quadr. inter
se primorum ipse est summa duor. quadr., loquor.autem de
ejusmodi summis duor. quadr. ea 4 bb . quornm radices
a et b sunt numeri inter se primi, nam si esset V. e:r.‘
ea—mz et b—nax, tum aa-bb ﬁtique per qﬁémvis n?z-
merum x divisibilis esse posset. . o

Coroll. 2. Qui ergo numerus % in integris non est summa

_duor. quadr. idem nec in fractis poterit esse summa duor

adr. Sit enis —pp v ppsstgqr -
qua it enim w_q_g—ﬁ—s—z_-z-—lﬁ—gq'r, foret ggss =

ppsSt-qqrr id . . 2970 :
12—, ideoque & divisor summae duoy. quadratorum
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ppss - ggrr, ergo @ quoque esse debet summa duor. quadr.

in integris. Hievon batte ich lange eine Demonstration um-
sonst gesucht, aber dicse erst neulich sefunden, welche, wie
ich glaube, zu vielen andern Sachen fithren kann.

- Theor.- 5. 8 kn-{1 “fuerit numerns primus, fum certo
erit summa duor, quadr. .

Demonstr. Si enim kn -1 sit numerus primus, demon-
sirayi hanc formulam g*” — b*" quicunque numeri pro a
et b ponantur, semper fore’ divisibilem per kn--1. Bait
ergo vel o** 407" vel a*® — b2" per kn—+1 divisibile.
At semper Snpumeri dantur casus, quibus formula a®®— 6*"
non est divisibilis per &n - 1; iis ergo casibus haec formula
a®" 4 b*" exit: per hn-+1 divisibilis. At a4 b*" est

*. gumma duor. quadr., erge etiam quivis ejus divisor ¥n-+1.

Q. E. D.

Theor. 6. Qui numerus ¢ duplici modo est summa duor.
quadr., ille non est primus. ’

Demonstr. Sit enim e == pp-+qq=rr 4 s¢, ponatar
p—=r-4x etyg —§—y eritpp § gg==r7" 4 2rx -+ xw -
§§—2sy L yy=rr 485, ergo 25y — XX Ayy - 8rax et
— 22y $E, pine ' '

- 1y .
= rrtss—= (:L'x'—i-yf)2+4:~.1;x;+n)+4rrwx +orr
o (_xa:-{—yy)(‘rx—]—yy—{—ikrr—]—lu'r')_
- &yy

Consequenter numerus 4 necessario duos ad minimum habet

factores, quorum uterque est summa duor. quadr. Q.E.D.

Pas theorema: Omnem numerum In quatuor quadrata

esse resolubilem, dependiret hievon:
Omnem numerum hujus formae wm = 2 semper dis-
cerpi posse in duas hujusmodi partes: kx 41 et

semmtes
i

R
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by ~}- 1 quarum neutra divisorem habeat formae

bp—1. :
welches ich noch nicht demonstriven kann, aber doch nicht
schwer scheinet. — Denn alsdann ist sowohl %o 1 als hy 41
summa duor. quadr. und folglich km -}-2 summa % quadr.
Dahero auch ejus duplum 8m—+ % und hujus quadrans
2m -+ 1 und also omnis numerus impar, woraus die Folge
leicht auf alle numeros extendirt wird.

Des Hn. Mitzlers critique iiber meine Music habe ich
nicht gesehen, ausser was davon in den gel. Zeitungen stehet,
woraus ich geschlossen, dass dieselbe meistentheils iibel
gegrindet ist, indem der Auctor meine Gedanken nicht
genugsam eingesehen. An des Hn. Prof. Knutzen Logic habe
ich eben nicht viel Sonderbares finden konnen; zum we-
nigsten kommt sie derjenigen bei weitem nicht bey, welche
der H. Prof. Segner in Gottingen herausgegeben. Dieses Jahr
hat mir die Akademie zu Paris wiederum die Hilfte des
Preises zuerkannt, welche 2000 livr. betragt.

M. Buffon in Paris hat eine neue Art von Brennspiegeln
erfunden, vermifielst welcher er in einer Distanz von 200
Schub Holz in Brand gestecket, und diese Distanz kann nach
Belieben noch vermehrt werden. ' h

Euler.
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LETTRE CVL’

GoropacH 3 BvLern

Sosrxarng Réponse i la précédente Machine & mouvement perpétme] 4’ Ovfiy rei,

St Petersbnrg 4. 2 Junl 1747,
Fiur die mir communicirten theoremata bin ich Ew. sehr
verbunden. Das merkwiirdigste darunter halte ich, dass Sie
meinen, es sey nicht schwer km -2 in zwey solche Theile
ho 41 und &y +1 zu resolviren, welche keinen diviso-
rem hujus formae #p-——1 haben. Ich kann das problema: nu-
merum 8m 4 3 in tria quadrata resolvere auch auf dieses
reduciren: Datis duobus numeris n et p, invenire tertium
hujus naturae, ut 2+ 8n -+ 8px — kex —kx fiat summa
duornm quadratorum, da danm vor « eine solche functio
ex n et p composita gefunden -werden soll, welche unter
andern diese scltsame Eigenschaften habe, dass sie in allen

#) Le premier feuillet de la letire originale étant égaré, le commencement

a été suppléé du livre des minutes.
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Fillen, da 2+ 8n eine snmma dvorum quadratorum ist,
— 0 werde, und in allen Fillen, da 24 8n—8p ¢ine
samma duorum quadratorum ist, —= — 1 werde, in wel-
chen beyden conditionibus allein ich eine solche Schwierig-

keit finde, dass ich an der Wahrheit des g ganzen theorematis

zu zweifeln anfange," ungeachiet es leicht ist unzihlige for-
mulas vor m anzugeben, in welchen §m 4 3 in tria qua-
drata zertheilet werden kann: als z, Ex. m==5bb = b¢ - ce.

Seit der Zeit, da die Relation von dem perpetuo mobili
des Hn. Orffyrei, in welcher der sechs Wochen lange Um-
lauf des Rades atiestivet war, herausgekommen, hat man,
meines Wissens, keine sffentliche Meldung gethan, dass diese
machine weiter perfectionniret, oder zu einem Gebrauch an-
gewendet worden wire, welches desto bedenklicher schei-
net, da der autor  derselben noch viele Jahre hernach ge-
lebet und vielleicht bis dato am Leben ist. Der Oberbau-
meister in Wien, . Fischer von Erlach (ni fallor), welcher
dieselbe machine nebst dem Hn. Gravesande in Gegenwart
des Hn. Landgrafen von Hessen beschen, hat davon ehe-
mals gegen mich mit vielem Ruhm gesprochen und dabey
erwihnt, dass er dem Rade, als es still gestanden, mit Fleiss
einen ganz schwachen Stoss gegeben, worauf es sich von
selbsten immer geschwinder usque ad certum celeritatis gra-
dum Dbeweget, in welchem es hernach aequabiliter fort-
gegangei. '

Gaoldbach.
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LETTRE CVIL.

Euvrenrn 3 GoLpsach

Somsarng Traitd sur la faculté de la pensée, Concours an prix de I'académie de
Paris, relatif a la théorie de Saturne, et de celle de Berlin sur le systéme des

des monades. Miroirs ardents de Buffon. Suite des recherches arithmétiques.

Berlin d. 4. Juli 1747,
Bw. erkenne mich fir die Bemiihu,rig, womit Dieselben
meine geringe Schrift von dem Vermdgen zu gedenken®) in
Erwigung zu ziehen gewurdlget gehorsamst verbunden. Es
ist an dem, dass mein letzter Schluss nur- auf diejenigen
geht, welche die Seele fiir eine besondere Substanz, dabey
aber doch fiir materiell halten, wobei ich insonderheit auf
einige mir bekannte Wolfianer gesehen, welche glaubten,
dass die Immaterialitit der Seele von ibrem Meister nicht
genugsam erwiesen worden. Nach den Lehrsiatzen dieses
Philosophi. haben dieselben auch ganz recht zu zweifeln,
denn wenn die Corper und ihrve Elemente mit so vieleriey

%) Cet ouvrage m'est incopnu. Anssi ne se trouve-t-il pas dans la liste des

cenvres d’Euler placée en téte de ce volume.
Corr. marh. et phys. T L an
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thitigen und auf die Veriindei‘ung ihres Zustandes abzielen-
t_ien Kraften begabet sind, so ist nicht abzuschen, wie die
Kraft zu gedenken davon ausgeschlossen werdei: soll. Diese

Leute geben also ohne Schwierigkeit zu, dass zum Geden--

ken eine thitige Kraft seinen Zustand zu verindern erfor-
dert werde, und in Ansehung derselben glaube ich, dass
mein Beweis Stich halt. Gegen diejenigen .aber, welche
glauben, dass das Vermégen zu gedenken ohne eine solche
Kraft bestchen und blos allein durch die vim inertiae be-
werkstelliget werden konne, ‘muss ich gestchen, dass mein
Beweis nicht gilt. Bs deucht mich aber, sobald man zugibt,
dass in der Materie, ausser der vi inertiac, keine andere
Kraft hef_intilich, das Vermégen zn gedenken nothwendig aus-
geschlossen werden misse. Denn, ungeacht in dem mensch-
lichen Korper und insonderheit in dem Gehirn die subtil-
sten Theilchen fast in ciner unbegreiffichen Bewegung sind,
worauf die Materialisten insonderheit ihre Meinung granden,
so geht doch dabey nichts anders vor, als dass ein jegliches
Theilchen so lang in seinem Zustand  verharret, als solcher
mit dem Zustand der benachbarten bestehen kann; -widri-
genfalls aber nach den regnlis mechanicis eine Verinderung
in ihrer Bewegung vorgehen muss. Hieraus kann auch kein
anderes Resultat entstehen, als eine Aenderung des Zustands
blos allein in Absicht auf die Bewegung, und sobald man
behaupten will, dass damit vielleicht noch ein anderes Re-
sultat verkmiipfet sey, indem uns das Wesen der Korper
nicht genugsam bekannt, so ist man genéthiget zn behaup-
ten, dass ausser der inertia noch andere Krifte darin vor-
handen seyn miissen; und alsdann findet mein Bewels wie-
derum Platz.

Bey der Akademie in Paris werde ich auf kiinfiiges Jahr
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wenig Competenten haben, denn der Herr Bernoulli, wel-
cher angefangen darauf zu arbeiten, ist wegen der allzu-
weitlaufigen und verdriisslichen Rechnungen wiederum da-
von abgestanden Die Bewegung des Saturni war bisher noch
weil weniger bekannt, als des Monds, denn noch bis jetzo
haben die loca observata von den besten tabulis bis auf
20 Minuten differirt, Um diese Irregularititen zu bestimmen
werden erstaunliche caleuli, sowohl theoretici als practici
erfordert, welche ich auch fir ein dreyfaches praemium
nicht noch einmal unternchmen wollte. Denn ich habe iber
LOO. loca Saturni mit dem Jupiter berechnet, und vermit-
telst der Theorie endlich solche tabulas herausgebracht, wel-
che von allen sowohl alten als neuen Observationen nicht
sber 5 Minuten differiren. Eine grissere Accuratesse ist we-
gen der Unrichtigkeit der alteren Observationen nicht wohl
zu hoffen, weil die neuen dazu micht allein hinkinglich sind.
Anjetzo stellt M. le Monnier zu Paris so accurate Observa-
tionen an, dass man auf etliche Secunden sicher seyn kann.
Aus dergleichen Observationen habe ich meine tabulas sola-
res rectificirt,; und mit dem grissten Vergnﬁgén befunden,
dass dieselben anjetzo niemals iiber 57 von den Observatio-
nen differiren. '

Die Picce de Monadibus, welche bey uns das praemium
erhalten, hat meine vollige Approbation, als welcher ich
auch mein votum gegeben. In derselben ist das ganze Lehr-
gebaude der Monaden véllig zerstért. Wir haben {iber diese
Materie. 30 Pitcen bekommen, von welchen noch 6 der be-
sten, sowohl pro als contra monades, gedruckt worden. In
denselben ist beiderseits zum wenigsten die Sach so deut-
lich ausgefithrt, dass die bisherigen Klagen, als wenn man

einander nicht recht verstanden, ins kinftige ganzlich auf-
L 3
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héren werden. Die ganze Sach beruhet auf-der Auswickélung
dieses raisonnements: die Gorper sind divisibel; diese Divi-
sibilitat gehet entweder immer ohne Ende weiter fort, oder
nur bis zu einem gewissen Ziel, da man auf sclche Dinge
kommt, welche nicht weiter theilbar sind. Im lfetztern IFall
hat man die Monaden; im erstern, die divisibilitatem in in-
finitum, weiche zwey Sitze einander so e diametro enige-
gengesetzt sind, dass davon nothwendig der eine wahr, der
andere aber falsch seyn muss. Alle argumenta pro monadibus
grinden sich hauptsichlich aaf scheinbare Absurdititen, womit
die divisibilitas 1n infinitum verkniipfet seyn soll. Da man sich
aber meistentheils von diesem infinito verkebrte Ideen ge-
macht, so fallen auch dieselben Absurdititen weg. Die Mei-
nung der Monaden zertheilet sich Wileder in zwey Parteien,
wovon die eine den Monaden alle Ausdehnung ginzlich ab-
spricht, die andere aber dieselben fiir ansgedebnt hilt, jedoch
ohne dass sie partes hitten uod folglich divisibel wiren, wel-
che letztere Meinung meines Erachtens am leichtesten zn refu-
tiren ist. Diejenigen, welche monades magnitudinis expertes
staluiren, missen endlich zugeben, dass auch aus der Zu-
samnensetzung derselben kein extensum entstchen kénne,
nnd sind dahero genéthiget sowohl die Iixtension als die
Corper selbst fir blosse phaenomena und phantasmata zu
halten, ungeacht sie bey dem Anfang ihres ratiocinii die
Corper als veell angeschen; dergestalt, dass, wenn der
Schluss wahr wire, die praemissae nothwendig falsch seyn
miissten.

 Die Brennspiegel des Bun. Buffon sind aus lauter kleinen
speculis planis, Be'y 200 an der Zahl, zusammengesetzt,
welche alle leicht dergestalt gestellt werden kénnen, dass von
allen der Schein; auf einen Platz geworfen wird; wodurch
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er diesen Vortheil erhilt, dass er den focum so weit und
wohin er will richten kann, die Sonue mag stechen wo sie
will, welches bey den ordentlichen Brennspiegeln nicht
moglich ist. Er hat damit Holz in einer Weite von 290
Schuh angezﬁ_ndet, und es ist kein Zweifel, dass wenn em
Vagel durch den focum fliegen sollte, dersel_])e gesenget
werden miisste.

‘Wenn 2 4 8n- 8pax—hre—ka eine summa duor.
quadr., als —aa 4 bbh, so wird 3 +8n-4 8pz sen
34-8(ntpr)—ac-+bb+ (22 4 1), folglich eine swmma
trium ¢nadr. Inzwischen kann ich nicht schen, dass weun
2 .4 8n schon fir sich eine summa duor. guadr. .Wiire, fles-
wegen X nothwendig — 0 seyn miisse, indem ja zu emer
summa duor. quadr. noch solche Zahlen gesetzt werden
konnen, dass die Summe diese Figenschaft behalt. Hernach
da 3-8 (n-px) dieser Formul 8m--'3 gleich seyn soll,
so wird nf-px—m, und folglich darf nur « gefunden
werden, dass 2+ 8m — bz — b eine summa duor. quadr.
werde, d. i., man milsste sebm, ob man nichi von 8m -3
ein solches Quadrat subtrahiren kénnte, ut residuum esset
summa duoor. quads., welches die Frage selbst ist. Nimwmt
man pun an 2 - 8m sey schon eine summa duor. quadr.,
80 ke;1111 freylich = entweder 0 oder — 1 seyn; ausser die- |
sen sind aber ofters noch mehrere Talie mogiich. Als, die
vorgelegte Zahl 8m -3 soll seyn —59. Da ist 8m -2
58 — 149 | 9 eine summa duor. quadr. Soll nun 2 4-8m —
e —hx, d. i. 58 — ko — b eine summa duor. quadr.
seyn, 0 geschicht dieses wenn o entweder O oder — i;
ansser diesen Fillen aber kann o noch seyn — 1, oder 2,
oder 3. Denn 58 — k.2 == 50 == 49 +1 =123 —+25; ferner
ist 58— .6 == 3% — 2519, und wenn x— 3, ist 58 —.
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5.12 =10 =9 + 1. Die Ursach hievon ist, weil dergleichen
Zahlen 8m -3 ofters auf mehr als eine Art kénnen sum-
mae irium quadr. seyn, als in diesem Exempel ist 59 —
-+ 49+ 9 =25} 25+ 9. In welchem Unnstand ich nichts
finde, welches mir die Gewissheit des Satzes 8m | 3 =30
verdichtig machen kéunte. -

Ich glaube, dass Orfyré noch am Leben ist, weil er vor
einiger Zeit ein Schiff unter dem Wasser zu fahren erfun-
den haben wollte. Sein perpetuum mobile hatte er in Stiicke
zerschlagen, und nach der Zeit nicht wieder verfertigen
wollen, welches die Erfindung nicht wenig verdachtig macht.
Der von Ew. angefithrte Umstand, dass diese Maschine, als
sie ein wenig in Bewegung gesetzt worden, sich hierauf im-
mer geschwinder bis auf einen gewissen Grad beweget, in
welchem sie fortgelaufen,' befindet sich in einer jeden Pen-
dule. Denn wenn die Pendule aufgezogen und das pendulum
still steht, so geht anch die Uhr nicht. Gibt man aber dem
pendulo nur den geringsten Stoss, so kann das Gewicht wir-
ken und die Bewegung kommt in ihren ordentlichen Gang.
Statt des Gewichts méchte wohl in der Oi‘fyreischen Ma-
schine ein elastrum angebracht worden seyn: und derglei-
chen wire wohl méglich, die ein ganzes Jahr lang fort-
gingen ohne von neuem aufgezogen zu werden. Auf diese
Art sind alle erzihlten Umstinde dieser Maschine zu erkliren,
ausser demjenigen, welcher auch pflegt angefithrt zu werden,
dass Orfyré dem seel. Landgrafen das ganze Geheimniss ent-
deckei, und dieser Herr die Maschine fir ein wahres per-
petuwm mobile gehalten haben soll, welches nicht zu ver-
muthen wire, wenn die Bewegung einen solchen Grund ge-
habt hatte. Ich weiss aber nicht, ob dieser letzte Umstand
seine vollige Richtighkeit hat, : Buler.

e T T —
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WETTRE CVIiL

_

Goxrprice i Euner.

Sommarng, Suite des recherches arithmétiques.

St. Petershurg d, 12, Avgust 1747,

¥ur die mir communicirten unierschiedenen éclaircissements

danke ich dienstlich; in meinem vorigen Schreiben aber soll

es billig heissen: dass in allen Fillen, de 2 4 8n eine summa
duorum gquadratorum unico modo ist....und in allen Feullen,
de 2+ 8n— 8p eine summa duorum quadratorum unico
modo ist ete.

In nachfolgender serie 1, 3, 7, 17, 41, 99, etc., deren
lex progressionis 4 -+ 2B—C oder B— 4+ ]/(QAA = 2)

und die formula generalis (1+V2)m-{;(1 — Vg)w: siehet man
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alsofort, dass die termini locis paribus nicht quadraﬁ seyn
kénnen, indem sie alle O = 1 sind; ob aber alle termini
locis imparibus, praeter primum, auch keine quadrata sind,
muss ich dahingestellet seyn lassen, weil ich die Unmog-
lichkeit noch zur Zeit nicht einsche, imgleichen, ob es
unendlich viel casus gibt, darin 24* —1 ein quadratum
werden kann, wie in den casthus 4—1 und 4—13.

Goldbach.
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LETTRE CIX.

EuLrs 4 GOLDBACH.

SoMualne. Propriétd des séries recurrentes..

Berlin 4. 2. September 1747.

EPass in den seriebus recarrentibus, wo ein jeder terminus
aus den Zwey vorhergehenden bestimmt wird, zugleich ein
jeder terminus aus dem vorhergehenden allein angegeben
werden konne vermittelst einer quadratischen" Aequation,

ist eine sehr merkwiirdige Eigenschaft. Denn wenn in die~

i 2 3 x x4l xi-2
ser serie 4, B, C,.... P, Q, R ist C—aB—0bA und

R—aQ—bP, so wird. QQ—aPQ-+bPPgad b° in ra-

- tione constante seyn, welche, wenn x—1, ist_wie BB —

adAB+ bAA ad b; folglich ist QQ —aPl Q b PiP,—
(BB — edB4-644)b"—* Und in der von Ew. angefiibr-
x ®+1

. 1 2 3 4 |3 [
ten serie 1, 3, 7, 17, Wi, 99....P, Q, wo a=2 und

R

N D gk bk ek S
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b=—1, A—=1, B— 3, wird seyn QQ — 2PQ—-—PP:
2(-—1)*~*! und alsc Q—= P —{—']/(QPP + 2{— 1)) oder
Q=P+V(@2P*=+ 2). Bey dieser Betrachtung bin ich auf
den Gedanken gefallen, ob etwan in einer serie recurrente,
_deren jeder terminus aus den drey vorhergehenden bestimmt
wird, nicht auch ein jeder aus den zwey vorhergehenden,
vermittelst einer aequationis cubicae, angegeben werden

1 3 T 2l x —+3
kénnte. Es sey in 4, 123, C, b, o P, 0, Rf xS ete.,

D=aC—5bB+ ecd und S=aR—bQ+cP, so habe ich
gefunden, dass folgende ratio immer constans seyn miisse
R®~2aQR*+ (aa+0b) Q>R — (ab— c) Q°
+ bPRa———(ab~|—3c)PQR—|—/(ac—]—bb)PQ" "
-+ ac PR 2bcP2Q Fe
. -+ cecP?
welche ratio constans aus den terminis initialibus A, B, C,
posito =1 erkannt wird.

Um aber wieder anf die von Ew. gemeldte seriem
1, 3,'7, 17, 1 ete., wo Q=P V(2P * 2} zu kommen,
so ist allerdings gewiss, dass kein terminus dersclben ausser
dem ersten, 1, ein Quadrat seyn konne. Denn, es sey P
als ein terminus derselben ein Quadrat, nehmlich P —zz,
" so misste auch 2z* -2 cin Quadrat seyn, welches nicht

seyn kann. Denn es sey pro signo — erstlich 224 — 9 —

. 2pp= 3
~lxa(z_z—1)2%§: s0 wird zz + 11— %.Pg__z — g und zz =
2pptaq,

P54 Da nun p et ¢ numeri primi inter se, so kann zz

kein numerus integer seyn, wenn nicht 2 PP — qq —1;
daher aber wird g9 —=2pp —1, folglich zz—=kpp—1 =P,
also ist P um 1 immer kleiner als ein Quadrat, und kannp
also in integris kein Quadrat seyn. Wenn aber das Zeichen
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4 gilt, so ist 22' 2= (22 -+1)" + (zz—1)*. Damit nun
solches ein Quadrat werde, so setze man: zz4-1—aa—bb
und zz—1—=—2ab, wobey zu merken, dass z ein numerus
impar seyn miisse, denn sonsten wiirde 22* -} 2 ein nu-
merus impariter par, folglich kein Quadrat. Es kann aber
generaliter diese Formul 2z 4 2y* kein quadratum seyn,
ausser y— z, welches ich also beweise: Da 2z - 2y* =
(zz 4~ ry)* + (z2 — ¥y)*, so sey 22 — Yy = t:"b, so wird
zz4-yy = M;bb, und 22t4 2y = (Mi-bb) + Nun sey
a—pq und b—rs, dass zz—yy=pgqrs und zz 4 yy=—

PPI7=7T753 0 ypnd man setze -+ y==pr, z—y——4g$, so
2 : ,

wird 2zz+ 2yy=pprr +-qqss, folglich 2z 4 yy =
pprrobggss — pp”;'.r”: oder ss=T299="D, Dahero
2

qg-—i—rr ‘
i T i gt i@ adratum seyn, welches
miisste 12 » d. i g*—r? ein qua yn,
ggtrr
unméglich.

Die Formul 24* — 1, welche in den Fillen 4—1 und
A =13 ein quadratum wird, kann noch in unendlich viel

andern ebenfalls ein Quadrat werden, allein nicht in nu-

1525 der A— 2165017
meris integris. Denn wenn A:T_1543’ oder A== ge0ooros

wird auch 24% — 1 ein Quadrat. Ob aber in numeris inte-
eris keine andern Fille als die beyden gemeldten méglich
sind, bin ich nicht im Stande zu decidiren.

Euler.
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LETTRE CX.

GorpBicH 3 Eurnesr.

Sowuirans. Méme sojet.

St. Petersburg d. §0. Sept. 747.

Die Aequation, welche Sie bey den seriebus recurrentibus
observiret haben, wird vielleicht mit nachfolgender Anmer-
kung ibereinkommen: Wenn man in dem casu, da die lex
progressionis ist C=——aB—b4, den terminum generalem
setzet ma® ! 4~ n @', s0 wird der terminus primus
m +n, der secundus me - nB, der tertius mao -+ nBB8 —
ame—+anf— bm—bn, oder o —ac—=b, und 8 —
a@ —b, woraus folget, dass ¢ und @ zwey radices ejusdem
aequationis sind, und wenn o =2EY6a=4) ) dann 8=

7
a—vy — &k . .
_~(“2—“’i_l. Auf gleiche Weise, wenn D= aC —bB-+cA4,

wird posito termino generali ma® ' Jn@%¥—!' J py*—1,

— 535 —

wd—=oaoe—be-f e, und wenn von den dreyen radicibus
dieser Aequation die eine o, die andere 8, die dritte y ge-
nannt wird, so hat man den vélligen terminum generalem,
wobey doch als etwas seltsames anzuschen ist, dass, obh-
gleich in den aeguationibus, quintae, seplimae, etc. potesta-
twin, diese radices sehr cbmpﬁcatae seyn missen, die aus
denenselben zusammengesetzten termini ‘generales dennoch,
wenn nur a, b, ¢, ele,, ilem m, n, p, etc. integri sind,
auch allezeit integri werden und die in den radicibus aequa-
tionis enthaltenen quantitates surdae sich emander destruiren.

Um zo demonstriren, dass 2z*— 2 kein Quadrat seyn

kann, setzen Ew. 2z* — 2 —1k (23 — 1)25—23_ und supponi-

ren, dass p et g numeri inter se primi sind. Wie ich nun
den zareichenden Grund dieser Supposition nicht einsehe,
so finde an demselben desto mehr Ursach zu zweifeln, weil
Sie endlich auf diesen Schluss kommen, dass P immer um
{ kleiner seyn muss, als ein O, da dech die Zahl 17 und
unzihlige andere zeigen. dass P auch um { grésser als ein O
seyn kann, denn es sind
‘pro O—1, die termini 3 — 1%.2* —1
99 — 5* 2 —1
3363 —29*.2* —1
ete.
pro O-+1, die termini 47 — 1*.%*}- 1
577 — 62.* -1
19601 — 35%. 4% 1
elc.
wnd alle die numeri 1, 5, 29, sind termini seriei, cujus
lex progressionis est 6B—A4—0C; 1, 6, 35, efc. aber sind
die summae derselben seriel.
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Die grossen numeri in fraetis, welche Ew. fiir 1/(2 Ai—i)
gefunden haben, machen sehr wahrscheinlich, dass ausser 4
und 13 keine pro A4 substituiret werden konnen, damit
24*—1{ ein quadratum in integris werde; indessen sind
doch solehe propositiones, chen wegen der Schwierigkeit sie
zu demonstriven, merkwiirdig.

Nachfolgendes problema kann ich solviren; weil ich aber

ohngefihr darauf gefallen, so weiss ich nicht, ob die Solu-
tion schwer oder leicht zu finden seyn mag: Datis duobus
quadratis 1 et bb, invenire infinitis modis tertium cc hac lege,
ut summa 1 4 bb—+-ec sit aequalis tribus aliis quadratis.

VYon dem Hn. Doppelmayer habe ich seit der Zeit des
fatalen Experiments, so in den Zeitungen erzihlet worden,
nichts vernommen. Im Fall Ew. wissen, wie er sich befin-
det, und ob er vollig wieder restituiret worden, bitte ich
mick davon zu benachrichtigen.

Goldbach.

A3 —

LETTRE CXL

Evier 2 Gonpsich.

Sowsalat. Mime sujet. Sunite des recherches aritbhméliques.

Berlin d. 24. October 1747,

‘I¥ie letztens iiberschriebene Aequation pro serichus recur-

rentibus beruhet allerdings auf der von Ew. gemeldten. Ea-

genschaft dieser serierum. Denn wenn in der serie
' 1 2 a 4 & x4l o2 x43 x4

A, B,C,D....P, Q, R, §, T, etc.
ist C—mB-—nAd und generaliter R = mQ —nP, und
man formirt diese Aequation zz— mz 4 n—=0, wovon die
radices seyn sollen a, b, so dass a+b—m und ab—=n,
s0 wird der terminus generalis diese Form haben P —
sa® 4 #b*, folglich ist Q—=—ca.a® 4 Bb.6%. Aus diesen

zwey Aequationen suche ich die valores ¢ und 5%, und

229, ppm =20

finde ca®*— 7
—a

; diese multiplicire ich in
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abPP—aPQ—bPQ+QQ
" —aa-%ab—bb

ab—n, at+b=m, —aa+2eb—bb=—(a+bP{| bab

nun

einander « @ a*b* —

=—=-—m?*+ kn, so wird ¢@Gn” RPP;Z'inS+QQ folglich
nPP_mPQ+QQ = ¢f (4n—mm) == quaniifaii constanti,

nA'.A——mAB—{-BB_

welche (posnto 2= 1) seyn muss -

Wenn aber pro serie rvecurvente ist D — mC—nB-|p4d
und $=—=mR—nQ 4+ pP, so formire ich diese Aequation
2% mzz-}-nz —p== 0, wovon dic radices seyn sollen
a, b, ¢, so wird P — sa® + BEF 4 ye®, Q = wa.a” 4~
8b.6%4ye.e®, R—ewa®a® + G0*b6" L ye* e Aus die-
sen drey Aequationen suche ich die valores «a™, §5%, ye¥,
welche in cinander multiplicirt geben e@ya*b*c® — afyp”,
weil e +b+4-e¢=m, ab+ ac+bec—n und ebc=p; und
durch Hilfe dieser Formuln lassen sich in der aequatione
resultante die Buchstaben a, &, ¢ durch m, n et p bestim-
men und kommt die letzt iiberschriebene Aequation inter

P, (, R herans.

Den Zweifel, welchen Ew. gegen meine Demonstration,
dass 2z* —2 kein Quadrat seyn kann, machen, kann ich
nicht rechi einsehen, und glaube, dass ich mich entweder
nicht deutlich genug ausgedriickt habe, oder dass Dieselben
meine Demonstration auf einen andern casum gezogen,

Wenn 2z* —2 ein Quadrat wire (in integris), so wiirde

es grad, und folglich per % divisibel seyn. Ferner, da
z* —1 = (zz—1)(zz+1), muss das Quadrat auch per

zz — 1 divisibel seyn, und auch per (zz—i)z, wenn zz—1
keine factores c_[uachatos hat. Dahero, wenn 2z*-—2 e¢in
Quadrat wire, so miisste dasselbe eine solche Form haben

— 39—

7 132
254—2:4(5-' 1) e
9

s wo gq die etwan in zz—1 ent-
haltenen factores quadratos aufheben soll. Nun nehme ich

billig an, dass pp und g¢ numeri inier se primi sind, oder

T . ) . . . . .
dass die fractio !;—f;- schon ad minimos terminos reducirt sey.

Denn wenn pp et gq einen divisorem. communem hitten,

so wiirde solches in der Fraction £ ? per divisionem wegge-

—1N2
bracht werden kénnen. Wenn demnach 2 z* —2_[*(7’—5(];)—53

so ist 2{zz -} )(zV——ijaq__!l‘(ZV—i) pp, und folglich

(zz-—i» 1)99g—=2(zz— 1) pp, woraus enistehet ZZ—H
Da nun zz ein numerus integer ist, so muss 2 pp— qq ein
divisor seyn von 2pp—+-ggq, folglich auch von %pp oder

von 2gqg. Da aber pp et ¢4 numeri inter se primi sind, so

- kann’ solches nicht geschehen, als entweder wenn 2pp—gq

— 1, oder wenn 2pp —gg =2, denn da Pi%gg 14
299 . bpp
= — 1 und p et : :
pp—77 = Tpp—11 p et g numeri primi inter se,

so 1st auf keine andere Art moglich, dass z_l'Pjﬂ ein nu-
: Py —

merus integer werde.

Es sey also I. (si fieri possit) 2pp—gg—1, so wird
22— 2pp~+ qg=1pp-—1, welches in numeris integris
unmdglich ist.

Wenn II. 2pp—gqg=2, so wird zz = ey +qg"—qq—|—1

welches gleichfalls nicht méglich ist. Also kann auf keinerley
Art 2z*—2 in integris ein Quadrat werden.

Setzt man z fir zz um zu suchen in welchen Fillen
2zz—2 ein Quadrat werden kénne, so gibt es zweyerley
Fille I. z—=4%pp— 1, und IL z—=gq + 1, welches dieje-

Corr. matk. ef phys. T. L ag
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nigen sind, so Ew. anfithren, die aber meine vorige De-
monstration nicht entkriften, welche, so viel ich mich er-
innere, generaler war; denn ich hatte bewiesen, dass nicht

nur 22— 92 sondern auch 2z* —2u* kein Quadrat seyn

kénne. Wie ich sehe, so ist diese meine Demonstration nun
im X, tomo Commentariornm gedruckt.

Das problema: Datis duobus quadratis aa el bb, invenire
tertium o, ut summa aa-}-bb - xx alie quoque modo
fiat resolubilis in tria quadrata, habe ich also solvirt: Sit

aa +bb +ax—=(a+2pr)*+(b+ 2g7)* 4 (x ——27)%,
erit 0= tapr 4 bpprr + tbgr—-lkgqrr —hrax 4+ &rr,
unde per kr dividendo fit z—ap+ppr 4 bg—+qgqr+tr,
wo pro p, g et r numeri quieungue integri tam affirmativi
quam negativi accipl possunt. Woraus unendlich viel solu-
liowes particulares fliessen. Als, es sey p—1, ¢—=— 1, erit
x—=a—2b +r und

aat+ bb+axx—(a+ 2r)? - (b— 2r)* - (z-—2r)%

Meine Pizce iiber den Saturnum ist in Paris micht nur
wohl angékommen, sondern ich hore auch, dass man mit
derselben sehr wohl zufrieden ist und sie allen andern, so
eingelaufen, welt vorziehet.

Euler.
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LETTRE CXIL

Gorpeace 3 EKunes.

Soumarne. Suite des recherches précédentes.

St, Petersburg 4 27. Jawuar 1748,

Aus der Inlage, welche mir wieder zurickzusenden bitte,
werden Ew. am besten sehen, worauf mein voriges- dubium
gegrindet gewesen. :

" Dero Solution des problematis: datis duobus quadratis
aa et bb, invenire tertium xx hac lege, ut aa4-bb+ xx
plus quam uno modo sit swmma trinm quadratorum, ist
offenbar und general; denn obzwar die aequatio

0 — kapr-+tapprr-+ Whgr 4+ kqgrr —4ra -+ krr,.

per &r divisa nicht z=ap +prr--bg+ grr-4r, son-
dern o —ap—+ ppr + bg + gqr+r gibt, so hat doch die-
ser kleine error calculi keine influence in die Methode selbst.

Indessen bleibet die Demonstration, dass eine summa trium
x.
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quadratdrum imparium vor 8m -3 in quocunque casu ip-
sius m angegeben werden kénne, noch sehr dunkel. Es ist
mir eingefallen, dass wenn man die drey radices quaesitas
setzen mochte 4, B, C, und
Ad=14+am+ bmm 4 em®+ dm* - ete.
B—=t-{tam—bmm—em®—dm*— elc.
folglich -
Ad=A14+2am 4+ 2bmm—--2cm?® 4 2dm* 4 2em® 4 ete.
+aa +2ab +2ac 4 2ad

Lbh 25
BB —=1-}2am—2bmm—2cm®*—2dm*—2em® | ete.
‘1 aa —2ab —2a¢ — 2ad
7 ~+ 86 4+ 2be
und '
CC=138m —2aamm ¥ —2bbm* —kbem®

—ha
alsdann 44 -+ BB 1 CC—8m 4 3 und alle coéfficientes

b, e, d, ete. per solam ¢ determinirt werden kénnien, so

dass a eine quaniitas indeterminata blieche, denn es wird

posita
C=t14om+pBgmm-+ym®+9dm* -+ ete
o= —2a, f—=—2aa—oac, y=—2af,eic
hieraus wiirde ferner folgen, dass wenn das theorema an
sich selbst wahr ist, die series 4, B, C allezeit numeris in-
tegris gleich seyn wiirden, man machie auch vor a anneh-
men, was man wollte.

Goldbach.
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LETTRE CXIIL

Evirr 4 Gorpnaca,

Sonmarne. Suite des recherches précédentes. Théoréme de gdomdiris,

Berlin d. #5. Februar 1738, -

Bbas iiber meinen vorigen Brief gehabte dubium wird so-
gleich wegfallen, wenn Ew. sich zu erianern belieben wer-
den, dass dasel}a,st von numeris integris die Rede sey, denn
da P—hpp—1, so kanh in ganzen Zahlen P nnmoglich
ein - Quadrat seyn; in Briichen aber wire solches auf unend-
liche Arten moglich.

Dass alle in dieser Formul 8m -} 3 enthaltenen Zahlen
in drey quadrata imparia resolvirt werden kénnen, bin ich
noch keineswegs im Stand zu bheweisen, ungeacht ich mir
dariiber den Kopf schon ziemlich verbrochen habe. So oft
8m 4- 3 ein numerus primus ist, so ist dieselbe allzeit in

dieser Form 2aa 4 bb enthalten, als 3 = 2.1 -} 1

'
'
1
1
i
'
i
i
i
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(4=2.449; 19=2.9 +1; £3=2.9 4 25, etc. und hie-
von getrauete ich mir noch die Demonstration zu finden. Ich
glaube auch nicht, dass man fiir diese Proposition, dass

8m -} 3=—aat+ bbb+ ce eine solche Demonstration finden -

kénne, woduarch die drey radices gy b, ¢ selbst bestimmt
werden, sondern man wird nur die possibilitatem resolu-
tionis anzuzeigen im Stande seyn. Aus diesem Grunde habe

ich zn dem von Ew. eingeschlagenen Weg kein grosses -

Vertrauen, weilen dadurch nicht nur die Moglichkeit ge-
zeigt, sondern auch die tria quadrata selbst in genere an-
gegeben werden kénnten, welches letztere ich gleichwohl
fiir unméglich halte. Die Demonstration miisste ungefihr
meines Frachtens derjenigen ahnlich seyn, wodurch ich be-
wiesen, dass ommnis numerus primus kn -+ { eine summa
duorum quadratorum sey. Ich beweise erstlich, dass eine
. jede summa duorum quadratorum aae - 56 (wo a et b nu-
meri inter se primi gesetzt Werden) keine andere divisores
haben kénne, als welche gleichfalls summae duorum qua-
dratorum sind. Hernach so oft &#n 4 1 ein numerus primus
ist, kann ich unendlich viel Zahlen hujus formae p*” 4 g*"
angeben, welche durch %n - 1 divisibel sind. Da nun
p*" 4+ ¢*" eine summa duorum quadratorum ist, so muss
auch % n -}-1 als ein divisor derselben Formul gleichfalls
eine summa duor. quadr. seyn. Die resolutio autem ipsa in
duo quadrata wird hierdurch nicht offenbar, sondern nur
die Moglichkeit derselben bewiesen.

Man kann aber diese Proposition, dass 8m -3 allzeit
eine summa trium quadratorum -sey, in vielerley andere
Formen einkleiden, welche vielleicht leichter zu demonstri-
ren seyn diirften. Als, wenn man beweisen konnte, dass
propositc numero quocunque integro m, fiir p-und g allzeit

R % % g—

solche Werthe anzugeben m('jglich wiren, so dass nachfol-
; io cubica o .
gende aequatio ¢ _ o
:135——(213—1)a:m-§—(2pp——-.2p—1——Il-m)ic q-__()h
alle drey radices rationales iberkime, -so .Ware .(he Sac
auch bewiesen. Denn wenn &, b, ¢ die radices dieser Ae-
quation wiren, so wirde 2p —1—=¢a +b 4-¢c, et
2pp—2p—4-—hm=— ab 4 af:{—bc.
Weil nun
hpp—hp 4+ 1= aa + bb—+ce+ 2ab - 2ac - 2be,
so subtrahire man davon ° : |
hpp —bp—2—8m— 2ab -+ 2ac+ 2be
so bleibt ibrig 8m + 3 =aea+ bb-+ce. ICE habe aber'
hiezu schlechte Hoffnung, weil die Demonstration nur auf
valores integros ipsius m gehen miisste; denn in fractis wire
die Sach oft unmoglich. . ,
Ich habe diese Sach auch folzendergestalt betrachtet: Es
muss allzeit moglich seyn von 8m 43 ein solches ngdrat
hoex — b+ 1z suibtrahiren; dass der Rest -
8m -} 2 — hxo-4- ke .
in zwey gquadrata resolubel werde. Folglich muss auch die
Hilfte davon bm -1 -—22x - 2 eine summa duor. quadr.
seyn, pehmlich &yy — %Yy 4+ 1+ hzz, also wirde
m="" gy —y
Wenn man dahero beweisen konnte, dass diese Formul

EEZE L yy—y + 23 alle numeros integros in sich be-
2 e

greife, so wire das theorema auch bewlesen.
Fermat sagt in seinen Observationibus ad Dlophant-um,
-dass diese Aequation " —y" -} z" in numers rationalibus
i ibu —1 et n==2
allzeit unméglich sey, excepiis casibus n ] 2,
nehmlich weder eine summa duorum cuborum koénne emn

AR s v
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cubus, noch eine summa duorum biquadratorum ein biqua-
dratum, noch in ‘genere eine summa duarum poteété?:um
altior 1 i

um eine gleiche potestas seyn. FBr sagt, dass er dafir

eme sehr ingenieuse Demonsiration habe, welche er aber

wegen Mangel des Rauwms nicht beysetzen kénne. Es ist also
- sehr schad, dass auch diese mnebst vielen andern verloren
gegangen.

-Ich bin neulich auf nachfolgendes theorema geometricum
gefallen, welches mir merkwirdig zu seyn scheinet. Nehm-
lich, .gleich wie in einem jeden parallelogrammo die summa
quadratorum [aterum der summae quadratorum diagonalium
gleich ist, so ist in einem jeden quadrilatero non paralle-
Jlogrammo die summa quadratorum laterum grééser als die
suma  quadratorum diagonalium, und der excessus. kann
also concinne angegeben werden: Man bisecire (Fig. 28) in
dem trapezio ABCD die diagonales AC und BD in N et
M und jungire die Linie MN, so wird seyn:

AB* 4 BC* - CD* |- D A* —=AC*+BD* L s MN™.

. : Euler.

— W7 —

LETTRE CXIV. |

- GornpeacH 3 HUuLEE.

SoumirRE Suite des recherches arithmdtiques,

St Petersburg d., 6. April 1748,

r Ew. Schreiben_vom 2..:Sépt. hatte ich die Worte: dass

P um 1 immer kleiner als ein Quadrat seyn muss, fir eine

zur vorhergehenden Formul Q= P -} 'l/(QPP 42} gehs-
rige Condition angesechen, welche sich aber, wie ich nun-
mehro finde, blos auf die Aequation zz—l4pp —1 =P
rapportiren, so dass alles seine Richtigkeit hat. ‘
Wenn Ew., wie Sie vermuthen, demonstriren kénnten,
dass alle numeri 8m 43, wenn sie primi sind, zn dieser
Formul 2aa 4 bb gebracht werden kinnen, so werden Sie
auch leicht finden, dass alle numeri primi km 3 zu die-
ser Formul gehéren 2aa+ 5b 4 ce, weil dieselbe meines
Erachtens alle numeros impares in sich begreift; wenn aber
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solches nur von allen numeris primis demonstrirt wire, so
wiirde offenbar seyn, dass alle numeri integri affirmativi
aus vier gquadratis bestchen.

Was die transmutationes einer summae quatuor quadra-
‘torum betrifft, so habe ich dersclben unterschiedene gefun-
den, welche ich folgendergestalt exprimiren will, dass A
elnen numerum firigonalem, 2 A ein duplum trigonalis,
3 A ein triplum ete. O -+ O ein aggregatum duorum qua-
dratorum 20 ein duplum quadrati ete. bedeuten; solchem-
nach wird eine jede Zahl seyn:

Le2n4 oO-ka, 204-0- A
I. O+204+2435 V. O4+A+kA;
I o+284%0; VL 2044424,
VIL A42A44A;

YII. o + O4-2A;

x B+ 2 + 8,

aus welchen noch viele andere deducirt werden konnen.

In der nachfolgenden Formul

ao—a-{-bb—btcec-ctdd—d+1
ist offenbar, dass selbige eine summa quatuor quadratorum
wird; wenn d=—=— a—5b—c¢ -4 1; wenn aber anch d pro
numero quocunque genommen wird, muss die formula den-
noch eine summa quatuoi‘ quadrzltorum seyn. Sollte mir
etwas 'N_eue_s von dieser Materie einfallen, werde ich das
Vergniigen habgn selbiges Evw. zu c—ommﬁnigireﬂ.

Goldbach.

— W —

P. §. Wenn die numeri 2, b, ¢ in casu
2aa + bb+cec=—=2n+41

gegeben sind, so képnen daraus die vier quadrata pro
summa 2n |- 3, ¥n-+3, 6n-43. kn+46, 8n46 et
imgleichen vor 2n 4-2pp—+1, &ffn+2ff+dd, allwo
p» f» d numeri integri quicunque sind, leicht angegeben
werden, und diese formula 2aa + 456 + {2¢41)>+ 2
ist allezeit gleich einer andern 244 4-4% BB }-(2C+ 1),
von welcher letztern Proposition aber die demonstratio’ ri-
gorosa fehlt. '
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LETTRE CXYV,.

Eviegn 2 GorvbsacmH

Sommaring. HRecherches ultérieures sur les mombres.

Berlin d. 4. Mai 1748.
WWenn der Satz wahr ist, dass 8m+3:baa+bb, $0
oft 8m + 3 ein numerus primus ist, so sehe ich nicht, dass
auch immer seyn miisse %n - 3—2aa-} bb+ ce, so oft
kn-f 3 ein numerus primus ist; es wire denn, dass man
beweisen konnte, dass in diesem Fall immer wire kn | 3
—8m -+ 31 4(2p -+ 1)%  Vielleicht aber ist dieses sogar
wahr, wenn auch 4n -3 kein numerus primus ist. Zum
wenigsten daucht mich, dass 8n 47 =(8m + 3) (29 + 1)®
% (2p 4-1)?, existente 8m -~ 3 numero primo. Ware nun
dieses wahr, so wirden {reylich alle numer: primi, und
folglich alle Zahlen summae quatuor quadratorum  seyn.
Allein ich glaube kaum, dass sowohl bey dicsem als bey

I 1.1 p—

andern Fermatianischen theorematibus mit General-Formula
etwas auszurichten ist. Denn was das theorema anlangt,
dass eine jegliche Zahl eine summa trium trigonalium sey,
so ist solches nur von numeris iﬁtegris su verstehen, und
wiirde daher sogar unmdglich seyn diesen Generalsatz
vata | bbb L cete
: , 2 2 2
zu beweisen, weil derselbe sogar in viel Fallen, nehmlich

n =

1 3 5 - "
wenn n = 5 oder 77 oder - ete. falsch ware. Denn wenn

dicsér Satz auch fiir gebrochene Werthe von n wahr wire,
so wirde eine jegliche Zahl sogar eine summa trium qua-
dratorum seyn kénnen, indem 8n-4+ 3= (2&—[—~ 124 (264 1)?
+{2e+1)% und 8n -} 3 alle Zahlen in sich begriffe. Also

. kann Ew. IX. Formul, kraft welcher eine jede Zahl seyn

soll = D+E+D, wofern kein Schreibfehler darin befind-
lich, nicht Statt finden; denn wenn quivis nomeras n—
Q:t%ﬂ: so wiirde guivis numerus par Ipn—0O-4 040,
welches doch bey nnendlich vielen, als 28, 60 etc. nicht an-
geht: Hingegen kommt mir die VIIL Formul n=0-4+0+254
sehr merkwirdig vor, von deren Wahrheit ich durch die
Induction bin aberfihrt worden, ungeacht jch nicht sehe,
wie dieselbe aus dieser n=0-+0o0-4+0+0 oder dieser
a—m A+ A+ D folget. ' :

Die Formul aa —-—a—]~bb-—b—\—ec———-c+dd-—d—}—i
ist generaliter, und also nicht allein in dem Fall da
a}-b+ c-f-d—1, eine summa quatuor quadratorum; denn
dieselbe ist = '

182 152 . l \2 i z.
(= + -3 -3y + @)

Denn ungeacht diese quadrata fracta sind, so ist doch ge-




O A R e

P

3
T

W et AR R oo e BT 1

Has o

T T T B A

i
%
w
E
N

-k T

L i AR L TR SR

R R R EEES

— h53. —

wiss, omnem numerum, qui sit summa quatuor guadrator,
fractorum, eundem in integris esse & quadratorum summam,
Folgendes theorema kann auch dienen in vielen Fillen die
quatuor quadrata selbst zu bestimmen, woraus eine Zahl
zusammengesetzt ist: 81 m —aa—+ bb fce | dd et n=
pp—+qq-+rr—+ss erit mn=—A4* 4+ B>+ C*+ D* existente
A—up+-bg+ter+ds
B—ag—bp—es-+dr
C=ar-+bs—cp—dyg
D—as—br—4cqg—dp.
Weil man nun die Zahlen a, 2, ¢, d, p, g, r,.s sowohl
affirmative als negative annehmen, dieselben ferner auch
nach Beliecben mit einander combiniren oder jhre Ordnung
verindern kann, so ist die resolutio producti mn auf sehr
vielerley verschiedene Arten moglich.

Meines Erachtens ist also nicht leicht cine Demonstra-
tion von dergleichen Fermatianischen theorematibus zu er-
warten, so lang man diec numeros trigonales, tetragonales,
pentagonales ete. durch die gev-wjlmlichen Generalformuln aus-
drickt, weil in denselben auch die numeri fracti mit hegrif-
fen sind, welche doch in den meisten theorematibus aus-
geschlossen werden. Ich habe mir zu diesem Ende die Sach
folgendergestalt vorgestellt:

Es sey s—1 —‘»cci—}—mz-—l—m“+m1°—1—m‘5+w21+m23+ ete.,
wo keine andere potestates ipsius & vorkommen, als deren
exponentes sind — A. Wenn man nun das quadratum die-
ser seriel nimmt, so wird ss — einer seriei, in der keine
andere polestates ipsius = vorkommen, als deren exponentes

sind — A+ A, und s* wird gleich einer seriel, da der-

Potestaten ipsius z Exponenten sind — A -+ A + A, Wenn
man nun beweisen konnte, dass in der serie s% alle pote-

— 53—

states ipsius « vorkommen, so wire dieses ein Bewels om-
nem numerum integrura esse summam trium trigonalium.
Diese series lassen sich aber leicht generaliter bestimmen;
denn es sey _

§"—14+ Ao+ Ba® + Cx-+-Da* + Eo®+ Fae® + Gx'+ Ha® - Ix® - ete.
so sind die valores dieser Coefficienten fiir die verschiedenen

valores von n, wie folgt:

1.4 BCDEFGHILELMNOPQRSTUVWXYZapBy 8

o
&=l 4 0.4.0.0.1.0. 0.0.1.0. 0. 0. 0. 1.0.0.0.0. 0. 1. 0.0. 0.0.0.0.1.0.0.
£ E 11.0.1.0. 0.4.0.0.0.1. 0. 0. 0. 0. 1.0.0.0. 0. 0. 1. 0. 0.0.0.0.0.1.0.
Fo 1.1.0.1.0. 0. £.0.0. 0. 1. 0. 0.0.0.1.0. 0. 0. 0.0. 1.0.0.0.0.0.0.-
5 B 1.1.0.14.0.0. 4. 0. 0. 0. 1.0.0.0. 0. 1. 0.0. 0.0.0.1.0.0.0.
:‘; B 1.1.0. 1. 0. 0. 1.0.0.0. 1. 0. 0.0. 0.1.0.0.0.0.0.-
X 1.1.0.1.0. 0. 1. 0. 0. 0.1.0.0.0.0. 1
5% '1.1.0, 1.0.0.1.0.0.0.
5 3

@

=

212 1.2.2.0.5.2.0.2.2.2 £ 2.0.2.%0.2.0. 1. £ 2.0.2.2.0. %
Sl 121220320222 120246020 1420220
m -
¥ 194292 0.5.2.0.2 22 1.2.0.2.4 0. 2. 0.4. £.2.0. 2.
wn
25 42.1.2.2.0. 5. 2. 0.2.2.2. 4.2. 0. 2. 4.0. 2.0. 1. &,
35 19.1. 2.2 0.5.2.0.2.2. 2 1.2.0.0.4 0.
= B .
g & (. 2.1.2.%0.5.2.0 2221
jm <]
38 120 2.9.0. 3
T8

i 7 9,12, ete.
S 04,5,5,66569,5718 6 99 6 6,159,7,10,5156,612 12,9,

Wenn. man also zeigen kénnte, dass in dieser serie pro
n-—3 kein terminus = 0, so wire bewiesen, dass eme jede
ganze 7ahl eine. summa frium trigonalium ist. Gleich wie
man aus der serie n—2 sichet, da viel termim =0, dass
viel Zahlen auch nicht summae duorum trigonalium sind,

nehmlich 5, 8, 1%, 17, 19, 23, 26, etc.
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Anf gleiche Weise kann auch die Composition numero-
rum ex quadratis vorgestellt werden; denn ich setze zu die-
sem Ende

s=i+ta'F a2 L2+ 22 2 | ¥t ete.
und

s*==i+Adx |- Bx* + Cax® + Do 4- Ex® + Fx® + ete.
Hier werden nun die coéfficientes singularum potestatum
ipsius & pra valoribus ipsius n successive folgendergestalt
gefunden:

- Coéfficientes casun=1] 1.1.0.0.1, 0. 0.0.0. 1. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 1. ele.
 deznaddivel 1.4 0.0. 1. 0.0.0. 0. 1. 0. 0. 0. 0. 0. 0.
i. 1. ¢.0.14. 0. 0. 0. ¢ 1. 0. 0. O.
1. 4. 0. 0. 1. 0. 0. 0.
1.
Coéfficienlescasu n=2| 1,2.1.0.2. 2. 0.0.1. 2. 2. ¢. 0. 2. 0. 0. '1
1.2.1,0, 2. 2.0.0. 1. 2. 2. 0.-0. 2. 0. 0.
1. 2. 1.0.2. 2 0. 0. 1. 2. 2. 0. 0.
1. 2. 1. 0. 2. 2 0.
1.
Coéfficientes casu n=3| 1.3.3. 1.3. 6. 5.0.3. 6. 6. 3. 1. 6. 6. 0. 3.
1.3.3.1. 3. 6.3.0. 3. 6. 6. 3. 1. 6..6. 0.
1, 3. 5.1.3. 6. 3. 0. 5. 6. 6. 3. 1.
1. 3. 3. 1. 3. 6. 3. 0.
1.
1.4, 6. 4.5. 12, 12. %4, 6. 16. 18. 12. 8, 18. 24.12. 5.

Hier kommen in der serie fiir n—2 noch hiufig 0 vor,
als bey 3, 6, 7, 11, 12, 14, i5, welches ein Zeichen ist,
dass diese Zahlen nicht sind O -+ 0. In der serie n— 3 findet

BBy -

sich die 0 bey den Zahlén 7, 15, dahero diese Zahlen nicht
summae trium O sind, 1n der serie h =% aber kommt keine
0 mehr vor. Dahero miisste nur dieses bewiesen werden
kénnen. ' :

Auf beyliegendem Zettel habe ich die verba Fermatii
iiber seine demonstrationes theorematum copirt, woraus man
ungefihr merken kann, aus was fir Grinden dieselben her-
geleitet waren, und eben deswegen ist der Verlust derselben
meines Erachtens um so viel mehr zn bedauern.

Hier gehet das Geriicht, dass von der Akademie zu Paris
fir dieses Jahr der ganze Preis mir zuerkannt worden,
worither vielleicht morgen die Nachricht selbst erhalten

werde.
Euler.

N _(Billet annexé:)

Fermatins in Observationibus ad Diophantum. Tmo pro-
positionem generalem et pulcherrimam nos primi deteximus,
nempe omnem numeram (integrum) vel esse triangularem,
vel ex 2 vel 3 triangularibus compositum: Item vel esse qua-
dratum vel ex 2, vel 3, vel & quadratis compositum; item esse
vel pentagonum, vel ex 2, vel 3, vel &, vel 5 pentagonis
lcompositum, et sic in infinitum. Hujus antem propusiﬁor;is
demonstrationem, quae ex multis, variis el abstrusissimis nu-~
merorum mysteriis derivatur, hic apponere non licet. Opus
enim et librum integrum huic operi destinare decrevimns et
Arithmeticen hac in parte ‘ultra veteres ac notos terminos

mirum in modum promovere.

Cory. math, et phys. T. L ag '



LETTRE CXVL

Gorpeace & Euren.

Sowmuainr. Théorémes de nombres,

St, Petersburg d. 8, Juni 1748,
Ich bin noch ginzlich der Meinung, dass nicht nur &n-{- 3,
sondern auch ¥n -+ 1 und folglich ein jeder numerus inmpar
zu dieser Formul gebracht werden kann: 2aa |- bb +-ce,
welches auch in der That eben so viel ist, als die sub N. II
von mir angefilhrte Formul O 20+ 2 A, so dass, wenn
Bw. an dieser letztern, wie ich sehe, nicht zweifeln auch
die aequatio 2n -1 = 2aa -k bd -+ cc gewiss ist. Hingegen

kann die sub N. VIII aus Versehen gesetzie -D—T%_}"—D nicht
Statt haben, als an deren Stelle es heissen muss 204 A A,
* oder auch —D-jz-_ﬁg—fr— A, Ausser diesem ist aber in meiner

Copie von der Tabelle der Formeln noch ein licherlicher
Fehler, so sich vermuthlich auch im Original finden wird,

— hH7T —

indem sub N.I et N. [V eben dieselbe Formul 204044
stehet. Was diese: O0—-0--2A, welche Bw. fir merkwiir-
dig halten, beirifft, so fliesset dieselbe alsofort aus der Gon-
sideration, dass ein jeder %n -}- 1 eine summa duor. quadr.
parium et unius imparis ist, gleich wie im Gegentheil
kn—2 aus duobus imparibus et uno pari bestehet.

Ohngeachtet ich mir zur Demonstration des theorematis
Fermatiani wenige Hoffnung mache, so habe dennoch nach
Anleitung desselben einige andere gefunden, die ich fir
ehen so wahr halte, als z. Ex. '

Omne quadratum numeri imparis vel numeri impariter

paris, modo sit minus quam 8n 47, est unum ex

quatuor quadratis, quorum summa es 8n—+17. Im-

gleichen: Owmnis numerus 8n - 2 est hujus formae

(2 - 2)2f 4040

Die hieheyliegende Demonstration ven Ew. theoremate
de quadratis laterum trapezii”) will ich eben micht fir die
kiirzeste ausgeben, ich glaube aber, dass man gar leicht auf
noch viel weitliufigere verfallen kann. Die Gelegenheit dazu
hat neulich ein guter Freund gegeben, welcher mir sagte,
dass er einen casum particularem davon, nehmlich in einem
trapezio, wo duo anguli recti und duo latera parallela sind,
demonstriren konnte.

Dass Ew. das ganze praemiom von der Acad. royale des
sc. erhalten haben, ist mir eine sehr angenehme Nachricht
gewesen. Ich gratulive Deroselben dazu. von Herzen, und
meine Hoffnung, dass Sie bey allen kinftigen Aufgaben nicht
weniger réussiren werden, wird immer grosser.

Goldbach.

%) Cette démonstration ne s'est pas trouvée.

——————— R
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LETTRE CXVIL

Eures 2 Gorpracy

SommainE Suite sur les propridiés des nombres, Conditions de rationalité de cer-
taines formules irrationelles. Démonstration du théoréme de géomdirie précé-

dent. Oechliz, Solution du probléeme de la courbe catoptrigue.

Berlin 4. 25. Juni 1748,
~— — — Nun bin ich endlich auf den Grund der mir neu-
Yich von Ew. itberschriebenen schénen Formuln gelkommen,
wobey ich das in der Abschrift derselben begangene ge-
ringe Versehen sogleich eingesehen. Dieselben griinden sich
meines Frachtens auf folgende drey Hauptformuln I, n —
A+OLAIL n4+1 =040+ und . kn4-2—
O+4-0-40, von deren Wabrheit ich schon lingst véllig
versichert bin, ungeacht ich davon keine Demonstration an-
geben kann. ' .

Aus der ersten, n— A + A+ A folget n = ““2 z -+

""—""66;}—6 -+~ M—j—f Nun seye=d--eund b—=d —e, so wird

— 459 —

n—dd+d-+ee+ f%tf: folglich ist "auch eine jég]iche
Zahl n—0-4 2A + A, woraus zugleich erhellet, dass im-
mer A-L-A—=D0-4+2A.

Aus der zweyten, kn -1 = 0O-+0-4+0, folget knf 1=
kaa + wbb 4+ (2¢ +1)*, also n—aa-bb+ce+c, und
dahere n:=0-4+0O-|2A.

Ferner, da cine jede ganze Zahl —ga+bb—+ecH-¢,
so ist auch einc jede gerade Zahl 2n —aa-bb—-cc+ec,
und also n — i‘#ﬁ—l— E;I:f :I;L-g_ﬂ -+ A. Oder man +setze
(11 c___

5 —

a—=d-e und b=d—e, so wird n=dd +ee |
D40+ A,

Ebenfalls wird auch eine jede ungerade Zahl seyn
an -1 =aa+bb -+ ccte, da nun cc--c immer grad ist,
so muss von den Zahlen ¢ und & die eine grad, die andkre
ungrad seyn, dahero 2n-—-1 = haa - (2b 4 1)* f-cet-e |
und alse n—2aa-+ 200+ 246 4 M? °s folglich n =20+
B A 4 A,

Die dritte Formul kn 4 2=0-0-4 0O gibt kn 4 2=
waa + (26 +1)*+(2c4-1)* also st n = aa-t bb+b—+
ce + ¢ und dahero n=— O-+2A 12A. Setzt man b =—d-}-e,
c—d—e, so wird

n—aa+-2dd 4+ 2d 4 2ee—D 420 D

Ferner ist auch 2n— 0 +2A +2A und also O g.rad,
dahero wird 2n—1laa -+ bb-+b+ cc 4 ¢ und

n:2aa—|—bb;‘_b—{—ci;ﬁ:2i] 4+ A4 A

Weil weiter A A =04 24, so istn=20+0+24,
folglich auch 2n=—20--%0+24 und also n— O+20-+ A




— kG0 —

Oder da auch 2n-4+1=2aa+} (204 1)* 4+ cet ¢,

wird n:aa—|—2bb—|-2b—[—cc+c’—m +@A+A End-

Lich ist auch
2n—|—1:ﬂ—|—2&~{—2/_\:(2a—[—1)2—|—bb—}—b—l—cc+c,
upd n—2aa+2a +bbg_b+ccjc; odern =% AL AN4A
—O0+2A L84, | :

Also ist auch 2a = 4O +2A 4+ A oder n =

20+ A+ 24, oder 2n 41 = (2a4-1)2}-24 52

and also n—=— AL 2A |- kA,

Pa kn 2= bkaa 4 (25 + 1)* 4 (2c -} 1), so ist
2n -1 =2aa4-2b0-2b+42cc-2¢c+-1. Es sey b—=d-}e,
c—=d-—e, so wird 2n 1 —=2ae{ bdd -+ hee |} bd 1
=20 4 D.—[— 0. Also ist ein jeglicher numerus impar
2n + 1=20-+ 00, welches Ew. erstes, meines Erach-
tens sehr merkwiirdiges theorema war. Alle diese hier ge-
fundene Formuln sind also folgende

Ln—= o4 A4 by VIII. n—=2p0-4 O {—2&
ILhn= o428+ A; IX.n== o420+ 5y
L. n= 0+ a-+425; X n=20+4+ A&+ A
IV.n: o+ o4+ &; XLan= p-4+4%L-F A;
V.n:2D+ AkA; XL oA + A4 A
Vin= p4-26-+42A; Xl n=2p -+ A&42A;
VILen—= o+20+ka; XIV.n—= A}2A kA,
XV. 2n4-1—0-+ 0 +20.

Da sowohl 8n—|——3 als 8n -6 allzeit in 3 quadrata zer-
theilt werden kann, so folgt, dass 8n 4 7—pp, wenn
pp—=8m—+t4 oder —8m—-1, d i wenn p entweder ein
numerus impar oder impariter par ist, allzeit eine summa
trium quadraiorum sey, wie Ew. gemeldet Laben.

— wet -

Dass aber omnis numerus 8n - 2 in dieser Form
(2 =2)2* L -+ 0 enthalten sey, kann ich nicht recht be-
greifen. Sollte der Sinn davon dieser seyn, dass allzeil
8nt2=—noO-+0-+gq,dag ist entweder 0, oder 16 oder
256, oder 4096 etc., welches dic Werthe sind von (2-}2)*,
so wirde solches in dem Fall 8n--2=—15% nicht Statt
finden, indem 15k — g immer eine summa duor. quadr.
wird; es wire denn, dass der exponens ¢ auch 0 seyn konnte
und folglich auch g-—1; ob ich gleich zweifle, ob auch
in diesem Fall sich keine Ausnahme finden sollte.

Tch bin neulich auf eine sonderbare Betrachtung gefallen,
vermiltelsi welcher viel Diophanteische problemata schr leicht
kénnen solvirt werden. Wenn man z. Ex. fiir , y, 2z nu-
meros rationales bestimmen kann, dass dieser Aequation

, xxt+yy+2z2—28—2y —2z241=0
satisfacirt wird, so miissen alle surdische (sic!) Formuln, in
nachfolgenden Aequationen, so aus jener entstchen, rational
werden,

e—=1 = V@2y+2s—yy —22);

y=1xV(@x+2z— TL—32);

z—1 i]/(Qa: +2y—xz—YY);
wy=1EV2z—zz422));
z+z—=1=E ]/(Qy—-yy—l—ﬂwz);
y4+z=1=%=VQ@x—xx-}2y3);
x—y—=1%V(2z 4 by — 2y — z2);
y—ax=1=% V(@4 bo—2xy-— 22);

g -—z =1 ]/(2_r—]— bz —2xz—yy);
z—ax=—1=x 'I/(Qy—k!lam—?ccz,-—yy);
y—z=1*xV @z} bz—2yzs—axx)
z—y==1X V(@xt by —2yz— xm):

x4ty ta=t 1/(233)" + 2wz 4 2y z).
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Wenn also nur eine von diesen Formuln rational gemacht

wird, welches sehr leicht ist, so werden alle ithrige 12 von

selbsten rational; solches geschieht also nach der ersten,
WEenn

o = BPlggbrr 4 2pr2er _ 2p(ptg) 7z — 29049
pp-tgq-frr T rrteg5rr’ T T ppbgggrr

Wenn also drey solche Zahlen gesucht werden sollten, dass
alle obigen XIIT surdischen Formuln rational werden, wel-
ches problema nach der gewdhnlichen Art beynahe unmag-
lich seyn wirde, so kénnen doch hieraus leicht unendlich

viel Soluticnen angegeben werden. Als, wenn p=1i,4—=2,

e . . ) 2 4
r—2, s0 wird o —=-— — =, z— 2,
2 57? _T—S: z_z

Meine Demonstration des vorher gemeldien theorematis ver-
halt sich so: Sit (Fig. 29) propositum trapezium ABC.D cum
diagoniis 4C, B D. Gompleatur 17 pavallelogrammum ABED,
cujus diagonales AE, BD se in G bisecabunt. Tum ducta
CE compleatur parallelogr. 4 CEF cam diag. CF, ductisque
BF, DF, erit quoque BCDF parallelogr. Jam cum in omni
parallelogrammo sit summa quadr, diagon. — summae quadf.
laterum, ex D ACEF erit AE* 4+ CF2 = 24(C> +2CE*
ex OBCDF erit BD* + CF* = 2BC*+-2CD*
ergo ‘
24C*  2CE* — AE* — 2BC* L 2CD*— BD* — CF.
Porro D ABED dat 4 £* + BD*—=24B*{-24D*, quae
aequatio ad priorem addita dat
24C*+20E*+BD* == 24AB*+-2B(*+2CD* +2 4 D*_ B *
adde ' -

BD?*— BD?
et divide per 2, fiet

AC*4- CE*4-BD*=4B* BC*+4 CD* 4+ AD™
At quia A utl et BD bisecta est in G, bisecetur quoque

S ChE3 -

*AC in H, et ducta GH erit parallela ipsi CE ejusque se-

missi aequalis, ita ut sit CE* —=%GH?, quo substituto erit
AB*}-BC* - CD* L AD*=AC*+BD*+-%GH*, QE.D.

Wenn man, wie gemeiniglich in der Geometrie zu ge-
schehen pflegt, eine demonstraiionem more veterum verlangt,

"so verdienet diese einen grossen Vorzug vor derjenigen,

welche Fw. mir zu iberschreiben die Giite gehabt. Will
man aber nur von der Wahrheit, woranf doch die Haupt-
sach ankommt, iberzeugt seyn, so wiirde meine Demon-
stration allen Vorzug verlieren, weil ich darin die ange-
filhrte Eigenschaft der parallelogrammeorum voraussetze, de-
ren Bw. nicht nur nicht nothig haben, sondern dieselbe
auch zugleich mit beweisen. _

Hr. Oechliz avs Leipzig, welcher nach St. Petersburg
gur mathesi sublimiori berufen worden, die Vocation aber
ausgeschlagen, hat eine sehr schone Solution des schon [angst
erwihnten problematis catoptrici erfunden, welche Ew. un-
fehlbar gefallen wird.

Es sey (Fig. 30) MN eine von den gesuchten curvis,
welche alle radios ex puncto fixo C emissos post geminam
veflexionem in M et IV factam in idem punctum C remittat. Man

- verlingere MV beiderseits in E et F, so dass ME—=CM et

NF—CN, so wird die longitudo EF constans seyn und
die Puncte E und F werden in emer solchen krummen
Liniec EIF seyn, dass die grade Linie EF beiderseits anf
dieselbe perpendicular fallt. Die ganze Sache kommt also
daranf an, dass man solche krumme Linien EIF finde, dass
die auf ein jegliches Punct derselben gezogenen Perpendi-
cular-Linien EF dieselbe krumme Linie nochmal in F ad
angulos rectos durchschneiden. Denn diese Eigenschaft schliesst

jene schon in sich,’dass die quantitas lineag hujus EF con-
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stans seyn miisse. Man sieht nun alsbald, dass die Linie
EIF ein Circul seyn konne, dessen diameter — EF; es
gibt aber noch unendlich viel andere krumme Linien, wel-
che dicse Eigenschaft mit dem Circul gemem haben, wie
ich bald zeigen werde.

Hat man aber eine solche krumme Linie EIF gefunden,
so kann davaus schr leicht die gesuchte krumme Linie MN
gefunden werden, und das auf unendlich vielerley Art. Denn
man kamm das punctum radians C nach Belieben ‘annehimen,
‘und wenn man daraus ad terminos lineac KF die g1aclul
Linien CE und CF zieht, dieselben in G und H in zwey
gleiche Theile schneidet, aus den Puncten G und H auf
dieselben die Perpendicular-Linien GM und HN aufrichtet,
bis solche der EF begegnen, so sind nicht nur die Puncte
M und N in der gesuchten Linie MK, sondern GM und
HN sind auch tangentes derselben. Nimmt man fir EIF
ein Circul an, diametri EF, so wird MV cine ellipsis, de-
ren foci sind das punctum radians C und das centrum cir-
culi ETF.

Um aber alle mogliche krumme Linien EA4F (Fig. 31)
zu finden, welche von ihren normalibus ERF nochmal in
Fnormaliter durchschnitten werden, so seize ich die abscissas
AP—uax, AQ=X, die applicatas PE—y, QF=— Y,
(weil diese ad partes oppositas axis fallt). So ist die subnor-

" malis PR —ygi und die subnormahs QR'"—-_E[L;I: Da nun
PE: PB: QF: QR, so w;rdy;iﬁ: — V=725, folg-

lic h Z; Jetzt scize ich dx—pdy, so wird auch
clr\:pdl’ und PR:%; QR;'__"—I,—I;; also PQ:J%-I:—:

— k65 —

X . Diese Aequafion differentiiret gibt

dy—dF (r— Fldp __ —
T —dX~—de—p(d¥—dy),

oder
| . 14+pp\ __ (r=¥idp
_ (dy dy)( Iz )“’" rp
das ist ' .
dy —d¥ dp ___d_p pdp .
y-F —pltpp)  p  A-pp

Dahero ist l(yHY)—lﬂ +lp—l]/(1 4—pp) oder

y— ¥ = V(H‘ Ty und folglich X —

® = yitem =P ¢
Da nun PE 4+ QF:y—Y:T/(f+ » s0 wird EF*—
PQ*} (PEHQF)* = laa, und also EF:2a, dahero

constans.

D — Y"'_' 2¢zp o —————— i
ay e so setze ich y— P+1/(1+PP)

Y— oty wo P eine functionem rationalem quamcun-

(1+ 7)

que ipsius p bedeuten mag, denn solchergestalt wird die con-

ditio continuitatis erfillt, weil die Formul P =+ 7 —I‘ )W gen

des Radicalzeichens von Natur ambigua ist, und also auf beide

Puncte E und F zugleich geht, Weil nun y =P + y(ia_llipp)’

so ist dy =dP - adp ;> und also
(i-Fpp)?
dw:pdy:pdl’—\————-——apdpg:
' Etpp)*
wovon das integrale ist x—/] de—~m- Wenn demnach

fir P eine functio quaecunque rationalis von p angenommen

wird, so hat man pro curva 4E diese Formuln

D — — ]
AP = 2=/pdF - V(l-t-pp)’ PE=y =P~ vif V(I—I-PP)

i
ez
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ans welchen zugleich die coordinatae pro puncto altero
respondente F gefundén werden, wenn man nur das sig-
pum des radicalis ]/(1 + pp) verwandelt. Will man cuorvas
aleebraicas haben, so darf man fir P nur eine solche fune-
tionem ipsius p annehmen. dass /. pd P integrabel wird.
Zum Ex. selze man P—2bp, so wird

©=2b/pdp— ypn = PP itep T
und -T:T—Ebp—‘—_?'("ﬁliﬁr)' Erstere gibt

—_ 3 ap
pe=>bp® +ep— yaun’ |
welche zu jener addirt gibt y +pz = bp® 4 (a+ 20)p.
Wenn nun aus diesen zwey Aequationen der Buchstab p
eliminirt wird, so erhilt man die Aequation zwischen x und
y. Zur Construction sind aher obige Formuln bequemer,
weil in diesem Exempel seyn wird 4R—bpp + a4 25,

s P L _ a o . %ap
PR=7aT5w PR—"%“‘_VU-HP)’ PE+4-QF = V(14-pp)

Man lkann aber auch in genere eine schr leichte Gonstrue-
tion geben, weiche alle mogliche curvas, so diese Kigen-
schaft haben, in sich begreift, sle seyen algebraisch oder

transcendentes.
Euler.

— B6T —

LETTRE CXVIIL

Gorpeaca 3 EULER.

Sommarnz. Béponse i la lettre. précédente.

St. Petersburg d. 13, Juli 1748,

Ew. dauke ich dienstlich far die viele Mithe, welche Sie
ither sich nehmen wollen, damit mir die verlangte Beschrei-
bung der Sonnenfinsterniss zu rechter Zeit dbersandt wer-
den mochte, und will hoffen, dass selbige noch intra ter-
minum allhie eintreffen werde. Jch wiirde aber auf Dero
geehrtes letzteres Schreiben so zeitig noch nicht geantwortet
haben, wenn ich nicht die von mir angefithrte, aber mit
(2 2)*° itbel exprimirte Formul je eher je lieher zu cor-
rigiren nothig gefunden hatte, denn es ist '
gnt-2—=(2 X2} ' 040,

allwo e allezeit einen numerum integrum affirmativum be-
deutet, oder auch 8n -2 =1 =1)*F* 04 0, glech-

H
'
t
i
‘
i
]
1
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wie 8n+1= *x )Lt =1)Y10, allwo e und f
integros affirmativos bedeuten; es ist auch sehr wahrschein-
lich, dass sogar &n--1==(1 £=4)**"" 404 0. Insomn-
derheit aber halte ich fiir merkwitrdig, dass in dieser ae-
quatione .
bn 4+ 3=2aa-}+ bbb+ ce-} 22444 %BB| CC,

allwo ¢ em numerus par und 4 impar ist, a in quocungue
casu numeri n so angenommen werden kann, dass 4 gleich
sey a1, In dem casu, wo a—20, ist solches offenbar, in
den tibrigen casibus aber fehlet es more solito an der De-
monstration, jedoch ist wohl zu verstehen, dass, wie gesagt,
der valor a also angenommen werden kann und nicht noth-
wendig also beschaffen ist, als .z Fx. wenn n—19 und
kn-4-3—=179, so kamn a zwey valores haben, nehmlich &
und 6. Nicht der andere, sondern der erste ist hier appli-
cable, damit die aequationes

B9 43 =—2.5% 162432422 (4 4 4)* | 2% 4 52
Statt finden und A— a1 =10 4 1 werde.

Meine vorige formulas habe ich auf folgende Art heraus-
gebracht, so in der Thal mit Ew. Methode iibereinstimmet:
Wenn man annimimnt o .

1) haa 4 260} tee ko1 —=2n 41,
so wird '
2} n=2ac-| bb +2ce + 2¢ =204 D--{— AL
Es sey n ein numerus par =2m, so muss auch & ein nu-
merus par — 2d seyn, ergo . '
3.) m—aa-~+2ddtecec4-e=20-4-0 +72A7.

Es sey m—2p, so muss aunch ¢ - 2e seyn, er'go

&) p:Qee—\-dd+c°2_.°:2D+D + AL
Sit in formula 2.) n=2m -1, exit b —=2d + 1, ergo

— k9 —

5) n:::'a.a L2dd+2d+tcete=D0O+4 kD +2A.
Sit m = 2p, ent a—=—2e, ergo :
6) p:2€e—}~dd+d—|—fc—;tfz2ﬂ+2ﬁ—i—&.

Sit in formula k) m=——2p 41, erit ar==2e -1, ergo
7) p=2ce 2 fdd-td-- 5 mRA L 204 A

2
8i in formula 3.) m—=2p 41, erit a—=2e 11, ergo

8) po=2eet2e+dd+ I kA £ O A, el

Das Prisent, welches mir Ew. von Dero Introductione
in analysin infinitorum machen , wird mir tiherans angenehm
seyn; ich hatte gar micht gewusst, oder wenigstens ginzlich
vergessen, dass Sie dergleichen Buch geschrichen, welches
nunmehro vermuthlich in ‘den gelehrten Zeitunigen bald re-
censirt werden wird, Bey dieser Gelegenheit mochte ich
wissen, ob Ew. Scientia navalis schon gedruckt'worden?
item, was Sie vou einer Abhandlung ejusdem argumenti,
so M. Bouguer herausgegeben, halten? Item, méchte gern
benachrichtigt seyn’, ob der in Ew. Antworten auf die Fra-
gen von den Cometen erwihnte neventdeckte Planet sich in
seiner Possession mainteniret und durch fernere Observatio-
nen bestitiget worden? item, ob der Comel von A, 4742 in
dem Lauf des Mercurii einige Alteration verursacht?

Was die Aequation xx +)'y—{—zz—2a:—42y—22+i —0
beirifft, so wird selbige positis & — 1i—A4, y—1=B,
z—1=0C, in diese AA—+ BB CC—=2 verwandelt, wo-
raus alsofort offenbar ist, dass posito 4 —= V{Q-—BB—CC)

" yationali, auch —BB—A A+ CC—2, oder B=V(2—44-CC)

oder C— V(2 — AA— BB) rationales seyn miissen.
Vor Dero mir communicirte Solution des problematis
von den diagonalibus trapezil sage ich schuldigsten Dank,

T
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und observire hiebey annoch, dass wenn von den quatuor
lateribus (Fig. 29) 4B, BC, CD, D4 eines durch einen
numerum impariter parem, und die drey ibrigen durch nu~
meros impares exprimiret werden, alsdann die drey quadrata
AC?> 4+ BD* 4+ 4G H* unmbglich aus numeris integris be-
stechen kénnen. '

Die Solution des problematis catoptrici durch Hiilfe einer
curvae, deren normalis curvam secans allenthalben constans
sey, ist allerdings sehr schon. Tch habe dabey angemerket,

dass in der formula y—=P+ If("iL—lf}uv—) in casu y == appli-
catae maximae, allezeit seyn misse P==—ap+aV (1 -+ pp),
hingegen kann ich mir nicht recht vorstellen, wie die curva

aussehen miisse, wenn man (Fig. 32) das spatium EM a vertice
E usque ad applicatam maximam M P interceptum ganz klein,

& . - -
als Topg Anmimmt, und schliesse daraus, dass eben dieses

spatium EM gewisse Hmites haben werde.
Goldbach.

— K7 -

LETTRE CXIX. - °

Eurer 2 GoLpeAcH.

Sommarse Accord des tables lunaires d’Euler avee l'observation de I'éclipse du
soleil. Examen du théoréme numérique de Goldhach, Iniroduction & Pana-
lyse des infinis et Science navale. Actien de la cométe de 1744 sur le
cours de Mercnre. Observations sur le quadrilative et la courhe crtoptrique.

Berlin d. 6. August 1748,
Nachdem uns allnier der Himme] ziemlich giinstig gewesen,
um neulich die Sonnenfinsterniss sehr genau zu beobachten,
so habe ich Ursach mit meinen neven tabulis lunaribus voll-
kommen zufrieden zn seyn, Denn sowohl der Anfang als
das Ende hat niher als auf eine Minute mit meiner Rech-
nung tbereingeiroffen, indem der Anfang nur 15" und das
Ende 30" spiter bemerket worden, als ich angesetzet hatte.

“Insonderheit aber war diese Finsterniss wiirklich annularis,

wie ich gefunden hatte, ungeacht nicht nur die andern ta-
bulae, welche doch fiir die besten gehalten werden, keinen
annulum anzeigten, sondern auch einige HH. Pariser astro-

nomi meine Rechnung durch einige bey den tabulis ange-
Corr. math. et phys. T. I 30
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Br‘achi_:e vermeinte correctiones widerlegen und behaupten
wollen, dass diese Finsterniss allhier nur partialis seyn
jﬂ'irde. Die nach den iibrigen tabulis lunaribus angestellten
Rechnungen haben sowohl im Anfang als Ende um 2, 3 ja
bis auf 10 Minuten gefehlt. Uebermorgen werde ich seﬁéﬁ,
wie genau meine Rechnung bey der Mondfinsterniss ein-
treffen wird. .

Was die Formul 8n - 2={2*+ 2)'tt 4-O4-0 betrifft,
50 kann ich zwar keinen casum in contrarium entdecken,
ich sehe aber doch die Wahrheit davon nicht ein. Hingegen
kann ich diese Formul 82 4+ 1 = (1 1) (1 & 1)2/ -1
nicht zugeben, wofern dieselbe so viel anzeigen soll, dass
eine jede Zahl von dieser Form 8n 41 allzeit in drey der-
gleichen quadrata zertheilet werden kénne, wovon zwey
zugleich potestates binarii seyen, cyphra non exclusa. Denn
wenn 8n -+ 1t =217, so findet diese Formul nicht Stati.

Wenn es gewiss, dass 8n-2—=(1% )2+ L 00,
so folget von selbsten, dass kn - =(1 + 1)t 4 O--0,
wenn man nur jene durch 2 dividirt,. Weil-—D——-‘t—-—D- — D040
An der Wahrheit dieser gedoppelten Formﬁl hn -3 =
20g4-4bb +cc -2 =244+ ¥BB - CC und dass all-
zeit seyn konne A——a -1, finde ich keine Ursach zu zwei-
feln; ich kann aber eben so wenig den Grund davon ein-
schen. Indessen sind solche Sitze, welche durch kein
Exempel refutirt werden kénnen, freylich um so viel mehr
merkwirdig.

Fir die gitige Communication der Demonstrationen der
mir letst itberschriebenen schonen Eigenschafteﬁ der Zahlen
sage ich allersghuldigsten Dank, und es freut mich nicht we-
nig, dass die selhenmit denen, so ich herausgebracht, so schén
ithereinstimmen. o -

‘Ehre gegeben Ew. zu praesentiren, ist schon se

~yollenden soll, ist.nicht nur

- W13 —

Die Introductio in analysin infinitorum, welche mir die
it drey Jab-
ren unter der Press gewesen und anjetzoA wird von Mr.
Bousquet xeine Abhandlung vom Calculo differentiali ge-
druckt. . : ;
Weil die Kaiserl. Alkademie der Wissenschaften ihren
meine Scientiam iavalem erneuert, so habe
ich letziens das-ganze Werk an des Herrn Prisidenten Bixc.
iiberschicket und ersuche Lw. bey Gelegenheit etwan den -
Druck derselben durch Vorstellungen bey dem Hn. Schu-
macher giitigst beschleunigen zn helfen; insonderheit da m
des Hn. Bouguer’s Werk von diéser Materie schon ziemlich -
viel enthalten, was ich daritber herausgebracht habe, und
da meine principia, worauf die ganze Sache beruhet, je
langer je mehr bekannt werden, $o befiirchte ich, dass gar
Alles anderwirts herauskommen mochte, wenn der Druck
meines Werks nicht bald zu Stande kommt. Von dem er-
welcher alle & Jahre seinen Lauf
nichts Neues .entdeckt worden,
ctor desselben nicht

Anspruch auf

wihnten neuen Planecten,

sondern ich bin versichert, dass der Au
theoria planetarum et cometarum erfahren

genugsam in der
den Observationen einen solchen Schluss

gewesen, dass er aus
Litte machen kénnen.

Nachdem ich den locum Mercur
meten A. 174k genauer berechnet,
derselbe dem Cometen nicht so na
fanglich gemeinel hatte, und dass
keine Alteration hat entstehen konnen.

Wenn die & latera trapezii also durch Zahlen ausgedruckt
rus impariter par, die drey

so wird die summa gua-
*

it auf die Zeit des Go-
so hahe gefunden, dass
he gewesen, als ich an-
folglich in seinem Lauf

werden, dass- eines ein nume
iibrigen aber numeri impares sind,
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dratorum laterum eine solche Zahl 8n 4-7, und kann folg-
lich rationaliter nicht in drey quadrata. resolvirt werden.
Ew. dubium gegen die figuram curvae, deren normalis
curvam secans allenthalben constans ist, kann ich nicht genug
einsehen. Es sey (Fig. 31) EAL eine solche curva, wo die recta
utvinque normals EF=—2a, die abscissa AP —ux,. die ap-
plicata PE =y, und P eine functio rahonahs von p, so

hgbe sefunden, dass ©==/pdP— 1/(1—1- AT und y =P+

ap : sy dy 1 . .
Ya4ren Hieraus wird —~ — 7 und folghch die applicata y

maxima, Wennﬂ__() d. i. wenn p:_-:oo Nun kann aber

fiir P eine solche functio von p angenommen werden, dass
in dicsem Fall eben nicht wird P — — ap+a¥V (1 4-pp),
oder P—0, weil p—oo. Hingegen wird die ap'plicata
maxima seyn — P a, wenn in P gesetzt wird P> = o0,

nnd die abscissa wird x =/} de
Euler.

— 815 —

LETTRE CGXX.

GoLpracH 3 EULER.

Soumaire, Héponse A la lettre préeédente; Penx théorémes de nombres,

St. Petersburg d. 7. September 1748,

JDic in Charten vorgestellte Sonnenfinsterniss und die dazu
gehorige gedruckte Beschreibung sind mir Tages zuvor und
also noch zu rechter Zeit eingehindigt worden, vor deren
Uebersendung ich Ew. schuldigsten Dank sage, wie ich denn
Deroselben zugleich zu der genauen Uebereinstimmung die-
ser Sonnenfinsterniss mit Dero tabulis astronomicis von Her-
zen gratulire und ein Gleiches von der letztverwichenen
Mondfinsterniss zu erfabren hoffe. Ich habe auch nicht un-
terlassen gehorigen Ortes die verlangte Erinnerung wegen
der Scientiae navalis zu thun, und zuverlassig vernommen,
dass man, wie mir schon vorhero bekannt war, wnd Ew.
ohne Zweifel bereits von Andern werden erfahren haben,

_ mit dem Druck dieses Werkes eifrigst fortfahrt.
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Die fiir 8n -1 angegebene Formul ist allerdings un-
richtig; ich habe aber bey Gelegenheit des theorematis Fer-
matiani noch bemerket, dass gleichwie ein jedes quadratum
impar, oder radicis impariter paris, dummodo minus sit
quam &m -7, diese Eigenschaft hat, dass es eines von den
vier quadratis ist, deren ageregatum —— 8m -} 7; also auch

ein jedes quadratum umpar, oder radicis pariter paris, dum-

modo sit minus quam 8m + 3, diese Figenschaft hat, dass
-es eines von den vier quadratis ist, deren summa — 8m +3.

Weil nun 0 unter die quadrata pariter paria mit gerechnet

werden kann, so geschiehet es gleichsam per accidens, dass
alle numeri 8m -+ 3 auch aus drey quadratis imparibus al-
lein. bestehen kénnen. Wenn man ein quadratum par durch
O, und ein quadratum impar durch [, ein quadratum ambi-
guum aber, so diverso respectn par oder impar seyn kann,
durch [ oder & andeutet, so lisset sich dicses alles durch
folgende Formul exprimiren ,

ME 4 N4+040=8m-+5+2,
allwo vor &, in casu signi superioris +, ein quadratum
impar, in casu signi inferioris — aber ein quadratum par
i verstehen 1ist.

Ich habe auch observiret, dass wenn man setzet
_ 2(2a + 1)+ 5bb+ (2e—1)>=kn — 1 '
und 8n—6 — 2 (244 0*+ 4BB + #CC, posito pro n
numero eodem integro positivo, alsdann allezeit genommen
werden kinne B— b. Es sey z. BEx. n=— 29, so kann bei-
den Aequationen ein Geniigé geschehen, wenn man setzet
B—pH—2=u, denn es wird 2.1 + 516 + 49 == {15 und
2,69 L. 5. 16 + .16 = 226. ' -

Was “die curvas, deren normalis curyam secans allent-
Lalben constans ist, arhlangt, s0 bin ich der Meinung, dass

wenn in denselben ein axis curvam in duas partes similes et ae-
quales dividens — 24 angenommen wird, die applicata ma-
xima nicht anders als —a seyn konne, und dieses aus folgender
Ursache: Sit (Fig. 33) axis 4B=2a; sit normalis in axem
wcidens KR —a-—u, erit normalis ab axe reflexa BF sub
eodem angulo (FRB— ERA)— a4 u. Cam igitur in casu,
quo normalis fit perpendicularis ad axem, quantitas varia-
bilis « fiat =— 0, adeoque ipsa normalis —a, applicata vero
maxima nibil aliud sit nisi pormalis ad axem perpendicu-
lavis, -sequitur applicatamn maximam in ommibus istis curvis
esse — a. Dahero seche ich nicht, wie die applicata maxima
—a~ P seyn kénne, ohne dass'P =10 sey.
‘ Goldbach.
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LETTRE CXXIL

Evrern a4 GorLbpacH..

SoMs AINE Ec_lipsas du soleil et de la June. Travaux dioptriques d'Tules,

Berlin d. 12. October 1748.
D?ie letzte Sonnenfinsierniss ist zwar mit meinen neuven ta-
bulis Iunaribus genauer ihereingekommen, als mit allen
andern und anch denjenigen, welche fiir die richtigsten ge~
halten werden, es fand sich aber doch ein geringer Unter-
schied von ungefihr einer Minute in der Zeit, und der an-
nulus dauerte nicht so lang, als ich nach meiner Rechnung
gefunden hatte, Der erstere Febler kommt theils von der
noch nicht genugsam genau bestimmten differentia meridia-
norum von Berlin und Paris, theils von der noch in den
Tabellen selbst hefindlichen kleinen Unrichtigkeit her, wel-

che ich mir zu heben nicht getraue, denn ich habe die ele-

menta meiner Tabellen angser der Theorie, auf observationes
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eclipsitm lunarium gegrﬁndet, iiber deren momenta man
nicht wohl auf eine Minute gewiss seyn kann, Es lasst sich
nehmlich wegen der penumhrae weder der Anfang noch das
Ende einer Mondfinsterniss so genau besimmen, dass man
picht noch um eine Minute oder mehr fehlen sollte. Was
die Dauer des annuli anlangt, so hiatte ich mit den meisten
astronomis die parallaxin lunae za gross angenouwynen,
allein eben diese Finsterniss hat mich in den Stand gesetzt,
diese parallaxin auf das Genaueste zu bestimmen, welche

ich um mehr als 1’ kleiner befunden, als sie in den tabulis

Cassinianis angesetzt wird, und M. le Monnier hat auch
wirklich gefanden, dass die parallaxis lunae um ein Merk-
liches kleiner sey, als bisher die astronomi geglaubet, wo-
durch ich in meiner Conception wn so viel mehr bestirket
werde. Hieraus habe ich n meinen Tabellen den Articul
von der parallaxi corrigirt, und hoffe inskimftige, was diesen
Punkt betrifft, in Bestimmung der Finsternisse gar nicht
mehr zu fehlen.

Die letzte Mondfinsterniss haben wir auch hier mit allem
Fleiss beobachtet. Nach meiner Rechnung sollte sich dieselbe
d. 8. Augusti also zutragen: L der Apfang um 11* 3’ 537,
1. das Ende $3% 16’ 527. In der Observation selbst war der
Unterschied zwischen umbra und penumbra so gering, dass
man bey etlichen Minuten weder vom wahren Anfang noch
vom wahren Ende gewiss seyn konnte. Es schien uns aber der
Anfang um 11" ¥ 2 5, das Fnde aber um 13" 17 a 18’
geschehen zu seyn. Andere haben diese beyden momenta
theils frither theils spiter -estimirt. Ich habe in einer ver-
finsterten Kammer meines Hauses das Bild des Mondes
durch einen 10schuhigen tubum auf ein weisses Papier fal-
fen lassen, worauf sich der Mond mit allen Flecken sehr
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deutlich praesentirt, und ich habe den Anfang der Finster
niss angeschrieben, als ich auf dem. Papier nicht mehr den
Rand des Mondes ganz erblickte, das Eunde aber als der
Bord wiederum rund herum ganz erschien, wobei zu mer-
ken, dass wenn die Vorstellung des Bilds stirker oder
schwicher gewesen wire, beyde momenta friher oder spiter
bemerket seyn wirden. Denn wenn man durch den tubum
grad gegen den Mond sahe, so konnte man auch bey der
stirksten Verfinsterung den verfinsterten Theil erkennen,
als welcher von den durch die Atmosphaer der Erde durch-
gedrungenen Lichistrahlen noch erlenchtet wurde, Der ver-
finsterte Theil des Monds schien auch ein Stick von einem
kleinern Circul zu seyn, als der erleuchtete, wovon aus an-
gefithrtem Grund die Ursach ganz klar ist, denn die durch die
Atmosphaer der Erde gegangenen Strahlen waren zu schwach,
den Rand des Monds, auf welchen sie so schief auffielen,
zu erleuchten, dahero wir nicht den ganzen verfinsterten
Theil erblicken konnien.

Die Observation, dass 8m—+45+2 =45+ [} | 04[]
kommt mir sehr merkwiirdig vor, und ich vermuthe, dass
diese Betrachtungen endlich zur wahren Quelle, woraus
diese Higenschaften fliessen, leiten werden. Ich habe jetzt
wegen anderer Geschifte seit einiger Zeit iiber diese Materie
nicht mehr denken kinnen; und anjetzo bin ich bemiihet
einen Hinfall ins Werk zn richten, welchen ich gehabt, um
solche ‘Objectivgliser zu verfertigen, welche eben den Dienst
leisten sollen, als-die Spiegel in den tubis Newtonianis und
Gregorianis. Der Fehler der gewéhnlichen Objectivgliser
riihret nur daher, dass die Lichtstrahlen nicht einerley Re-
fraction leiden und also z. Ex. die rothen Strahlen ecinen
andern focum. formiren als die blauen. Dahingegen von

— k81 —

einem Spiegel‘alle Strahlen in eben denselben focum reflec-
tirt werden. Dieser Unterschied zwischen den focis der ro-
then und blauen Strahlen wird auch um so viel grosser, je
weiler dieselben vom Glas entfernt sind, und bey einem
Objectivglasi von 27 Schuh, filll der rothe focus einen gan-
zen Schuh weiter als der blaue, woraus die Undeutlichkeit
und die Farben der durch lange tubos geschenen objecto-
rum entspringen, Wenn man also solche Objectivgliser ver-
fertigen kénnte, welche alle Strahlen in einen gemeinen
focum zusammenwiirfen, so wiirde man von denselben eben
diejenigen Vortheile za gewarten haben, als von den Spie—
geln. Dieses ist aber nicht miglich mit blossem Glas zu be-
werkstelligen. Dahero bin ich auf die Gedanken gefallen, ob
es nicht méglich wire aus.  (Glas und Wasser oder zwey
andern verschiedenen durchsichtigen Materien solche lentes
objectivas zu verfertigen, und zweifelte hieran um so- viel
weniger, da wir sehen, dass in den Augen, welche aus ver-
schiedenen durchsichiigen -Gﬁrpern bestehen, eme solche Un-
deutlichkeit wegen der verschiedenen Brechung der Licht-
strahlen nicht wahi‘genommen wird. Ich habe mir dahero
eine solche lentem compositam vorgestellt (Fig. 3%), so aus
zwey Glisern adba, cdde und dem Zwischenraum beed mit
Wasser angefillt bestehen soll.

Nachdem ich die radios der Kriimmungen aa, bb, cc, dd
generaliter durch die Buchstaben a, 5, ¢, d bemerket, so
babe ich ex lege refractionis erstlich die distantiam foci a
radiis rubris formati, und dann die distantiam foci a radiis
violaceis formati gesuchet. Hernach habe ich diese beyden
expressiones einander gleich gesetzt uud daraus die Verbalt-
niss zwischen den radiis a, b, ¢, d bestimmet. Die Solution
fiel dahin aus, dass beyde Gliser menisci seyn miissen, von
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welchen -sich der radius faciel convexae zum. radius faciei
concavae verhalte wie 23 2u 10. Solche meniscos habe ich
mir schon verschiedene schleifen lassen; es- findet sich aber
noch diese Schwierigkeit, dass das Glas nicht eben die Figur,
welche die Schiisse! hat, auf das Genaueste bekommt. Gleich-
wohl kann ich schon von solchen Objectivglisern einen merk-
lichen Vortheil spiiren. Ich werde aber noch mehrere solche
meniscos verfertigen lassen um zu sehen, ob etwan casu die
erforderte Proportion niher getroffen wird.

haben vollkommen Recht, dass in den curvis, de-
ren normales secantes allenthalben constantes sind, die ma-
xima aPPIicata ad diametrum curvae relata der Hilfte jener
quantitatis constantis gleich seyn miisse. Die Sache kommt
also nur darauf an, ob in diesen curvis immer ein solcher
axis curvam in duas partes similes et aequales secans Platz
finde? welche Frage ich mch’c mit ja beantworten kann.

Fuler.
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LETTRE CXXIil.

Gornpsasca 4 EuLen,

SomMAIRE. Gourhe catoptrit-;ue. Théortme d’analyse indéterminde,

Moscan d, 10, Februar 1749,

Das Vornehmste, so ich jetzo bey der curva cafoptrica an-
zumerken habe, bestehet in Folgendem:

Wenn (Fig. 35) die Catoptrica, deren axis AB—a ist, com-
pendii causa die curva A, und dic curva huic respondens, deren
axis @ —2a ist, und welche diese Eigenschaft hat, dass alle
normales curvam secantes auch —2a sind, die curva o ge-

- pannt wird, so wird diese curva e, weil sie allezeit emen

axem hat, welcher der axis 4B uirinque continuatus ist, zur
applicata maxima ad axem haben ER—a. Hieraus ziehe ich
durch ein sehr simples raisonnement “nachfolgende zwey

corollaria:
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I. Si distantia verticis 4 a puncto radiante C vocetar b
;; ;bsclssa C#l sit — x, applicata huic abscissae respondens
—y, datae per &, semper invenietur spaliumr intercep-

~tum CR maximum, si ponatur CR—xz=YV (aa— 2ay).

II. Si in axe

; curvae o St p = = it i

o ) lmatul-a—F — FB—a, erit in

spatium CF=—¢ -~ 2b minimum omnium, inter

punctum radians C et radium ad axem reflexum intercep-

torum, ita ut locus radiorum ad axem reflexorum sit inter

Fet R . |

Uebri i X in di
gens habe ich auch bemerket, dass so oft in dieser

Aequation eo + 88 4 yy 4~ 40+ 4 = A4+ BB CC

allle n.umeri integri, qui his litteris designantur, bekannt
sind, in der folgenden Aequation )
- aa'—t—ﬂ!@ 4+ yy+804+8=PP}+QQ+RR}SS
die numeri P, ¢, R, § angegeben werden konnen. Sit
ex.gr.o=3, §=5, y=7,0=3,4=3,B=3, (=9
erunt P—3, Q=3, R—9, §=1. ,
. : Goldbach. .
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LETTRE CXXIIL

Evrer 2 GonDBACH.

SoMMAIRE Recherches ultérieures sur Ia courbe catoptrigue.

Berlin d. 4. Mdrs 1749,

WVeil es bey der bekanntén cirrva catoplrica daraof ankommt,
dass man eine curvam finde, deren normales utringue secan-
tes allenthalben constantis magnitudinis seyen, o0 habe in
beygefugter Figur (Fig. 36) eine solche curvam CMEADNBEC
mit allem Fleiss anfgerissen, in welcher alle diese normales,
CD, MN, IB, EE, AK gleich gross sind, und merke da-
bey guvorderst an, dass es auch solche curvas gebe, welche

gar keinen diametrum haben; von der heygefiigten aber ist

CD ein diameter. Hat man eine solche curvam gefunden,

an nach Belieben das punctum radians ¥ entwe-
demselben annehmen und daraus
Man zieht

so kann m
der im axe oder ausser
leicht die curvam catoptricam G I.H beschreiben.
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nehmlich aus dem puncto radia_r?‘te F ad qu?dvllsb (:U:rva\‘:t:1
prioris punctum M, die Linie FM, S:Z‘l.lnelde:i. )dl;se‘ zﬂ:llgcu“
in zwey gleiche Theile, richtet daraut in T ie ] GTIL s
| larlinie T'L auf, bis sie die normalem‘M R 11? L u;c ;T die_
det, so ist L ein punctum in der Qatoptr:cz-i unF o e
tangens daselbst. Wenn nun das punctum 1.‘a.(11ans : 1 on
axe oder diametro CD curvae gene%'atrltns zmge:;oxjnn e‘
worden, so wird auch die Linie GH ein diameter 1(;1 :11:1;
vae catoptricae selbst seyn; sonsten aber, wennc.l. u:va
wire in axe CD genommen worden, oder wenn 01edm. iy
generatrix CAB gar keinen diametrum hitte, so WurA ;3 915: ,
auch in der curva catoptrica kein diametfar beﬁndeg: .sod;:—
es gewiss, dass so oft die curva catO}.;:trlca GLIEI e;neuelben
metrum hat, auch die curva generatrix .'G.AiB eben enc.;; hen
diametram haben werde, aber nicht vicissimj umi.1 : ;(:11; °
finden Ew. Anm::]_;mntgen nﬁztalsdann Statt, ‘gnn

ica et iametrum hat. ‘
catogi::cf;it:jm radians F mag angenommen ijem,h?- :;v;
man will, wenn man durch dasselbe ad curva.m ge-m;u};; ‘
die normalem zieht CFD, und die paries CF uclll unc?;
zwey sleiche Theile sch'm.aidet, so bekommt man die p

in der Catoptrica.

¢ u\];denf :1[:@ curva gpeneratrix CAB ei]:-len dial-netl'uli h;;
als €D, und Ed die grosste applicata ist, weil Edd_ tl.
und ad curvam normalis, so muss EE— CD, und  also

2 C
. -

wird Fd—w, dg=y, so ist‘ |
Fq= Eq —V (xx-+yy) = @ .
und folglich ="V (ea —2ay), wie Ew. in der ersten An-

' geben, welche rectificabel ist > damit sowohl die curvae ce-
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merkung gefunden, und in diesem Fall ist das spatium Fd
‘maximum vel minimum inter punctum radians F ei radium
reflexum: in meiner Figur nehmlich ist es maximum: es
witrde aber minimum seyn, wenn ich das punctum radians
F auf der andern Seite gegen D angenommen hitte. Gleich-
wie aber in der Figur das spatium F& in Fd ein mari-
mum wird, so ist hingegen Fe der valor minimus desselben,

wenn ¢C der radius osculi curvae generatricis in €, und.

folglich ¢D der radius osculi in D ist. Also fillt dieser
Punct ¢ nicht nothwendig in die Mitte des diametri CD;

vielmehr wird aus ¥ olgendem erhellen, dass dieser Punct ¢

ntemal in die Mitte der Linie D falle, als wenn die curva
generatrix UAB ein Circul ist, in welchem Fall die catop-
trica eine ellipsis wird. Denn wenn die curva generatriﬁ in
s¢ rediens et quasi circuliformis seyn soll, so muss ibre evo-
Iuta cabd eine curva tricuspidata seyn, dergleichen unendlich
viel gefunden werden konnen, sowohl triangulis aequila-
teris als scalenis inscriptibiles. Hiebey ist merkwiird_ig, dass

‘wenn man eine solche curvam tricuspidatam abe gefunden,

aus derselben Evolution, nachdem man den Faden linger

©oder kirzer annimmt, unendlich viel curvae generatrices

CAB beschrichen werden konnen. Denn wenn Ce nach Be-

lichen angenommen wird, so ist immer mM — Ce -+ em

und 6L —=Cc—+cmb, da—=Ce +cmb —adb ond ¢ D —=

Cc+cemb--anec—adb, Weil nun emb + ane nothwendig

grosser ist als adb, so kann auch ¢ nimmer dem Ce -
gleich werden, folglich das Punct ¢ nicht in die Mitte von

CD fallen. 4 '

Um ein Exempel von einer solchen curva tricuspidata zu

o
neratrices als catoptricac algebraicae werden, so sey cp =1,
Corr. math. et phys. T, L 31
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. 3c(l-+35pp) — 6cp ,
pm—u und man nehme £ =aE und TEETOL ‘
woraus wenn man p climinirt eine Aequation von sechs D1;
mensionen hun(tt 4 wu)* —=12ctuu (wu -9 £_t) — Bh3cet

i in st 2L — : to d ist p—0, und’
entspringt, darin ist —— == p. Pro punc P

"also ed——3¢. Diese curva ist triangulo aﬁqlllla\iiel'() inscrip-
9v'3

1 «- gb—be—-—¢. Ferner ist diese
tibilis, cujus latus ac = ab—be=—c¢

curva rectificabilis, denn es wird der arcus

2ep(B—pE)
em — L(—i- —+ 2¢,
(t-ppy? 1

idi st p= & —; ist der
und da pro cuspidibus a et b est pm= & —=s so 1st

— 5 en wird
Bogen cmb—cna== adb— ve. Wenn also genomm
Ce=1b, so wird ¢D=5- ke; ferner

- 2pE—rp) ., 20 G—PD),
i A-+pp)
. __ Gepp
weil 24 =258 + &c. Nun aber ist pR—pu— appy und
3
— 52 . M MR— a——-gig; dahero
Am=ny(-pp) = ) (t-rppy
findet man pro curva generatrice die abscissa
' —_ ap e eQd —-pp?
CP=a—arn ™ aFor?
und die applicata

a L ﬁcps ,
PM-‘__: Y({-fpp) (i+pp)?

€ i — —_— a ' t mensura

1 — ird i > curva generatrice
anguli CRM) setzt — s, so wird in der g

Ze(1—&pp)
der arcus CM — s + Fe—3pp)

(A4pp)>

5 und aiso ist der perimeter -
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totius curvae CABC accurat gleich der
Girculs, cujus diameter —
curvis,

Peripherie eines
CD. Diese Eigenschaft ist allen
s0 ex evolutione curvarum tricuspidatarﬁm qua-
rumcunque entstehen, gemein, indem immer der ganze
perimueter derselben der peripheriae eines circuli diaméetro
—=CD descripti gleich ist. Dieser Circul ist in dep Figur
punclirt gezeichnet. Der excessus areae circuli supr,
curvae ist nun in gegenwirtigem Fall gleich der
culi, cojus diameter — ¢ — % enag— % ed.

4 aream

areae cipe-

Weil nun aus dieser einigen evoluta abe, welche zugleich
immer die caustica der daher enistehenden catopiricarum ist,
unendlich viel curvae generatrices A8C, und aus jeder ge-
neratrice, pro loco puncti radiantis # arbitrario, unendlich
viel catopiricae entstehen, so kommen aus einer caustica abe

unendlich mal unendlich viel catoptricae, alle algebraicae.

Wenn o>} g2 F 9 RO =A42 L B2 G2, g0 ist
w2+ﬁ2+y2+52-|—8:A2.'—|—32+02—f—(5-—2)2, wel-
ches seyn soll P2 Q2 | B* 8%, ist also offenbar P=4,
Q=B, R—=C und §—9-_2,

Euler,

e < e




