LETTRE LXXVI.

GoLpBach a4 Buner.

Somwairs. Bechprches arithmdtiques; suites -

Mcm:au d. i Octoher 1744,

Ich lasse dalungesteﬂt seyn, ob bey jeizigen Zeitlauften
nicht indépendamment de toute attraction Newtonienne, trente
raisons mogen gewesen scyn, wodurch man die Austheilung
des Preises zu differiren gensthiget worden.

Mein voriger Brief wurde in solcher Eile geschrieben,
dass ich gar vergessen zu melden, warum ich die einge-
schlossenen Blitter beygefiiget. Ich habe in vorigen Jahren
von unterschiedenen Briefen, die es nicht werth gewesen,
Copien behalien, wovon, als ich dieselber unlingst durch-

geblattert, ein guier Theil cassiret worden; weil aber doch-

in den iibersandten Blittern einige Anmerkungen tber die

nUMeros _ﬂegai:ivos_waren, 5o sich wohl méchten behaupten
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lassen, habe ich selbige Ew glelchsam vor die lange Weile
commumiciren wollen. Was sonsten von seriebus darinnen
enthalten seyn mag, hat mir damals neu geschienen, und
ist nunmehro von. keiner Erheblichkeit.

Ew. Methode dle numeros & -} il, 50 durch den nume-
rum primum &n -1 divisibiles sind, zu finden, gefallet mir
sehr; ich glaube kaum, dass ein anderer processus in die-

sem Falle moglich sey, und dass derselbe wohl Niemandem

vor Ew.. bekannt gewesen seyn mag,

Fs ist mir unlingst bey der formula emn. fm..gn Fol-
gendes eingefallen: Innumerabiles sunt numeri, qui ad hanc
formalam 10mn == (m -+ 7n) redigi non possunt, ut 1, 3,
%, 6,9, 10 ete., sed nulla potest dari formela generalis
algebraica a +-ba + cwx-|-etc. (ubi x designet numerum
integrum variabilem, a, b, e, etc. constantes) ita comparata,
ut dici possit 10 mn = (m -4+ Tn) — a + bz + cxx - ete.
quemadmodum dici potest kmn — m —n T xx  Man
kénnte zwar sagen, dass auch mn fisr sich allein diesclbe
Eigenschaft hat, es ist aber selbiges theils alsofort evident,
theils gehéret mn nicht eigentlich zur formulaemn. . jfm..gn,
allwo durch e, f, et g numeri integri verstanden werden.

Ieh méchte wohl wissen, ob Ew. den numerum e in die-
ser Proposition 4...emn--m —n-—aa, ausser dem casu,
da e ein multiplus quaternarii ist, auf vielerley Art deter-
miniren kénnen? Dieses kann ich indessen demonsiriren,
dass die propositio A allezeit falsch ist, wenn e nichi diese
Form bhat (h#hk — A1),

tegri affirmativi seyen; denn wenn ¢ diese Form michi

o|dass 2 und & numeri in-

hitte, so wire 4 evidenter falsch in easu n— 1, und folg-
lich nicht universaliter negans.




— 30k —

Als mir neulich ein Theil von den Mémoires-de PAca-
démie p. I'année 1734 in 8° in die Hinde gerathen, hahe
ich daselbst p. 268 s. des Hn. Clairaut solution de plusicurs
problemes etc. angetroffen. Die Solution, so er gibt, kann
meines Frachtens nicht generalior erdacht werden, und was
er von dem probleme iroisime sagt, scheinet mir auch sehr
merkwiirdig. Der Hr. Bouguer brauchet, vor das signum, so
Ew. schreiben <C, dieses =, welches zwar nicht combendiﬁs_,
aber sehr expressif ist.

Goldbach.
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LETTRE LXXVIL

- Burer & GoLDBACH.

Soumin & Méme sujet.

_  Beslin du 17. November 1724,
~— — — Dass Ew. meine Methode die numeros aa 4 1 zu
finden, so durch den numerum primum kXN -4-1 theilbar
sind, einiger Attention gewiirdiget, erfrenet mich sehr: Der
Beweis davon ist -dieser; Wenn ae— bbb divisores haben
soll, so missen die Buchstaben a und & also beschaffen
seyn a—mp--ng und b—mqg—np;denn da wird eca{-bb—
(mm--nn) (pp-+4gq), und folglich ist aa{- bb divisibel durch
pp+4q. Da nun kN4-1 immer auf die Form pp 4 g4
gebracht werden kann, so miissen solche Zahlen fir m und n
gefunden werden, damit b= wird % 1, oder mg—np=={,
Wenn ich also aus der Aequalitit &N +1=pp+ qq den

" P a .
Bruch n formire, so muss ein anderer Bruch ™ gesuchi
B
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werden dergestalt, dass wenn diese Briiche En; X % per eru-
cem multiplicirt werden, die producta‘mq und np nur uni-
tate differiven; oder der Bruch —Zi muss in; minoribus nu-
meris dem Bruch % proxime gleich seyn. Wenn ich nun mit

den Zahlen p und g die Operation anstelle, welche man um
den maximum communem divisorem davon zu finden, zu

machen pflegt, und aus den quotis auf vorher beschriebene
Art fractiones formire, 5o ist der letzte Bruch :—p—; und
- q

da in einer solchen Reihe Briiche, zwey neben einander ste-
hende immer so beschaffen sind, dass die pro‘ducta' ex mul-

tiplicatione per crucem orta nur um 1 von einander diffe-

riven, so kann die fractio penultima fiir - angenommen
. n

werden, da dann herauskommt ¢ —mp + ng.

So viel ich mich erinnere, so sind mir die in den jing-
stens iiberschickten Briefen enthaltenen Begriffe von den nu-
meris imaginarils sehr grindlich vorgekommen.

‘Wenn emn +/m 4 gn—a+ betcxe, so-wirde auch
beemn—befm—+hegn = hae 4 kbex -+ bkecoe — hac
—bb (b2 cm)é, und folglich wirde hcemn-|-hefm
+Ekegn—hac—-bbm0. Ob es nan moglich ist ﬂerglei—
chen Formuln zu finden? so kommi es darauf an, ob es
solche Formuln gebe emn £ fm = gn =k, welche immer
ein Quadrat werden konnen. Ich habe aber auf dergleichen
Formuln vorher nicht gedacht und dariber anch noch jetzat

nichts entdecket, welches an Ew. iiberschrieben zu werden

verdiente.

Was die Formul emn-— m —n betrifft, so habe ich sehr
weit hinaus alle Zahlen fiir e gesucht, in welchep diese
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Formul ein quadratum werden kann, ond habe gefunden,
dass fiir e alle Zahlen gesetzt werden kénnen, ausser diesen:
K, 7,8, 12, 15, 16, 20, 23, 2k, 28, 31, 32, 36, 39, &0,
wh, W7, 48, 52, 55, 56, 60, 63, 6%, 68, 71, 72, —s0 weit
bin ich mit meiner Unfersuchung gekommen. Da nun in
diesen Zahlen keine andere, als welche in diesen beyden
formulis &%k und 8k — L enthalten sind, vorkommen, so
dincht mich die Induction richtig zn seyn, wenn ich sage,
dass sowoh]l diese Formul % Amn—m —n als diese
(8k—1)mn—m—n
kein Quadrat werden kénne. Ich habe noch, nicht nur keine
von diesen beyden formulis falsch befunden, sondern wenn
auch fiir e irgend eine andere Zahl ausser %% und 8k — 1
angenoromen wird, so habe ich noch immer die Formul
emn — m-—n auf ein Quadrat bringen kénnen.

Auf Ew. Veranlassung habe ich des Hn. Clairaut piéce
in den Mémoires A. 173% nachgelesen. Die Solution der
beyden erstern ist die Newtonianische, und kann freylich
nicht allgemein seyn. Das dritte problema ist in der That
sehr merkwiirdig. Die Solution ist aber so beschaffen, dass
dieselbe auf keinen andern, als einen rechten Winkel appli-
cirt werden kann, da doch der casus, wenn der angulus
nicht rectus ist, eben so .moglich ist. Ich habe mit dem
Hn. Clairaut viel dariber correspondirt, wir haben aber
heyde diesen letztern casum nicht ins Reine bringen kénnen.

Eunler.
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LETTRE LXXVIIL

GorpeiacEra Evurgnr

Souuamz. Mime sujet.

St Petershurg d. 26. Januar 1745,

Aus Ew. letsterm Schreiben habe ich ersehen , dass Sie zu

der aequatione emn —m - n keine andere valores vor e,
* als die entweder multipli quaternarii, oder — 8% — 1 sind,
gefunden haben; weil Sie sich aber hierin blos auf eine
Induction beziehen, so habe hichey anmerken wollen,
dass, wenigstens ausser diesen beyden casibus, die propositio
emn —m-—nTae allezeit falsch ist und die quadrata,
denen emn —m—n gleich wird, sogar angegeben werden
konnen, so oft entweder e oder e — 1 ein divisor von cinem

guadrato unitate ancto seyn kann. Denn in casu primo, ubl

be——ec +1, fiat n—b1 1, m—b+5b, erit
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emn—m—n=¢eb (b1 —bG+1)—(b+1)=
(el —1)(b+ 1) =cc (b4 1) '
in casu. secundo, wemm e — 1 ein divisor ist -von aa -} 1,

a.a.+

ponatur m = i,n— — Igltur nullae aliae sunt formulae

possibiles pro e in proposmone emn—m—nZI=aa, nisi
cum e est vel quaternarius (aut ejus multiplus quicunque),
vel cum ¢ est — 8k —1; utrovis enim casu tam e quam
¢—1 nullo modo dividere _possunt. quaéhatum unitate: auctum;
hine fit, ut quamvis %% —1 non possit dividere quadratum
unitate anctum, tamen ad exprimendum valorem e in pro-
positione emn-—m —n = aee ineptum sit, propterea quod
e—4 == hk-—2 potest esse divisor quadrati unitate aucti,
ex quibus sequitur praeter numeros in formulis &% et 8 k—1
comprehensos, alios nullos posse substitui pro e, quoniam
scilicet nulli alii hac gaudent proprietate, ut tam e, quam

e =1 dividere nequeat quadratum unitate auctum, etsi non
- demonstratum sit omnes numeros hujus formae 8% — 1 pro

¢ positos satisfacere, quod tamen verisimillimum arbitror,
nec dubito quin aliqua ratione, quae mihi nunc non sup-

- petit, demonstrari possit.

Auf meiner Riickreise von Moscau hieher ist mir ein-
gefallen, dass vielleicht die propositio de numeris primis
hujus formae kn -+ 1, qui sunt summae dunorum quadrato-
rum, nur ein corollarium hujus theorematis seyn michte: -
Omnes numeri hujus formae kn-4-1, qui dividi nequeunt
per numerum hujus formae & m -1, tot modis sunt sum-
mae duorum quadratornm, quot modis dispesci possunt in
duos factores, ex. gr. 65 est numerus hojus formae kn—-1,

‘me¢ dividi potest per numervm ullum formae hkm —1,

ergo 65 tot modis est summa duor. quadr, quot modis dis-
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pesci potest in duos factores, nempe duchus modis( )1 65
(2) 5.13, est igitur aggregatum duor. quadr. (1) 1 -} 6%,
(2) 16 -9,

Similiter 25 est numerus hujus formae 11-n+1 nec di-
vidi potest per numerum hujus formae &m — 1, 1g11ur
com dupliciter resolvi possit in duos factores, nempe (1) in
1 et 25, (2) in 5 et 5, erit dupliciter summa duorum qua-
dratorum (1) 0425, (2) $+16. - _

Stmiliter numerus 625 ejusdem naturae tripliciter resol-
vitur in duos factores (1) 1.625, (2) 3.125, (3) 25,25,
ergo tripliciter est summa duor. quadr. (1) 0*-- 25%, (2)
7% 4282, (3) 15% 4 202 -

Numerus 493 ejusdem naturae ducbus meodis resolvi
potest in duos factores (1) 1.493, (2) 17.29, ergo duobus
modis est summa duor. guade. (1) 3*-4-22%, (2) 1318 ete.

Uebrigens habe ich zwey Methoden, wenn die aequatio
emq — g-—m == aa in einem casu ¢ possibilis ist, innu-
meros alios casus pro aequatione emn—m-—n==0bb zu
finden, namlich si fiat .

L g—2ak+(em—1)kk—umn,
IL (em—1) A1 g—Am(lem — 1} R+ 2) =n
ubi % et % sint numeri quicunque, modo n fiat integer,
deren Wahrheit per ipsam substitutionem alsofort demon-

striret wird. _ ‘
. ~Goldbach.
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LETTRE LXXIX.

Eurer 3 Gorosach

Soumatne. Suite des recherches arithmétiques, Prollime de la courbe catopirigue.
Equation -différentielle & intégrer,

Berlin d. 16 Februar 1745,
~—-— Dass diese Formul emn— m — n nimmer ein Quadrat
seyn kénne, wenn e entweder eine solche Zahl bk, oder
eine solche 84— 1 ist, habe ichk nur aus einer Induction
geschlossen. Diese Observation erhalt aber durch Fw. Eni-
deckung einen weit grissern Grad der Gewissheit. Denn
dadurch wird unwidersprechlich dargethan, dass so oft ent-
weder e oder ¢ — 1 ein divisor ist von ce—+1, fir m et
n allezeit solche Zahlen gefunden werden konnen., dass
emn—m—n ein Quadrat wird. Weil nun weder %% noch.
8%k — 1 immer hierin Platz finden kénnen, so kann auf
diese Art weder fiir e — &k, noch fiir e—=8%k — 1 die For-

mul emn—m—n zu einem Quadrat gebracht werden. Um
Cors. marh. et phys.- T. I QQ
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aber die Demonstration vollkommen zu machen, so misste
man guch die propositionem conversam beweisen konnen,
dass sa oft emn—m —n ein Quadrat seyn kann, auch ent-
weder ¢ oder e —1 ein divisor sey von einer solchen Zahl
ce - 1. So lang also dieses nicht erwiesen ist, so lang kann
-man auch nicht behaupten, dass der obige Satz villig be-
wiesen worden, ob man gleich daran gar keine Ursach zu
zweifeln hat. Bs gibt in der Avithmetik eine grosse Menge
solcher Satze, an welchen Niemand zweifelt, ungeacht man
dieselben nicht demonstriren kann. Ich habe zum Ex. diesen
Satz noch nirgend bewiesen gefunden: qui numerus in ifx-
tegris non est summa duorum quadratorum, eundem ne in
fractis quidem esse posse summam duorum quadratorum.

TTm dieses zu beweisen, miisste man zeigen, dass, wenn

ann einer summa duorum quadratorum gleich ist, auch z_lllzeit
@ eine sumnma duorum integrorum c[ua'draturum seyn miisse.
Gleichergestalt ist leicht zu demonstriren, dass das Product
ex Mnis summis duorum quadratorum, anch emne summa
duorum quadratorum sey. Hieraus erhellet aber noch nicht,
dass, wenn eine summa drorum quadratorum per sum'm‘am
duorum quadratorum dividirt wird, der quotus auch EI‘HE
summa duorum gquadratorum seyn miisse, woran dogh Nie-
mand zweifelt. s ist auch meines Bedinkens noch nicbt
erwiesen, dass eine summa duorum -quadratorum inter se
primorum keine andere divisores haben kénne, nist qui
sint ipsi duorum guadratorum summae. FEine gleiche Be-
wandniss hat es auch mit dieser Proposition: Omnem pu-
m-erunll P}‘ixr:ium hujus formae bn—-1 semper esse summnam
duorum quadratorum, idgue unico modo. Wenn man nun
dieses voraussetzt, so liessen sich Ew. theoremata leicht er-
weisen. Denn, wenn kn 4 | keinen divisorem hat formag

33 -

tm-—1, so missen all¢ {actores vou dieser Yorm #m - i
und folglich summae duorum quadratorum seyn. Es ist aber-
generaliter (2a -+ 55) (¢ | dd) = (ac+ bd)* 4+ (ad~bc)?
=={ed - b¢)* + (ac—bd)* und also duplici modo in duo
quadrata resolubile. Hernach lisst sich auch leicht erweisen,

- quod, si guis numerus duplici modo in duo quadrata fuerit

resolubilis, eum non esse primum. Sit enim ¥ — aa -} bb

z— )2 N 2 —
=co+dd, evit N—=E T ;?b)j(s)_i-c? TE=2) Py

-mer hat auch dieser Satz seine Richtigkeii: 8i mumerus bni-t

unice mede in duo quadrata resolvi possit, tum certo erit
numerus primus; sin autem %2 41 nullo modo fuerit summa
duorum quadratorum, tum nen erit primus, sed factores ha-
hehit formae 4m — ¢ vel duos, vel &, vel 6, ete. At si
4n 4 1 pluribus modis fuerit summa duorum guadratorum,
tum quoque binos pluresve habebit factores formae bm-1.
Und aus diesem Grunde ist nicht schwer, schy grosse Zab-
len %n—1 zu unlersuchen, oh dieselben prinn sind, oder
nicht? .

Gleich wie ich bewiesen habe, dass alle divisores primi
hujus formae a® -+ 5* in dieser Expression a - 1 enthalien
sind, also kann ich auch demonstriren, dass alle divisores
von a'-}+b* in dieser Form 8n-4 1, und generaliter dass
alle divisores von a®” 4 3*” in dieser Form 27+ p, + 1
enthalten sind.'Fo]gende theoremata kann ich auch rigorose
beweisen:

I 8i a™ — D™ fuerit divisibilis per numerum primum
2n 11, atque p sit maxzimus communis divisor numerorum
m et 2n, tum quoque af.—>b” per 2n 41 divisibilis erit.

II. Si haec formula af™ — bg™ fuerit divisibilis per nu-
merum primum mn 41, tum quoque a™ — b permn 1

*
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exit divisibile. Si ergo pro fetg ejusmodi numeros invenire
liceat, ut af™ — bg" sit divisibile per mn + 1, tum formu_la
a™ — b™ uecessario erit per mna-{-1 divisibilis.

Ich bin letztens auf dieses problema gefallen: (Fig. 10)
Civca datum punctum radians R curvam describere ejusmodi,
ut singuli radii ex R egressi post duplicem reflexionem in M
et [¥ in ipsum punctum R revertantur. Es gibt ausser dter
Ellipse, alterurn focum in R habente, noch unendlich viel
andere Linien quaesito satisfacientes, sowohl algebraicae als
transcendentes; und dieses problema diuncht mich eines von
den schwersten in hoc genere zu seyn.

Haec aequatio
aydy + ydz (3ax 4 b) - dw (ex® -+ baew tce ) =10

! rari et integrari.
potest sepa g Baler.
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LETTRE LXXX.
GOLDBAGHj a EUZ]!’;R.

Soamuatne. Réponse anx deun derniers articles de la précédents._

St. Petershurg d, 20 Mai 1725,
Bic integrationem aequationts
aydy-+y(@Bax 4+ b)do -+ (ax® + bxax+ ezt f)do =0
halte ich vor sehr leicht, indem ich alsofort gefunden
y=—wzxz+fx+y, ublaaf®+2abBS 4 (ac-+ b+ be=af
et y = —2BlAOIC,

Was das andere problema betrifft, so wird die curva
nachfolgende proprietates haben:

1. muss (Fig. i1), posita ABz=ux, B'C:y, HA—u,
AG=—b, y eine solche functio ipsius x seyn, dass positis
B= —a et x—=5, y—10 werde,

2. Weill die pars axis inter radium incidentem AC et
radium reflexum CD intercepta, nehmlich 4D per z et x
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ope normalis CIV bekannt wird, folglich posita ADiu,
u per x et y data ist, so muss auch positis 4 F =, F E:J",
die inter radios AE et E D intercepta eadem pars axis 4D

er @' et ¥ seseben seyn, durch welche Aeguation y' eli--
o0 y 4 o

minirt wird.
3. Fiat CB. BD  DF EFf—

Y -
y u—a @ —a @) wodurch x eli

miniri wird. Wenn endlich auch

b, dic summa radiorum incidentis et reflexi usque ad
axem entweder constans (wie in der ellipsi), oder certae
cuidam functioni ipsius o gleich gesetzt wird, so kann da-
durch auch y per a determiniret werden, wiewohl ich
dieses alles jeizo micht gnugsam einsehe und Ew. besseren

Beurtheilung iberlasse.
: Goldbach.
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LETTRE LXXXI .

FBvrer & GoLDBaCH.

Soxmains Mémes sujeis,

Berlin 4. 9 Juni i745.

= — Da ein jegliches integrale, wenn es vollstindig seyn
soll, eine neue quantitatem constantem in sich enthalten
muss, welche in dem differentiali nicht gewesen, so ist die
formula y —— @z -+ So -} y nicht das volistindige integrale
der Aequatlion ,
avdy 4+ y(3ex D) dx + (ax® 4 ba® 4- e+ f)de = 0.
Solches kann aber aus dem integrali' particulari leicht ge-
funden werden, wenn man setzt y ==z — xx ~-fx 7
Was das andere problema anlangt, welches jetzt in den
Actis Lipsiensibus herauskommt, da die radii ex puncte dato
emanantes post duplicem reflexionem in eben dasselbe Punct
zuriickkommen sollen, so hat das tentamen Ew. seine volle
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Richtigkeit, und dienet, um die curvam infra axem consti-
tutam zu finden, wenn die obere als hekannt angenommen
wird, Die grosste Schwierigkeit aber berubet daranf, dass
beyde curvae eandem curvam continuam ausmachen, welcher
Umstand von Ew. nicht in Betrachtung gezogen worden.
Ich habe anfinglich die Solution auch auf ehen diese Art
tentirt, die formulae werden aber allzu weitliufig und ver-
wirrt, als dass ich dieser letzten Bedingung hitte ein Ge-
niige leisten konnen. Ich glaubte, dass die Annehmung einer
Axe daran schuldig wire, indem man wenig hinreichenden
Grund hat, warnum man vielmehr diese, als eine andere
Linie fir die Axe annchmen sollte. Daher habe ich diese
Betrachtung vollig beiseit gesetzt und meine Solution fol-
gendergestalt vorgenommen :

Lemma. Si (Fig. 12) ex foco € in curvam 4M radii CM

incidant, atque ex C in tangentem M P demittatur perpendi-

culum CP: vocaiis CM=—=y, CP—p, erit longitudo radit

reflexi MO — FXY.
2ydp—pdy

Problema. Circa datum punctum C deseribere carvam
AMmB, ut radii ex C egressi post duplicem reflexionem in
M et m in idem punctum C revertantur,

Solutio. Ad M et m ducantur tangentes MP, mp in cas~
que ex O demittantur perpendicula CP, Cp. Vaocentur
CM—y, CP—p, MP:q:':]/(yyw-pp), item Cm—7VF,
Cp=P, mp=—Q=—V(¥Y—PP). Sit MO radius

reflexus, incidenti CM respondens, et mO radius reflexus,

incidenti Cm respondens, erit per lemma: MO —= "7~ _ Py dy
Lydp—pdy.
PFAY
et mO0— et Mm— 2L Prdy

Q¥dP—PAY — 2ydp— Pd‘y+ 2FdP_PJY
Bisecentur anguli CMm, -CmM vectis ML, m{, quae erunt

— 39
normales ad curvam, ac propterea perpendiculis CP, Cp

parallelae. Jam com anguli MCP vel CML sit sinus — yi:

el cosinns —= ;7, erit anguli dupli CMm sihus - -}E}z: cosinus —
- — 2P
PP—99 2op Y, et anguli CmM sinus "*—————Ig el cosinus
rr Yy ¥
__PP—QQ__ 2PP-¥Y : o __apg
= = YF - Ergo perpendiculum C N — 221
rpP
:.——?—{9- ot MN = 22 Py atque mN=2Z ¥ Unde
_y 'e
nascuntur hae duae aequationes:
7 Q.pp 2PP o prdy
L2 12X —9 et I S — S A A
¥ + ¥ yt T 2ydp—pdy
PYdF yydp + ¥¥dP ’
+ YFAP —PdY Q.dep—-pd.y IFdP—Pd¥

Ad has aequationes sunphuores reddendas ex P et pin CM
et Cm demittantur perpendicula PR et pr, el vocentur
CR=—r, PR=3s, Cr=R et pr—-— 3§ quia in plagam

— = et

oppositam vergit, eritque r—‘};f) 2 §=70 et ob y—

dy _‘:?ﬁ@—ﬂ): erit 2_7'dp — pdy = —sm ideogue -

r

yydp F“’P =r 4+ oh p —pr - ss Simili modo
Yydp—pdy + d}; t Sds
Prp _ P(@ Y¥ .
erit i = —» §= ¥’ 2¥dP—PdY — dR ‘R‘l'

Quibus valoribus substitutis binae aequationes solutmnem
continentes abeunt in has: I s +8 =0,

IL r—[—R—‘r—[—Sds . R—‘i—%: seu I &

TraE=0

. . . d . SdS
Quodsi jam ponatur s = ¢ et %}:u, erit So—=—tet —

——u; quare, cum puncta M et m ad eandem curvam Pertmere
debeant, eandem relationem inter ¢ et z atque inter — ¢ et
— 1 esse oportet; et quia s exprimitur per radicale ]/(p p—rr),
necesse est ut aequatio inter ¢ et « ita sit comparata, ut
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non mutetur sive £ et z capiantur negative sive affirmative.
S8i itaque pro relatione inter ¢ und x assumatur hujusrodi
aequatio ail - fuu == aa, seu aa == atl 4+ fuu-f-yt* 4

0t"1® - eu® etc. semper prodibit curva quaesito satisfaciens.

Assumta autemr hujusmodi idonea aequatione inier ¢ et «,

sds___ tdt tdt 1/
8 et — [ p— +
T == =i, unde fit r _f 2 p._._]/(rr L 55)

erit s=— ¢ et
et y—=r -{—'5—; Sicque obtinetur relatio inter quemvis radiuin
CM et respondens perpendiculum in tangentem CP, ex qua
relatione curva construi potest. ,

- 8i pro aequatione inter £ et z assumatur ££- un—aaq,
erit udu — — td¢ et r — b— 1, existente s :'i:'l/(aa——_uu),

unde p:]/(aa +-bb—20u) et f:zrg'—mz seit

— b—u
© o aatbb—pp ir oo bb—aatpp . 2bpp
ob t = — s erit P —— et y e S
. (b—aa)y . )
seu pp 2——27?—, quae aequatio praebet ommes ellipses,

alterum focum in C habentes. Sumtis lgitur aliis dequatio-
nibus inter ¢ et #, supra descriptam indolem habentes, infi-
nitae alize curvae satisfacientes prodibunt, inter quas quoque
curvae algebraicae reperientur, wie ich denn unter andern
auch eine ordinis sexti gefunden habe.

Euler.
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LETTRE LXXXIL

Gorpsicu 4 EBurnexn.

Somuarne Considérations ultdrieures sur Ia courbe catoptrique.

St, Petershurg d, |, Julii 1725,

Mch weiss nicht cigenilich, ob mir bey Abgang meines letz-

tern Schreibens schon bekannt gewesen, dass Ew. das Di-
rectorium der mathematischen Classe in der Konigl Akademie
der Wissenschaften erhalten, in welchem Fall ich Deroselben
(dieses relativum gehet sowohl auf Ew. als auf die Akademie
selbst) schon damals, wie ich es jetzo thue, dazu hitte gra-
tuliren sollen. Das Absterben Dero Hn. Vaters habe zu
allererst aus dem letzten Briefe vernommen, und wie den
Verlust, so Sie hiedurch erlitten, von Herzen bedaure, so
wiinsche hingegen, dass Ew. ein gleiches Alter bey guter
Gesundheit und allem Vergnigen erreichen migen.

Fiir die mir communicirte Solution danke ich dienstlich.
Ich zweifle nicht, dass dieselbe so kurz sey, als nur mag-
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lich; allein sie erfordert doch eine besondere Application, um
alles recht einzusehen. Ohngeachtet nun zor Solution die con-
sideratio unius punct G (Fig. 13), aus welchem die radil aus-
gehen und wohin sie post duplicem reflexionem zuriick-
kehren, gnugsam 1st, so halte ich doch davor, dass ausser
diesem, noch ein anderes punctum in allen dergleichen carvis,
in eadem a centro distantia zugegen seyn muss, welches eben
dieselbe Proprietit als das punctum C haben wird; dahero,
wenn das problema folgendergestalt concipirt wiirde: Datis
diametris curvae 4 B.et DE, invenire in axe 4B punctum C,
ex Quo omnes radii etc., so michte ich gern sehen, wie
dergleichen curva non-ellipsis von einer ellipsi differiren
wiirde, denn ich zweifle sehr, ob eine curva, deren vier
quadrantes nicht similes et aequales sind (wie in der ellipsi)
zur Solution geschickt seyn konne. Ist aber die curva sol-
chergestalt beschaffen, so kann man die Probe, ob eine
aequatio data satisfaciret, auch folgendermaassen, nach Ew.
Anleitung anstellen: Sit radius quicunque ex puncto C in
curvam incidens CD =y, radius a curva reflexus (in axem;
DF—y, radius ab axe veflexus (ifa ut ang CFD —=ang.
BFG) FG—y", radius a curva reflexus GC=—7%". Requi-
ritur ut spatiom in axe intercepturn CF inter y et ¥, item

inter y” et y™ sit idem.

Geldbach.
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LETTRE LXXXIIL

Hyrer h GoLpeich

Souxarnr Recherches sur les séries, P. S, Courbe catoptrique.

e

Berlin do 7 August 1845,

-~ — ich habe seil einiger Zeit mit dem Hn. Prof. Nicolao
Bernoulli zu Basel eine kleine Dispute ither die series di-
vergentes, dergleichen diese ist
f — 144261 2% — 1204 720 — etc.

gehabt, indem derselbe geldugnet, dass alle dergleichen series
eine determinirte Summ haben, ich aber das Gegentheil
behauptet, weilen ich glaube, dass eine jegliche series einen
bestimmten Werth haben miisse. Um aber allen” Schwierig-
keiten, welche dagegen gemacht worden, zu begegnen, so
sollte dieser Werth nicht mit dem Namen der Summ be-
Teget werden, weil- man mit diesem Wort gemeiuiglich el-
nen solchen Begriff zu verkniipfen pflegt, als wenn die
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Summ durch eine winkliche Summirung herausgebracht
wiirde: welche Tdee bei den seriebus divergentibus nicht
Statt findet. Da nun eine jegliche series aus der Evolution
einer expressionis finitae entstehet, so hahe ich diese neue
Definition von der Summ einer jeglichen seriei gegeben:
Summa cujusque seriei est -valor expressionis illius
finitae, ex cujus evolutione illa series oritar.
Der Herr Bernoulli hat diese Definition vollkommen ap-
probirt, zweifelt aber noch, ob nicht 6fters eben dieselbe
series divergens aus verschiedener expressionum finitarum
evolutione entstehen kénne, also dass man nach dieser De-
finition verschiedene Werthe zugeben misste. Dariiber hat
er zwar kein Exempel gegeben, ich glaube aber gewiss zn
s yn, dass nimmer eben dieselbe series aus der Bvolution
zweyer wirklich verschicdener expressionum finitarum ent-
stechen konne. Und hieraus folget dann unstreitiz, dass eine
jegliche series, sowoh! divergens als convergens, einen de-
terminirten Werth oder snm::mam haben miisse. Dahero, wenn
die Summ dieser seriei 1 —1 4 2—8§ + 2% — 120 + ete.
gefunden weiden soll, so muss man den valorem derjenigen
Formul anzeigen, aus d-ren Evolution diese suries entstehet.
Um dicse zun finden, so stelle man sich eine krummez Liaie

vor, deren abscissa — @ und applicata :_)':!—_I-ﬁ- Da nun
{0==—co und {1 =0, so wird diese curva eine solche Form
haben (Fig. 1%), und die area derselhen A4 PM-__—.[)'dx = _f;ri:.clx

wird —xy — 1ay* +2xy®— zy* -+ 2haxy® —etc. Scizt
man nun AP =x—=1, so wird auch y=——1, und die area
APM wird seyn t —1 -2 —86 + 2% — 120 | etc. dahero
der Werth dieser seriei der areac AP gleich 'seyn muss,
welche nicht nur determinivt, sondern auch, wie aus der
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Figur erhellet, ctwas grosser ist als ++ Einen solchen- We_rth )

habe. ich auch durch verschiedene Methoden, wodurch ich
dieselbe series in convergentes verwandelt habe, heraus-
gebracht. Anjetzo aber kann ich beweisen, dass diese serxes
gleich sey dieser Expression '

i

1
R

e ——
1] 5

£

§
P

L N gy 1 elbe.

welche nichi nur stark convergirt, sondern auch hrmtes con-
tinuo propiores angibt, intra quos valor contineatur. Denn
wenn die summa seriei 1 —1 +2 — 6 -+ 28 — 120 | elc,

i
gesetzt wird — s, so ist s <1, S>H_1
1 2 1 —
5 < - —=7F5 S>> 1 = - eic
i+1 + 1 1+ i
v 1_;'__....__
)

Hieraus habe ich nun gefunden, dass proxime sey
§—=0,0963575922.

Es wire also zu untersuchen ob dieser Werth nicht etwa

durch die quadraturam circuli oder logarithmos angegeben

werden konnte. Auf gleiche Weise kann ich auch diese se-

riem generalem
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s = 1 —ma-b-m{m 4 )y a®-— o (m n) (m-4-2n)a® |- elc.
summiren, denn es ist '
5T
ma
rl t - em
ST
t- {n—+n)a
5 2na
RN =T
. Ina
+ (m4-3nja
L oy ¥na
I+
also ist s<{1; s> 1__5_ ) S<1_:?p::f&n)a.:’
1i4(mt2n)a
§ > 1+2(m+n)a,+m(m+n)a" ete.
Buler.

P. 8. Meine vormals iiberschriebene Solution des pro-
blematis catoptrici habe seit der Zeit kiirzer zusammengezogen
und zum Gebrauch dergestalt cingerichtet, dass alle satisfa-
civende krumme Linien nicht nur leicht erkannt, sondern
auch alle, welche algebraische sind, leicht angezeigt werden
kinnen. Ew. haben ganz Recht, dass alle diese Linien einen
diameter nothwendig haben miissen, als AB (Fig. 15); es
folget aber micht, dass ausser diesen noch eine andere Linie,
als EE die curvam in duas partes similes et aequales schneide.
Um alle mégliche curvas zu finden und durch Generalformuln
auszudriicken, so mehme man fiir ¢ eine solche Function
von u, welche verwandelt werde in — ¢, wenn fir z ge-
setzt wird — u. Dergleichen Funciionen sind z, us, u®,
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w', —s o5 el uncl so daraus zusammengesetzi werden, als
o+ Bu® —|— + = etc. Wenn nun fiir ¢ eine solche functio

de
ipsius z angenommen worden, so suche ‘man p = und

(7!;’
daraus wird die curva folgendergestalt bestimmt werden.
Man nehme die abscissam

. CP:m:up2(cc—I£lt)-__Qp(?c———uu) . u(u-i—v)’
c(ato) c ¢
so wird die applicata Lo

PM=y=—- (Pp(“_uu) 2“-"-—“%-”)1/(00——1,&:5).

(et}
Setzt man nun ¢ =x, so kommt die ellipsis heraus, deren
focus in C. Denn da v = u, so wird p — Z —1 und
. (aatcdu—2ace 4  {ec—aa)V (cc—uw)
x=— promw und y PR - Wenn

man nun z eliminirt, so bekommt man
aa(xe -+ yy)=(aa —cc— cx)®:
dv

ce
Setzt man aber ¢ — -~ und ¢==a, so wird p==—=
u du ™"
[ .
— — und folglich - -
i )
3¢% - a*u—Jaun—u?
p1A 7

L Hpa—

und
a® — a2y —Jaun — ud

y =2 ~5 Vaa—-uu),

woraus sich die Figur der krummen Linie leicht bestinumen
fasst. Wollte man aber z eliminiren und eine Acquation
zwischen « und y suchen, so wiirde dieselbe, wofern sich
nichts destruirt, auf. 12 Dimensionen steigen.

Uebrigens ist bhey den vorgegebenen Generalformuln
zu merken, dass daraus die Linge des radii

CM— p_p(cc—uu)+ o v,

_Car'r. nieth. ef piys. T L L')l
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wodurch die Construction nicht wenig erleichtert wird. Wenn'

feyner anf diese Art das punctum primae reflexionis M be-
stimmt wird, so darf man nur, um das punctum alterius
reflexionis N zu finden, selzen z—=:—u, da denn v in —¢
verwandelt wird, p aber den vorigen Werth behilt. Fs wird
.7 . upp(cc—uu) 2p(cc—uu) u(a-—v) d
nehmlich: GQ_f — == T 4 == —- un

Q N— + (P!’(“”‘“‘)_.Bﬂ’ _“c_”i’—") l/(cc — i)

cla—v) c

CN:p_p(cc -—vuu}."‘_ P

& —

— 329 —

LETTRE LXXXIV.

Gorpeacer 4 EuLer.

Soumarre. Mémes sujets, Réponse 4 la précédente. Méthoda de transformer toutes
sortes de séries divergentes en’ convergentes, |

Sans date (St. Petersburg d. 25. Sept. 1745.)

Wenmn ich (Fig. 16) das spatium, quod inter radium inci-
dentem et reflexum in diametro intercipitur, CR, nach Ew.
formulis exprimire, so wird selbiges in der ellipsi constans
seyn, in den andern curvis aber jederzeit solche limites
haben, dass wenn CO die abscissa respondens applicatae
maximae OF ist, das spatium interceptum CR—2C0 zwi-
schen diesen limitibus begriffen sey. Es liasset sich zwar
dieses spatium interceptum durch die Aequation

__CP.NQYMP.CQ
CR= MPLNQ

generaliter leicht bestimmen, aber in der Application auf

Ew. formulas scheinet sie mir etwas weitliufig zu werden.
* *
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In demjenigen, was Ew. von den seriebus divergentibus
schreiben, bin ich vollig Dero Meinung. So viel ich mich
erinnere, sind dergleichen series von einigen mathematicis
darum verworfen worden, weil sie aus einer divisione prae-
postera enistehen; allein zu geschweigen, dass man selbige
nach Beliehben ohne einige Division formiren kann, so lassen
sich auch die summae auf unterschiedene Arten finden, wenn
man diese series terminorum signis alternantium in series
terminorum mere affirmativorum verwandelt. Ich erinnere
mich nicht ob etwa -schon.in den. Gomment Petrop. einer
Methode Erwihnung geschehen, “die in F olgendem bestehet:
Datae seriei A...e — f§ 4y — ¢ - ete. singuli termini
fiant aequales singulis terminis seriel

B...a—-i( -a)+—~(cm2b+a) ; Z 2(03 3e+3b— a)+etc.,
hoc est a == «, b"*a—}—%ﬁ O_W ete. erit
series A aequalis termino, qui respondet exponenti %— in serie
C...a-}- b+ ¢+ d -+ etc. Sumantur termini reciproci seriei
C et fiat series D---i —]- 3 —[— 1 -+ ete. erit terminus respon-

dens exponenh 1n serie _D aeq’uahs 531'131

E"'a—“z"(f' )+ (___ —)
1.3.5
— ——a_ = te.
24.6 (d . : + et .
Quodsi jam summa seriel £ ponatur =P, dlCO sumMmam
seriel 4 esse — —» unde sequitur summam seriel

92— 6 4 2% — 120 4 ete. esse — 1 (iz—{—%—}—% -+ etc.)-

Es ist aber auch die series 2 — 6 - 2h — 120 - efe.
sleich dieser 1 —2+4- 9 — 48 + 300.— 2160 4- etc., m wel-
cher alle termini, affimative considerati, diese legem pro-
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gressionis haben: Sit exponens terminorum n — 2, terminus
illi exponenti respondens A, summa omnium terminorum
usque ad terminum 4 exclusive = §, erii terminus sequens
B—=nAd+ 8. Si v. gr. dato termino tertio — 9, quaeratur
quartus, erit exponens termini dati n —2—23, n—=35, et
summa omnium terminorum praecedentivm 1 4-2=3 = S,
ergo terminus quartus —nd + S =5.9 43 = 48. Die
summa dieser seriei aber wird nach voriger Methode also

. . 2 . 13 : _
exprimiret 1: (1 —l——-—\— 51 ete.), allwo die ersten drey
termini des numeratorls viel weiter gehen als in der vor-

her angegebenen summa, ohngea(,htet beyde summae einan-
der gleich seyn miissen.

Goldbach.
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LETTRE LXXXY.

EurLer 2 Gornppach

Soumaine, Tables asironomiques pour le soleil et la lune. Béponse & la lelire
priécédente,

Berlin 4. 28. October 1745,

Ew. hatten vergessen in Dero letztem Schreiben das Datum

‘heyzusetzen, daher ich eigentlich nicht weiss, wie lang ich .

dasselbe unbeantwortet gelassen, denn da ich anjetzo end-
lich neue iabulas astronomicas pro Sole et Luna zu Stande
gebracht, so habe ich seit eciniger Zeit so viel mit Rech-
nungen zu thun gehabt, dass ich an kein Briefschreiben ge-
denken kouonte. Nunmehro bin ich zwar fertig, allein wenn
ich der Herren Pariser Astronomen Gutachten und observa-
tiones dariitber werde erhalten haben, so diirfte darin noch
hin und wieder etwas zu indern vorfallen.

Aus meinen formulis fiir die curvas, quae radios e foco
emissos eodem reflectant, wird das spatiom CR (Fig. 16)
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sehr leicht und kurz ausgedruckt, ungeacht der caleulus, um.
solches zu finden, wie Ew. angemerket haben, ziemlich weit-
lauhg wird. Denn, wenn ¢ eine solche Function von ¢ an-

 deutet, quae posito — & loco + i ipsa in sui negativam

— p abeat, so ist

S
(B e )Y
und fiir das punctum N _
: CQ = - u(a-—v)__l_ﬂdugcc— uu}_{_u:{;iﬂ(i::t;;).
Q= (i 2

Wenn man nun diese expressiones in ‘aequatione
CR—CPIQ+MP.CQ
— T HPY-NQ
92cdv
du-
dieses spatium in keinem andern Fall constans sey, als wenn

» woraus erhellet, dass

substituirt, so findet man CR—

¢ — au, woraus die ellipsis. entspringt. Wo aber die appli-
cata maxima sey, lasst sich generaliter nicht bestimmen, noch
zwischen dem Ort derselben und dem spatio Cft ein Ver-
haltniss entdecken.

Ew. héchst sinnreiche Methode alle series divergentes in
convergentes zu verwandeln, indem Dieselben demonstrirt,
dass, wenn

5§ = a+n(b—a)+ ( —2b - a)

nin—1(r—2)

+ (d—3c+_3b—-a)+etn.,

E R A S Gt )
+n”£?:iirj)(:m2) (“J“""g‘%‘%“%)ﬂ—_-etc.
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ist mir sehr wohl bekannt gewesen, und dieselbe weiset

freylich ganz klar, dass keine series so divergens seyn konnte,
deren summa mnicht immer durch eine seriem convergentem
ansgedriickt werden kénne. Diejenigen aber, welche die di-
visionem praeposteram nicht zulassen wollen, werden hier

ebenfalls Einwendungen machen, dass man supponire, man

komme zuletzt auf differentias constantes oder evanescentes;
allein alle dergleichen Einwiirfe werden durch meine ob-
gemeldte definitionem summae cujusque seriei leicht gehoben.
Fir die seriem 1 —1 4 2—6 - 25— 120 4 etc. findet
man auch auf diese Art bald den valorem prope verum.

Ich glaube aber, dass es sehr schwer seyn wirde, auf diese

Art den valorem summae nur auf —— enan zu hestimmen;

1000 8
denn, ungeacht anfinglich die termini seriei conversae affir-
‘mativi werden, so kommen doch auch bald negativi zum
Vorschein, und alsdann nehmen auch die termini nicht mehr
merklich ab. Auf die von mir letzt iiberschriehene Art aber
hat man die Approximation in seiner Gewalt und kann
die’ Summ in Decimal - Fraciionen so weit genau finden als
man w1ll

E_uler.,

T
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LETTRE LXXXVL

GD‘LD-BAGH A Evren

‘Somusiar, Courhe .,aloptuque Spéculntion sur les nombres 2 el ¥'2., Nouvells

5er1e

St. Pei.erslmrg d. & Nov, 1744.

Aus dem spatio CR(Fig. 16), so Sle_...

die apphcala maxira ohne Schw1er1gkelt hestlmmen, wenn man

gefunden lasat sich

CR
selzet CP— -5 und den valorem z, per a et c expressiymn,

in der formula PM substituivet, wobey denn merkwul_‘dlg'
- ast, ds_lss die quantitas z, wenn das differentiale ipsius

PM—0 gesetzet wird, denselben valorem haben muss, den
es ex aequatione CP :% bekommt. Iugleichen, wenn man
den radivm MR suchen wollie, welcher perpendiculariter
ad axem reflectivet wird, so miisste (weil alsdann die puncta
P, Q et R in eines zusammenfallen) die quantitas z in die-

sen dreyen aequationibus CP=CR, PM=QN und CP=

T

Py

T 0 TP T T

TR Py

TR AR R A T e R S 2

i SH A b e L L s My B P s

B
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CQ einerley valorem haben. In dem casu, ‘wo v == u° finde

ich aus der aequatione PM — %E, Qu®——3cen—a—20

5

und i _ . .
nd in demselben casu, wenn v —=u?, finde ich, pro radio

~perpendiculariter ad axem reflexo, aus der aequatione CP—

1
— a—f—ﬁc E)
- CR, M——-( ° ) > welcher valor von u dann anch aus den

an'd_ern beyden aequationibus PM — QN und CP =CQ
herauskommen‘ muss; so ich aber lieher glauben, als mich
durch die Erféhrung davon convinciren will. Ich werde
auch von diesem" genere curvarum einen bessern Begriff be-

ko " mi §
mmen, wenn Ew. mir melden wollen, durch was fir-

Linien die quantitates constantes ¢ et ¢ item die variabilis «,
seorsim consideralae, in der curva exprimiret werden; in-
dessen kann ich beweisen, dass die curva in allen Fallen
contradictoria wird, wo ¢ eine solche functionem ipsius z

dv
andeutet, dass rosser wird du
2 a +“' 8 2 als . -—]—~u
Weil kein Zweifel ist, dass in dem numero 2150, o

o 10000 ..
die circumferentiam civculi data diametro 1 exprimiret, eine

‘]ede.von den Ziffern des numeratoris ihre Plitze nach einer
gewissen’, obwohl sehr schweren und undentlichen Ord-
nung einnimmt, und -ein grosser Theil dieser Schwierigkeit
aus der Abwechselung von zehnerley Ziffern entstehet, so
kénnte man wenigstens diese letzlere- sehy erleichtern, wenn
man setzte circumferentia —

a- b ¢ d
m a , b _ o
+ 10 + 100 + 1000 + To000 T etc.s

allwo m pro lubitu so angenommen werden kann, dass cir-

. 1
cumf. — m <5 hernach aber ein jeder von den nume-

ratoribus a, b, e, ete. entweder 0 oder 1 wirde, welches

e
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allezeit méglich ist. Wenn nun solchergestalt die series,
deren numeratores alle entweder .0 oder 1 sind, auf eine
gewisse Anzah! von terminis continuiret werden, so stinde
zu versuchen, ob sich nicht unter diescn 0 und 1 eine ge-
wisse Ordnung zeigen méchte? Dass ein ordo numerornm
circulanfium herauskommen sollte, ist zwar nicht zu ver-
muthen, weil sonst der ganze numerus rationalis seyn misste;
es kann aber nichts desto -weniger progressiones non circu-
lantes geben, die eine offenbare Ordnung halten, als
04140-40+1-0+04 04 14 ete.
und unzihlige andere. Wenn nun, in praesenti casu ein
ordo certa lege variabilis entdecket wiirde, so glaubte ich,
dass die quadratura civculi in numeris decimalibus noch viel
naher gefunden wire, als es nach der gewshnlichen extrac-
tione radicis moglich ist V2 zu finden. Man kénnte auch

.. b o4
1/2 50 exprimiren %—\— - +"Z_+F -+ etc., dass a, b, ¢, etc.

‘allezeit 0 oder 1 wiirden, und hier sollte ich fast glauben,

dass sich bald eine Ordnung zeigen méachte.
Nachfolgende series scheinet einige Attention zu meritiven

1 1 4 1 1, 1 1
123 ' 27 ‘tissEsE T tTiaean s "

' i 5 g 1 691 o

T i 8 ? ,+1.2...10.11.23_'210?T.

Goldbach.
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LETTRE LXXXVIL
EvLER a édLDBAGH.

Soswaine Beéponse & la précédente,

L . . Berlin d, 50. November 1745, .

— — Ueber das problema catoptricum nchme' die Freyheit
Ew. meine Solution hiemit zu dibersenden, deren analysis
alle Umstande hinlinglich erliutern wird*). — Ew. Vorschlag,
die Expressmn 3,1815926535 efc. anf eine bequeme Art vor-
zustellen, dass daraus zugleich die lex PI ogressionis erhelle,
Tauft darauf hinaus, _dass man eine bekannte Zahl m aus-
findig machen soll, deren Cyphern in infinitum mit den
obigen entweder einerley oder nur um 1 kleiner wiren,
denn solchergestalt wiivde der Rest #—m durch eine sol-
che Decimal-Fraction ausgedriickt werden, deren alle Fi-
guren entweder Q oder 1 seyn wiirden, Ich sehe aber noch
keine Methode ein, wie man nur zur Erfindung der ge-

*) Voir ci- dessous.
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méeldten Zahl m‘gélangén kénnte. Ich wollte also vielmehr die
Differenz 7 ~ m' als bekannt annehmen, als =z Exempe]
7 —m =10,01001000100001 <tc. so wirde -

m == 3,13158265258978 ,-
und niun missté man selien;- ob diese Zahl durch eine ex—
pressioniem irrationalem finitam ausgedriickt werden konnte.

Ich erinnere mich auch schon einmal einer gewissen .
leichten Operation Meldung gethan zu haben, wodurch man

Zahlen bekommt, deren Werth vielleicht nullo modo in

finitls ausgedriickt werden kann. Ich verfahre néhmlich wie
in der ordiniren Division, nur dass.ich bey jeder Operation

den divisorem uvm 1 vermehre, Wle aus folgendem Exempel
zu erschen:

1Fgoo00000‘00000‘0000000|046!»7827zp3907639
2[10

3[20
3[s0
6[50
7120

15|60
16[150 .
ete.
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Wenn nun diese Zahl 0,464782743907639 etc. zur Pe-
ripherie des Zirkuls eine bekannte Verhiltniss hitte, so
hielte ich die Peripherie so gut als gefunden, indem dieselbe
mit leichter Mithe auf so viel Figuren, als man immer
verlaﬂgt, gefunden werden kénnte. Man kann auch hierin
auf unendlich vielerley Weise variiren und die divisores
nach Belieben verindern.

Nach der arithmetica dyadica wird /2 folgendergestalt
ausgedriickt gefunden V2 — 141521356236, so operire
man continue duplando hinter der Verticallinie folgender-

gestalt:

1421356236

1

0 | 82842712472
1 | 6568542594k
1 | 31370849888
0 | 62751699776
1 | 25483399552
0 | 50966799104
1 | 04933598208
0 | 03867196416
0 | 07735392832
0 | 15468785664

Ihie vor der Verticallinie herausgekommenen Za.hlen 0 et
1 geben die gesuchte fractionem dyadicam, nehmlich

V2;1,0110101000001001 11100110014001411411001,

worin sich aber keine lex wahrnehmen lisst.

Die von Ew. iiberschriehene series ist allerdings sehr

merkwiirdig. Dieselbe kann folgendergestalt generaler aus-
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gedriickt werden: Es sey die tangens dieses Winkels Al 90"=¢,
. n
so wird _ : .

L 1 1

1 1

Lot A ey e, 11
Ini —1.2.322 2 °F ""1.2...5:;4 & +1.2...1u6'”€”

_ A et
Setzt man nun n==2, so kommt Ew. series heraus.

Fuler.

" {Mémoire annexé a cette letire)

Solutio problematis in Actis Lipsiensibus

A ATh5 propositi.

Circa datum focum C (Fig. 17) describere curvam 4EBF,
ut omnes radii ex C emissi post binas reflexiones in Met N
factas, in ipsum punctum C revertantur.

. Lemma 1. Determinare legem reflexionis, quam radi

ex puncto C (Fig. 18) emissi ad curvam quamcunque FMm
patiuntur.

Solutio. Consideretur radius incidens quicunque CH, et
ducatur ad curvae punctum M tangens M7, in quam ex C
perpendiculum “demittatur CT, cui parallela MR erit nor-
malis ad curvam. Sumto igitur angule RMO —=CMR, erit
recta MO radius reflexus. Ponatur CM =— z et angulus
CMT—g¢, erit (posito sinu totoc — 1) CT —z sin ¢ et
MT—zcosg. Ac demisso ex T in CM perpendicule TS,
ob ang. CTS = CMT = ¢ erit CS—=zsin?¢p et TS —

z 8in ¢ Cos ¢. Jam ducatur radius proximus Cm—z + dz,
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eique conveniens reflexus m 0o priorem radinm reflexum
MO secans in O, erit O punctum in caustica. Centro C de-
scribatur arculus MK, et cum in iriangulo MNm ad I

vectangulo sit m N——dz, et angulus MmN —= ¢, erit mN =

. d i :
dz—=Mmcosg, ideoque Mm=—"" et MN— 4259 inde -G
cosp cos ¢

angulus MCm— dz Sin: + In puncto m ducatur pariter tan-
gens m¢ ad eamque normalis m R, erit angulus Cmt—=g¢ dp; -
at est CmT—“CMT———MCm:c_p—d“m‘p, unde fit

. .ZCOSp
Tmt=MRm =dg +‘ch1§ Porro est RMO—CMR —

90° -g; et Am0—=90°— ¢ — d¢. Quare ob Mom —
RMO+-MEm —RMO+4 MOm, fiet MOm =

RMO+-MRm—RmO=90°—p-+dg +d“‘“¢’_.9oo+(p+dq,,

% COSp

seu MOm =2d¢ + 429 Centro O describatur arcilus

Z Cos5p .
mn, et cum sint triangula MNm et mnM ob ;mgulos ad
N et n rectos, et mMn — MmN aequalia et similia, erit

Mn—mN=—(dz et mn:IVIN : di:m‘p Unde bhahebitur

mn

quoque ang. MOm—"——_Qd —[—

X L "1t
2o ,el quo, erit

0— TIL.D COSP . sdz sing
mv— 2zdpeosgf-dzsing ™ 2zdypcosp - dasing

Sicque ob m O = MO habemus radium reflexum
T zdz sing ‘
MO= 2zdp cosp 4-dzsing ’ Q E. L
IL. Coroll. 1. Cum sit angulus
_ dzsing ﬂquo‘c_asq;-i—dz sinp
MOT]’L 2d(p+ £C0S @ 7 % COSQ

2sdp sing cos dzsin®
evit MOm — =52 i L
z5inE cosp

At hujus fractionis nu-

— M3 -

meralor est differentiale ipsius zsin®g —=CS, unde ob

2 §in.ep cos p—=T8§, erit angulus MOm = JFC;‘E

L. Coroll, 2. Quodsi ergo vocemus CS—r et‘ TS = §,
erit angulus M Om:iln Tum vero erit CT=V(rr 4 ss),
MT=2V(rr 4+ 'ss) et CM = z:'"_.’”“’".‘; unde dz="dr
+2sds ssdr

erit mn—

. Hine ob sin = _1/0 r+ss)

. et cos cp "'"V(r:—l—ss)
dzsin qp rdr

dr _mn_
g =5 +2ds _'T’ atque MO on=
2s5ds 55 Lsds rr—ss.

+dr T+

-1V, Corc_)ll. 3. Ponai_:ur radivs reflexus MO — w, erit

'pl'oximus mo—w-|- dw, et particela Oo erit elementum

curvae causticae. Wst vere Oo=—mo—n0= ino— MO -+
Mn—mo — MO + mN = dw -} dz, ideoque longitado
curvae caustica€ erit —w 2+ C—CM+ MO+ C, wi
constat. -

V. Coroll. k. Retentis autem denominatoribus CS—r et
TS—=5, quarum relatione natura curvae EM definitur, erit

smMCT:]/( P )et cos MCT:V(rr+ss) Quoniam vero

est CMO = 2CMR—=2MCT, erit sin CHO :——2+ et

€05 CMO_: :r_ﬂ- Unde cum in t-;iéh'gulo CMO dentur

r-4ss
latera CM et MO cum angulo intercepto CMO, Yertium latus
CO ejusque positio determinabitur.

VL. Lemine 2 Invenire relationem inter bina curvae quae-

sitae puncta M et m iFig 19) ad quae radins ex C reflexus

ecodem revertitur.
Corr. math. et phy:. T I ' 29
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Solutio. Emittatur ex € radius CM, qui post primam re-
flexionem in m, hincque secunda reflexione iterumi in C
reflectatur. Manifestum est ejusmodi proprietatem reciprocam
inter puncta M et m intercedere, ut radins quogue secun-
dum directionem Cm emissus post binas.reflexiones in m et
M factas in C revertatur, Ducartur e ergo.ad M et m tangen-
tes MT et mf, in guas ex C demlttantur purpendlcula LT
et Ct, atque ex T el ¢ porre perpendmulares TS et £s in
radios CM et Cm. Jam nonatur ut ante CS—r, TS —s,
atque Cs_.R et ts—— S8, quia haec linea in Paltem op-
positam cadit. Sitque O Punctum in caustlca Frit ex ante

inventis
CT=Virr+ss), MT= .Ct_.: V(RR + §§), mt—=
-}V(rr—i—ss} et CM:'#S- —_% V_(RRJ"_SS)
et Cﬁi:ﬁﬁ—-l_ﬁ )
—_ 2rs —
sinCMO— rrofss’ cosCMO— | smcm(’)_R;iSSS,
ﬁ ' ' oS, CmO:H
ﬂdo_‘lsdtfs_i_rr:ss m -—QE;S—FRR SS

Ex C i Mm demittatar Perpendiculum CV, eritque

CV=2s, MV:""":” CV——a8, mV— RR;S.:_;
OV“_—.MV——M-O:_'_?:%I& OV—mO—szzzis
_251/(dr1+d52). . ) i : QSI/(d_RE_{_ng}
CO__T—’ CO=— 7
d R AR .
tang COM=75; tang COm = —

Fx quibus colligitur fore €/ —2s ==+ 28, ideoque S==—s,
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sen 18— T'S. Deinde OV:H'?I::‘“ : QASE-‘S: ergo, ol) S§—=—s
et dS—=-—ds, fit -—-%:E% atque dR + dr—0, unde

integrando oritur B+ r—=2a; ita ut si ponatur r—a-o,
fiat RB—a—v. Cum igitur ex puncto M reperiatur punc-
tum ipsi ex reflexione respondens m, si valor ipsius TS —s
statuatur negativas, hocque facto valor lineae CS —r—a4-v-
abeat in Cs — R — a — ¢, manifestum est guantitatem o
e_]usmodl fore functionem ipsius s, quae facto s negativo ipsa
m sui negatlvam abeat, cujusmodi functiones equidemn im-
pares appellare soleo, quia potestates imparinm exponentium

ipsius s hac proprietate gaudent. Si-igitur swmatur ¢ hujus-

modi functio impar ipsius s quaecunque, statuaturque TS=s

et C8—a | v, habebitur carva condiiioni Problematls sa-

tisfaciens. Q. E. I.

VIL Coroll. 1. Omnes igitur curvae problemati satisfacien-
tes ia erunt comparatae, ut sumta pro v functione quacun-
que impari ipsins, s, sit TS—s, CS=a+ v, CT—

V(ss—+ (a+ 07, MT:M, 7 - L
(ss 4 (a+017) o CH=at-v+ 7

VIII. Coroll. 2. Positio autem radji reflexi Mm ita definie-

o ut sit sin CMO—= 2098 s oy o @Y —ss

ss4-(a+v)® — @te+ss
. ‘2sds 5s . s
. MO de + —l» 4 i ubi G est punctuny’ m cau-

stica, unde longitudo curvae causticae erit —CM+-MO=*C
=2(a+v) + 28 4

IX. Coroll. 3. Si porro éx C in radiem reflexam Mm

demittatur perpendiculum CV, erit CV=2s, MV —a-|-v
£5
— s OF =

—Bgds

a-f-v dv

, CO= V4D ot tamg CON=2%.

x
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X. Coroll. &. Pro altéro autem reflexionis puncto m
erit fs—— s, Cs—a—v, Ct—= V(ss +la— ), mt=—

. -—-ST/(SS'-‘“(‘Z'—V)?) at Cm:a e {7 + f-:—‘s_p" atqqc
a—v

— Osds 53
ml—= ——+a—v—_——
’ ‘ ' Lass
unde 'tit radius reflexus totus Mm—=2a— - am oo

XI. Problema. Dato puncte C invenire omnes curvas
AMB ita comparatas, ut radii ex C emissi post duphcem
reflexionem in idem punctum C reﬂectantur.‘ ‘
 Solutiv. Consideretur radius quicungue CM (Fig. 20] duc-
taque fangente M T et ut ante rectis CT et TS, vocctur
TS=ys et CS — a 4 v, habebiturque curva satisfaciens
dummodo pro ¢ capiatur functio impar ipsius.s. Il-l radio
ergo reflexo M (M), qui causticam in O tangat . erit

sin CMO = 28ED%, cop MO =S5,

ga-}-v)‘—]— p)2+5—_5
5§
CM=a-+v—+ =0 MO_28ds+ a-v— ot
CO - M atqueé tang COM—%

de
His praemissis sumatur recta quaceunque. per C ducta,.AB,
pro axe, {uae radium. reflexum M (M) in B secet, sitque
angulus CRM—@®. Cum igitur pro_altero reflexionis puncto
(M) iste angulus fiat CR (M):m— 180°, tam_sinus quam
cosinus anguli @ fieri- debet negativos, si Punctum M1 1‘n |(M)
transferatur hoc est si s fiat negativumn Ponatur igitur

cos w_—; erit sin o __._—1/(—”-;—_—@ et dm_..;/-(c—d'Lj- debe-
bitque u esse funt.tm impar ipsius s, ut posito s ne.gatlvo,
abeat in — »: hocque casn quoque V(cc — uu) ob signum
~radicale ambiguum induet valorem negativum. Ducatur ra-
‘dius reflexus proximus mOr, erit Crm— o -} dw, ideoque

kl

— W — /
do ::M Om. At supra (§II) invenimus dngu!um MOm—
a:r =~ ob r—a-y, unde fiet dw—— —7@?—?—_—:;5 erit ergo
s= '_dw;({f""u Qula 1g1tur pro altero puncto reflexionis

(M), ¢ abit in.— o, g in — ;e 17/ (ec— uu)in ——nl/ (ec—uu),
uti z erat functm 1mpar 1p51us s, it nunc’ vicigsim - tam- §

quam ¢ erunt functiomes 1 mmpares ipsiug u. Jam in trlano‘ul'o '

CRM, ob omnes angulos cum latere CM —a—+-v +

@ 14
a0} du,fc(c :_"3‘) datos, erit sin CRM: CM—=sin CM?)— CE
seu CR= C’::‘g;j:;'o = suni’p};M V(c:szau) — -4‘2{:::{0, ob
5= :Mg:{—ﬂ Slcque' erlt CR— —i:*dp) quae pro
puncto (M) enndem retinet valorem l;ltl requiritur. Deinde
erit RV — _3::‘?‘_’,. hincque MB==a4-¢ — E—:i-—u — Q—I;:—fﬂ =

2udv  dv®(cc — nu) . .
¢+ v— a T R G Demittatur nune ad axem 4 CRB

applicata M P, erit MP—=MR sinw—
2udv  dy¢¥(ec — wu) ';/(cc — L)
R
ubi ex signo radicali l/(cc —_ uu) patet axem ACB simul

fore curvae diametrum orthogonalems. Tum vero erit

_ ) _ulatv) 2undo udv?(ce — reu)
RP—MRcoso— — —

‘ cdn T iduE(atwy
et ) . '
. CP _ udo? (ec — ur)  2dv(ce—uu) u.(a.—]—v) _

" cdu® (a4 o) edu T
Positis ergo coordinatis mthogonahbus CP__m PH—y,
si- Pro v capiator functio quaecunque impar ipsius %, omnes
curvae problemali satisfacientes in sequentibus formulm con-
finebuntur :
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L -—u{ﬁ—kv} 2dv(cc —rnu) A4 ud02(cc—uu)
- P - cdu cdu*(a4-v) ?

Qudy dvz(cc—uu) 1/i'cc-—uu).
f—( +V_' du T duf (av) e

v?(ce—uu)

Unde fit CM—a v +W S8i ergo pro v capiatur
functio algebraica ipsius z, curva 'qﬁoque erit algebrcjdca.
Sicque tot, quot libuerit, curvas algebraicas exhibere licet.
Q.E.L

XIL Coroll 1. Ad statum -figurae expedit quantltatem v
stmi negativam, quo facto erit per formulas hactenus in-

ventas:
udv? (ce—uw)

—u(a— 24 —un
CP=x= ( V)—‘_ V(cc )+ ¢ du* (a —,
:—u(a,—v) (i _"_.du(c(;—uu—{—(.‘l/(cc-—uli))

udu(e —v)
L dv(ce —uu—cVi{ce—uun))
(i T udu(a—v)
oA , Jude dv? (cc—un™ V(e —uu)
le:f: G T du*{a—v) ¢

— (a G —dz:3dp) (a . (c-|;1;) a’.p) =5c(z: :)u)

dv? (cc—uw)

du*(a—v)
factisque « et v itemque V(ce — nu) negativis, hae formulae
praehebunt alterum reflexionis punctum (M),

CHM=z—a—v-}-2

XIm. Corofl 2. Reliquae autem lineae et anguli in figura

dev (cc—-uu), CS—r—a—uv,
du .

) 8 ede

CT=V(rr + ss) et MT — - Vi{rr + ss), CR— —=

'MR—a_p+“@;fi@:ElacmcRM:—

di duz (a—w)

2dv¥(cc—uw) RV — 2ude

expressi erunt TS = s —

Slll Cﬂﬂfl——}—(i-_—ul—‘) POI’IO CV'_' —-T—‘J “W.
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XIV. Coroll, 3. Caustica autem, in qua punctum 0 existit,

5s Asds

ita definietur: Cun sit MO:a—y—-Hu_u—»— et MR—"
L Qude 5 . ‘
a— ——— 3 erit
du a—v . .
2sds | Tudv __ 2dsV(ce—un)-dude
RO= dv + de — du .
',_a’v';/(t:c--uu)_ N __2ds(ec—uw)+2ude V(oo —uw)
ob s == —————: hincque OQ_ i
et RQVZ'luds'l/(cu—-uu)-{—?.uudv 'ideoque
cdu

ey "(cc-—-uw)dv—-fluds‘l/(f.c—uu)
CQ_'_ cdu

Tum vero longitudo curvae causticae

—9 (Cl ) ids'}/g.‘:ﬁuu) -+ C

XV. Coroll. k. Totus vere radius reflexus erit M( M)W

lass _ dvV(ce—uw)
2a— ———- Quare ob s = T’ erit

du? (a.a.—vv)

Proprietates ergo barum curvarum sunt sequentes;:

XVI. Cum recta ACB simul sit curvae diameter, ita -ul
pars AMB aequalis sit et similis parti 4 (M)B, bini verti-
ces 4 et B reperientur, faciendo y—0, quod fit si vel
u—c vel —=—c. Quibus casihus, ob angulum CRM vel
= 0 vel =180°, axis 4B ad curvam erit normalis. Fial
ergo primo u=——¢ 51tque v==e, erit ©=—a+e, ideoque
AC—a—e¢. Deinde sit n——c¢, erit v—=—e, atque 2 —

n e, ita ut pro altero vertice B sit BC““a—|-e unde to-
tus axis transvevsus erit 4 B —2aq.

XVIIL. Fieri interdum potest ut applicata y aliis quoque

Qude r!y"(cc—uu) 0,

casibus evanescat, scilicet si g -— v 7 T
12 u. a— v
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. L : d d - dv a—
quod evenit si a — V'——';-—: + 222 IP Hoc est 51d— _—*T_f;
Hoc autem casu erit @ — - o
—u(a,—u) +‘2(_—L—c—|—u)(a.—-v) w(retu)(a—v) _ 2e(@a—v) Ecdv.
+ e(+e—u) T Fe—u T du

Quod51 ergo hu_]usmodi €asus locnm habet erit simul CP —CR,
quod quidem facile patet. -
XVIIL Quantitas applicatae CE in ipso- foc-n C innotescel

ponendo x— 0. .Fit autem & — 0 si

do{ec—uu—+c¥{ce —un)
g — p—Poleemuteicc—uu)

ndu

| H . 2ed —
Hoc autem valore substituto fiet CE— y:%{‘jﬂ

dv (V{ce—uu)+cyv(ee —uw)

udu

qui valor prodit, si e —p— sen s1

dv 'l/(cc—uu) &—v -(a—u)(]/(cc--uu)_.'_c) — N
udu T Viee—uuytec T ! nn Ellt er 20
quoque CE—=2 cla=)Vies—un)3e)

uu

XIX. Si quaeretur locus, ubi axis reflexus M (M) ad axem
AB fit normalis, is reperietur ponendo angulum CRM rec-

. . 2ede
tum, sew z — 0. Hoc autem facto erit x — - el y =
: © cedy® . - P . .
— — '0 v est functio lmpar ipsius z
@V Quia vero par ip s

posito u=—=0, erit v vel =0, vel = co.
"~ XX. Denique ex formulis inventis maxima curvae appli-
cata PM facile definiri poterit. Cum enim tangens in M tum
sit axi 4B parallela, triangulum CMR erit isosceles, ideo-
"que CM— MR, hinc autem nascitur haec acquaﬁo:a
. 2
— + av*(ce—uw) __ a_v_‘_‘l:;iv dv*(cc —rnw)

Tdut(a—vy T e (a—v)
seu haec uj: p— ‘%::)u) Hoc ergo evenit si vel %': 0,
el du o ::1_—;2 Priori ¢asu quo ‘%: 0. rc;ri't p—EETH
et y‘:(?1')1/-(‘:“;“”)~f Posteriori casu qﬁo;—: — ;E(“E:J?E’ erit
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-Bfﬂztc(i:: el y= DN atque - CM — MR —*2¢=9)

— VY{ce— uu) ce—uu
—¢cdv . edeV{cec— - —cedy
SN T=—my y = ""—‘;qu—— et CM—MRT udu

XXI. Exempl. 1. Sit v—=u; haec enim positio ob rationem
q: c mdetermmatam aeque late pat@t ac v nu; eritque

Ted
CB —:ZT;_QG Punctum ergo R, in quo radius reflexus

M (M) axem trajicit, est’ ﬁxum et caustica in punctum abit.
Unde manlfestum est curvam fore sectionem conicam circa
focos € et R deseriptam; cujus axis transversus sit AB—2¢ -
et distantia focorum CRZQQ Lineae autem in figura ex-
pressae ita se habebunt: -T\S — s — V(cc— uu), CS—a—

CT=V(ea -+ cec — 2a—u) HT= Vccc_uu)(m_l"“‘_mm)

a-—Hu.

CM — u+cc——1u:. a.a.——ccﬁ-—r—ﬂau, MR:a+u_ec+u1L

&4—u a—u

ga—c

— — s idecque CM | MR—2a—4B. Porre est CV=

&€ —

2V(CC-UM) RV —2u alque ob sin: CRM'—V—_.(“:’“‘) et

cos CR]"I_—, (-3111'. P_M—(““"““‘) V(cc-—-uu) PR__(a:a—cc)u
e(a—u) - e(a—w)

et CP — Qacc—(a.a—f—cc)u_

c{a—u)
AC=p—¢ et BC—=a-¢, an vero alibi quoque applicata
Y evauescat indicat aequalio ¢ —y— + ¢ —x, unde nisi sit

a—=xe¢ -quo casu fieret CR— AB, hoc evenire nequit,
Si CP_O fit w— '+ s 1deoque CE——M+M l/(cc-—zm
EG—GC

———_—"+ In puncto R fit radius reflexus ]l[ (M) axi nor-

Vertices sunt n 4 et B ut sit

malis. Applicata denique maxima habebltul 81 VBL—"‘ 1—=0,

au—uu ..Cﬂ
» hoc est si u— —3 unde

quod fieri nequit, vel si ==

fit x—=e, f:]/(aa;cc)‘ et CM— MR— ..



s = V(cc — uu), erst
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XXII. Exempl. 2. Ponatur v— =, erltcg-__——u—u- Si .1g1tm‘
. ’ ce die” ce

cos CRM =2 et sin CBM;'—_V(M—M), it CR= 1.

5uu

Porro erit TS — s V(cc —uu), (8§ —a— @ et
cC

91:.‘*(cc—uu) a,a.c'* —2aceu® 4 9cout — gub

wd
CH=0—" 4

act—ccud - T ce(zec—ud)
atque
- 5u®  gut(cc—uu aactf-bdaccu® — 9ecut L+ 4ub
MR=—q+ 32 WComu))  saclihacon’ - 9ooulf
ac* —ceu - ce(ece —ud)

cclace—u®) ec

: ideoque CH -+ IHR:Qma,c*—{—‘laccua —&ud ‘2aéc+f|'za3. Axis

hojus curvae ut semper est AB—2a: ad vertices autem in-

veniendos ponatur u— ¢, erit v — e—e, ideoque AC=
a—c¢ et BC—=a+tec Utrum autem alihi quoque apphcata

acc—-ua

y evanescat, patebit si 51t T = ST,

sen ¥ Jennu—2u°

—ace. Quoties ergo haec aequatio radices habet reales ejus-

¢ . " © Gun .
modi ut sit # < = ¢, abscissae r—— applicata respon-

debit evanescens. Applicata in foco C est CE ::E;—L ]/(c e—uit)

ace ~ 1 du

existente — = — (Ccec—unx (!V(CC — MZL)) sen
ce cc . .

ace—3ccu—~+2u* = 3euV (ce—uu) vel bu® — Jecut
+kaccu® —6ac*u-+ cac* = 0. Radius vero reflexus M (M)
axem normaliter secabit si sit w—0, quo casu fit z=—=0 et

_y — a: Deinde cum applicata maxima sit uhla—l—;_:{), hoc

est ubl 2 =0; erit hoc casu =0 et y =ua. Deinde vero

. Jun u(ucc—u )]

quoque est maxima SI-E? > hoc est si 3ceuu

—Qyt = accu, unde fit vel =0, vel 2u® — 3ccu 4 ace
— 0. Caustica autem hujus curvae ita definietur: Cum sit

3
— 8= V(cc——uu) - Su

T ee ccV(eec—uw)

-~
T ce(ec—un)

KETR!

4

[ o -

-

— 353 -
- — oy 12¢ccw — 18ud 61 Ll 'I‘Ila(cc—znuj
(ﬂ_u._; erlt BO _— _c___......._ - f =
TTeeV(ec—uw) ce ¢ cc
12u{ce — uiw) Viee — uu) . 12uufce — uw) ‘
—_—_ unde
0Q = _ o8 > R Q 3 A’ -
: —6eeun - (2ut . .
CQ= -t U gy CQ=p, QO —q, et
' Guu(‘luu—ac) 121&({:3—1&1&)3 2
— P tg— s
Qi :
Sit angulus CR M_ @, ent— = cos @, phaduintitd cc:cos 2a,

V(ce— uu.)

— sin' @, ideoque. p — 6¢ cos’w .cos 2w et
¢

g — 12¢ cos @ siu S —6¢ sin® o 511]260

. " tsng Yo
unde L — tang*® @ tang 20 — ———g—»— Vel cum sit
P o 1—tng*a )
14cosTw . 1 —cosle
costem — i2—~ et sin 2w — —

erit p—=3¢(1+cos20) cos2m et g—3c (1 —c632m) sin 2a,
Erit ergo cos® 2w }cos 260:3% s iF{eoque
i 1
cos 2m:—?il/(?—|—%) el
.0052203:%—[—3%_—*_1/(%—*—:%
unde '
sm2oJ“—]/<—~—,— +V( + 4 ))

Ergo prodibit

q'—3c(2 +V( +3c)l/ 'c ))
Sit 1/( —[—;’)_...t erlt £ —m————{—tt et
S g=3e¢ (? — t) ]/(E-{«t—.u),

unde

'-99'___,'1_'7___ s a3t  Sp [(
o —16 g ittt L a 3 rmaks +
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quae aequatio ad rationalitatem perducta fit:

p*+2ppgg + q*'-{* 30epgg — 18ep® — Sccqq.
+198cepp — 2H6ep—0.. ... . . .
Fst ergo haec caustica Linea quarti ' grdinis . quae ex ae-

quatione

(ﬁc%:V(_9c¢+ﬂcm)1/(3c—,.Mi‘;/(acs—i—ﬂcm),,
N T4 Tt - )
non difficulter. construetur,

9=

‘Curva haec est tricuspidata triangulo aequilatero inscripta
uti haec figura adjecta (Fig. 21) repraesentat, et curva pro-

blemati saiisfaciens oritur, si filum huic curvae complit’:etur,-
alterque terminus in figatur, sicque per evolutionem fili

describetur.

e e R e .
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LETTRE LXXXVIIL

Gornsacw a Evren,

Sommarne. Problime de Ia courbe catoptrique, Sur les nombres 7 e Y2 Som-

mation d'une série,

' 8t. Peversburg 4. 28, Dicember 1745, -

~ Ew. sage ich fir die mir iibersandte ausfihrliche Solution

des problematis in Act. Lips. propositi schuldigsten Dank. Ehe
selbige noch ankam, hatte ich schon Vot mich ‘observiret, dass
) Dudp

(Fig. 47) CM+4 NR =2 (a o) — 2L und CN L N =
2(e—=v) 2;:50 (woraus denn folget, dass die drey latera trian-

guliCM -MN + NC= ka) undﬂ'flaf.ss MR = Ve—uww’ folg-
lich MR pur in dem einigen casu = P M, wenn z=—0;

obzwar generaliter wahr ist, dass ¥ R normalis ad axem

baag—xx “ : }
ka

Ich habe auch mnicht gefunden, dass Ew. den casum deter-

wird, wenn nar y = (abstrahendo a valore ipsius ).
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miniret, wenn das spatium interceptum CH ein maximum
wird. Die Solution selbst soll, sobald es Ew. verlangen,
zuriickgesandt werden.

Was ich von dem numero 31%15..., so durch 0 und 1

Zu exprimiren wire, geschriehen, ist allerdings unrichtig;
und misste nur von der arithmetica dyadica verstanden

werden, ‘welches aber auch allem Ansehen nach eine ver-
gebliche Mithe seyn wiirde. 7 o

Aus der Zahl, so /2 in: arithmetica dyadica vorstellet,
erhellet zwar noch keine Orduunb , es ist aber doch zu con-
mderlren, dass ein numerus ex lege non. circulante constans

per additionem alterius numeri civculantis so verstellet wer-

den kann, dass man nicht leicht eine legem darin entdecken
wird. -

Den  modum, durch divisores continue auctos einen quo-
tum non circulantem herauszubringen, haben mir Ew. schon
lingst communiciret; wenn aber der Endaweck nur blos
seyn soll, numeros certa lege non circulantes zu finden, so
halte ich diese Methode fir etwas weitliafig. :

Um zu sagen, dass Jemand die quadraturam cireuli in

numeris gefunden habe, miisste man, meines Erachtens,

zuvorderst den gradum facilitatis, qua ille numerus ab in-
ventore exprimendus sit, determiniren; denn ohne derglei-
chen Determination, diirfte man nur die seriem Leibnitii,
oder eine andere actu addiren, und ich glaube, dass man
in dieser Supposition mnach der Billigkeit die inventionem
quadraturae circuli Demjenigen nicht absprechen kénnte,
welcher den numerum 31415... eben so leicht als man ]/2
durch: eine wiirkliche extractionem radicis quadratae findet,
hervorzubringen vermégend wiire.

35T —

‘

Die in meinem vorigen Schreiben enthaltene series schei-

net Ew. schon vorher bekannt gewesen zu seym.

Wenn o den exponentem terminorum andeutet 0 lst

p031t0 termnm generali 2a%* die ‘summa generahs

= (2™ — @+ a4 1),
wiewohl hierin ausser dem a_i'rangément der formulae sum-
matricis nichts neunes ist. ' 3

Zu dem dortigen etahllssement des Hn. de Maupertuls,

‘welches ich aus den Zeltungen mit besonderer Freude ver-
‘nommen, biite ich demselben meine schuldigste Gratulation

abzustatten und wiinsche herzlich, dass die Consideration,
welche der Konig fir dessen Meriten hat, noch viel Gutes
zum ‘Aufnehmen der Wissenschaften nach sich ziehen moge.

Goldbach.,
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LETTRE LXXXIX.
EI;LER_;“:IZO'LD-B;CH. N

Sommaing. Recherches ultérieures sur le probléme de la courbe eatoptriyne,

Berlin 4. 25, Januar 1746,

-~ — Die Solution meines problematis catoptrici, welches
Ew. zu iibersenden die Ebre gechabt, ist vorher hier co-
pirt worden. Ich habe aber seit der Zeit eine weit kiir-
zere Solution gefunden, wobei alle in der Vai'igen be-
findlichen Weitliufigkeiten nicht nothig sind. In béygeﬁ'igter
Figur (Fig.22), da C das punctum radians und EMB eine
curva reflectens quaecunque ist, welche die vadios CM
und Cm nach MO und mO reflectirt: Wenn die curva EMB
gegeben ist, so kann fir ein jegliches punctum M das inter-
vallum respondens OR in axe CB nebst dem Winkel CRM
gefunden werden. Nun kehre ich die Frage um, und suche
die curvam EMB zu bestimmen, wenn eine aequatio quae-
cunque inter spatium CR' et angulum CRM gegeben wird.
Denn wenn dieses problema resolvirt worden, so ist es her-
nach sehr leicht das Hauptproblema zu solviren,

S —
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- Bs  sey demnach das Spatium CH —r, der Winkel
CRM=— ¢, sein sinus = s und cosinus = x, posito sinu
. d .
toto — ¢, so. dass ss fuu=cc und do == —ang. O

114

"Wenn nun O der concursus duorum radiorum reflexorum

‘\. .

proximorwm ist, so ist klar, dass dic particula curvae Mm

zu einer -ellipsi gehoren miisse, ‘deren beide foci in C und

O befindlich, und folglich wird seyn: CM+4MO—Cm 4 m0.
Man  verlingere also OM und Om in ¥ und ¢, so dass
MV = CM und m¢ —= Cm, so wird seyn O/ =0v und
die tangentes in M und m werden die rectas C¥V und Ce¢
bifartam perpendiculariter schneiden. Man lasse ferner aus
C perpendicula CS und Cs auf OF und Ov, so wird der

angulus §Cs —0—=dp = c—f—s-- Es ist aber in dem 'Dreyeck |

CSR, sin.tot. (¢): CR (r) == sin CRS (s): CS=" und -

RS :'?u Also ist S6:CS— deo C—:%{) 1 sin. tot. (¢) oder

rsdy _ rsds

Se— —
oo U

+ Da aber sds+ nwdu—0, so wird So—
:fc'flit- Nun setze man SV =, so ist s¢ —=¢+d¢ und
vs-— VS —dit: Da nun vs = Vo, so wird dt = So —
___"':_f‘.li‘ und also ¢— ¢ -— f%[i‘ - Aus der zwischen r und »
gegebenen Verhiltniss wird also die Linie /S —=¢ bestimmt,

ru

zu welcher wenn man addirt RS:—C, 50 bekommt man

ru

. ‘. , rdu udr
die Linie AV —a —— T =a+ f ——» welches noch
viel Lirzer hitte gezeigt werden konnen, da

ro—RV=dRV=Re="%,

4

weil Br—dr. Hat man also RV —=a -4 f 1‘} gefunden, so

Corr, math. et phys. 't 1, 23



