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Ich bin anjetzo auch mit dem Hn. Prof. Nicolao Ber-
noulli in Correspondenz gekommen. Diese hat bisher roulirt

- . . . 1 1 1
iber die summationem serierum i - oz +3m+ - etes

woriiber derselbe selr schine Reflexionen gemacht. Bei die-
ser  Gelegenheit habe ich demselben eine kurze Methode
communicirt alle differentialia hujus formae
J+BI+C£2+DI3+€HC.
a-[—-ﬁx—{—y.rz—]—ﬁxa-\—etc.
" zu integriren vel absolute, wenn moglich, vel ope logarith-
morum vel quadraturae circuli. Diese Methode bestehet darin,
"dass man erstlich den denominatorem in seine faclores sim-
 plices resolvire; weil aber 6fters einige'von diesen factoribus
imaginarii werden, so hatte ich angemerkt, dass da alle
factores imaginarii immer numero pares seyn miissen, die-

sclben auch so beschaffen sind, dass je zween mit einander
muliiplicirt, ein productum reale gehen. An diesem Satz
sweilelte nun letztens der H. Bernoulli, und glaubte, dass
es solche formulas gebe, deren factores imaginarii nicht diese
-Eigenschaft hiitten. Dieses zu behaupten, brachte er diese
Formul 2* — &x®+ 2z 4+ %zt ¥ als ein Exempel vor,
~welche nachfolgende % factores simplices imaginarios hatte
Lae—1—VE@L+V-3), ILz—14+VE+V—3),
W az—1—vEe—V -3, W.a—1+vV2—-V—3),
von welchen man seiner Meinung nach nicht sollte zwey
finden konnen, welche mit einander multiplicirt ein pro-
ductum reale hervorbrichten *). Dieses Exempel schien mir
anfinglich meinen Satz umszusiossen, als ich aber die Sach,
reifer iiberlegte, so fand ich, dass der [ und TIT mit einander
multiplicirt dieses productum reale ;ca:—~(2—{—1/(!|-+21/7}):c

*} Voir dans le H vol. Ja 2de lettre de . Bernoulli.
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A1+ VT4 ]/(!p—{— 2V17), die zwey ibrigen aber, der II
and TV, dieses xa — (2 — V(& +2VT) w414+ V71—
1/(19+2'l/7) geben. Weilen nun durch diese Antwort das
gemachte dubium gehoben wird, so vermuthe ich nun von
dem In. Bernoulli zur Recompens eine richtige Demon-
stration meines Satzes: Omnem expressionem algebraicam
o -+ fx - yx® 4 0z® 4 sx® 4 ete. vel in factores reales
simplices p - g, vel saltem in factores reales quadra-
tos .p + gx +rxw resolvi posse, welcher Satz (den ich
ungefihr wie einige theoremata Fermatiana, aber nicht
summo rigore demonsiriren kann) in der analysi von sehr
grossem Nuizen ist, denn daraus folgt omnem formulam
differentialem vel rationalem- vel ad rationalitatem reduci-

" bilem, nisi absolute integrari queat, semper certe ope vel

logarithmorum vel quadraturae circuli integrari posse.

Mit dem neuen tomo Miscellaneorum Berolin. ist man
schon ziemlich weit gekommen, worin fast die ganze classis
mathematica von mir kommt*). Weilen ich aber von den in
Petersburg zuriickgelassenen Piccen keine Copien-habe, und
dieselhen entweder sehr spit oder gar nicht zum Vorschein
Lkommen dirften, so nehme die Freyheit Ew. gehorsamst
um Dero Rath zu bitten, wie ich am fiiglichsten zu den-
selben gelangen kénnte. Ich verlange solche gar nicht, om
anderwirts drucken zu lassen, denn daza finden sich im-
mer Materialien genug; sondern um mich darin umzusehen,
damit ich nicht eine Sach zweymal zum Vorschein bringe.

‘ Euler.

¥) C'est le tome VII contenant cing mémoires d’Euler.
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En meinem vorigen Briefe hatte ich n*=bkpn--p-—a”als

einen casum particularem hujus n%-=l4pn—p—a”’ ange-
nommen, welches aber darauf beruhet, duss a®-} 1 durch
hn—4 nicht dividiret werden kann. Ich gestehe, dass ich zum
aftern vermuthet, es wiirde das theorema ymn—m—11=a%
weil kein anderer numerus determinatus als % und 1 darin
vorkommet, sich durch die proprietates quadratorum per
quaternarium divisorum demonstriren lassen, insonderheit
da man dic Wahvheit des theorematis gleich einsichef, wenn
m ein numerns formae b -0 oder %u— 3, worin schon
die Halfte aller casuum possibilium begriffen ist; hingegegen

B
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hat sich allezeit bei den casihus m —hu—1 ond m—=hn—2
eine Difficultit gefunden, bis ich endlich gestern die De-
monstration folgendermaassen eihgerichtet:

1. Quicunque numerus, divisus per %, relinquit 2 vel 3,
ille non est quadratus. '

2. Si ulla harum quatuor aequationum impossibilium
A, hmn-—m—1
B...hsmn—m—n {

C...hmn-—m—n* =0

D ..hmn—n—1

est vera, ommes simul verae sunt; quoniam si vera est
hmn — m— n®, vera ecliam est »mn-——m —n""! et
bmn—n-—m®, et rursus, si posleriores verae sunt, vera
etiam est prima, ut in superioribus litteris” ostensum fuit.

3. Omnes numeri possibiles pro m et n continentur his
quatnor casibus ' i
m—but+0, m=hui1, m—hnut2, m—hu-+t+3,
n—=he+0, n=hv1, n=hv+ 2, n—hv43,
sed per applicationem horum casuum apparet, quicunque
sint valores ipsius m et n, semper aliquam quatuor formu-
larum A, B, C et D ita dividi posse per &, ut remaneat
9 gel 3. Sit enim m vel n = 0 (quod compendii causa scribo
pro m—=lu -+ 0 et n—1ko 4 0 et sic in ceteris), formula
A vel D divisa per & relinguit 3. ‘
Sim vel n—1, formula 4 vel D divisa per & relinquit 2.
Si m— 2, n=2, € divisa per & relinquit 2.
$im—2, n—3, .

m—3, n—2, % B divisa per & relinquit 3.
m:—3, n—23, B divisa per & relinquit 2.

Frzgo nulla formularun 4, B, C, D aequalis est quadrato.

L



Die Zahl, so ich pro [2 von Ew. communiciret bekom-
men, muss allerdings unrichtig abgeschrieben gewesen seyn,
weil sie schon in der 14 Ziffer fehlet, ich bin also Ew.
fir die weit accuratere sowohl von dem [2, als dessen qua-
drato, welche in Dero letztem Schreiben enthalten sind,

verbunden.

Ein dergleichen Fehler muss gewiss auch entweder in
des Mr. Lagpi oder in des Hn. Sharp numerum pro gqua-
dratura circuli eingeschlichen seyn. Wenn ich mich recht
erinnere, so baben Ew. diese Varietat schon lingst bemerket;
weil aber doch Mr, Sharp ausdriicklich saget, dass er auch
von der letzten Ziffer, so weit seine Zahl gehet, gewiss
sey, so zlanbe ich vielmehr, dass in der Zahl des M. Lagni;
entweder im Drucken oder im Abschreiben, cine 6 fir eine
5 gesetzt worden, welches demmach zu rectificiren wire,
wenn die in dem numero Lagniano n.mhfolrrenden Ziffern
‘einigen Nutzen haben sollen.

Bey dem Punct von den globulis sanguineis ist mir lich
die Confirmation ieines Raisonnements zu sehen; ob man

aber sicher annehmen konne, dass diese globuli mit der

ganzen massa sanguinis einerley gravitatem specificam ha-
ben, zweifle ich, weil nicht allein die globuli sondern auch
die lympha als partes constitutivae, sed heterogeneae, die-
jenige massam ausmachen, welche mnach EW hypothesi bei-
nahe so schwer als das Wasser ist.

Was Sie von dem theoremate

— 4 a a? 4+ a? "
S=1+ ni + 2n4-t Zn-f1 + etc.s

ergo

ss 1 & i a? 1 1 ' .
-ﬂ'lﬂh: E—}_n—]—i ([ +n-{—1) +2n+'2(1 +m+2_n_{_"—1)+ elc.
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erwihnen, halte ich in der That fir sehr merkwirdig,
nachdem ich sehe, dass man dadurch, data summa seriei

L . . 1, 1
11—{_ 3 —|—?-} 7-\— ete., die summanm seriel i_—l—?—{-ﬁ—k
-5 |- ete- finden konne, bey welcher Gelegenheit zugleich

melde, dass ich (wiewohl per ambages) auch die summas
nachfolgender serierum

‘*%(iil-)ﬂ'“%(li%—Jr—‘_)
-—71-(1;_2 + T )+ et
(=D (D)
e
i D)
(1 45— )+ ete '

gefunden habe, wozu man v1ellemht durch einen viel nahern,
aber mir unbekannten Weg gelangen kann.

|

Wie ich ginzlich mit Ew. der Meynung bin, dass man
die Zahlen, welche vor n anzunehmen sind, damit, wenn
n — p ein numerus primus ist, auch n 4 p ein numerus
primus werde, denotante p numerum primum, nicht gene-
raliter bestimmen kénne, so halte ich aunch dafiir, dass die
numeri 2, &, 6, 12, etc., welche tam addita quam demta
unitate numeros primos geben, schwerlich generaliter oder
per certasn legem progressionis diirften zu finden seyn, so
dass es hoc respectu mit heiden seriebus einerley Bewandniss
zuit haben schemnet. Goldbach.

P. 8. Die kinftigen Briefe kénnen wieder nach St. Peters-
hurg’ gesandt werden.
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et lea séries,

Berlin d. §. Januar 1748

e — Bw. Demonstration, dass kmn—m —n kein quadraf
tum seyn kénne, will mir noch kein volliges Geniige leisten.
Denn, ungeacht dass, wenn kmn—m-— { -— O, auch seyn
muss kmn—m—n——0 und kmn-—m— n*=—0, so folgt
doch nicht hinwiederum guibus casibus pro m et n substi-
tutis una formula quadratum esse neguaeat, jisdem casibus
reliquas formulas guadrata esse non posse. Dieses erhtallet
aber deutlicher, wenn man die derivationem der iibrigen
Formuln aus der ersten betrachtet, nehmlich aus kmn—m—1.
Mao setze also m—lkp-—1, so kommt % (¥np—n-—p);
wenn also kmn— m — { auf keinerley Art ein guadratum

— 179 —

seyn kann, so kann diese Formul auch kein Quadrat seyn,
casu m — kp — 1, und folglich kann auch np—n—p
kein quadratum seyn. Nun aber haben Ew. nur gewiesen,
dass wenn m vel n sey ==4u -+ 1, die Formul ¥mn—m-—1
kein quadratum seyn kénne, und dahero folget daraus nicht,
dass Wnp—n-—p kein Quadrat seyn konnte, eodem casu
n vel p—14%u 4+ 1. Ferner ist klar, dass weon man nur
bewiesen hatte, dass hmn—m —A1 = casu m —hu — 1A,
daraus schon folgen wiirde, dass !mp—n—" p=0. Wenn
aber bewiesen wire, dass knp—n—p-——0, so wiirde da-
raus nur folgen, dass kmn—m—1 kein quadratum seyn
kénnte casn quo m:=—huz—1, aber nicht generaliter. Wenn
man aber nicht beweisen kinnte, dass bmn—m—1 kein

quadratum SeyN kénne casu m = hu — 1, so wiirde darans
schon folgen, dass hmn—m—n ganz und gar kein qua-
dratum seyn konne. Vielleicht diirfte aber das theorema
generale kmnp —m-—n——0, wovon Ew. keine Meldung
thun, leichter zu demonstriren falien, Bs ist aber fiir sich
klar, dass wenn eniweder m +n—tu 4+ 1 oder m4-n—
bu-4-2, die Formul Amnp—m—n kein guadratum seyn
konne; dahero nur die beiden casus m-+n =4z und
m -+ n-—hu— 1 .zu demonsiriren tibrig bleiben. Wenn man
fir den ersten Fall setzt m — 2u -+ a und n=2u —a,
s0 hat man zu beweisen, dass p (knu — aa) — u kein Quadrat

" . bb ] .
-seyn konne. Es kann also diese Formul - kein nu-

Gun—aa

o bb
merus integer seyn. Ponatur a —=2x—¢, so kann c(4u+u)
—¢

kein numerus integer seyn, und hieraus kénnen unendlich
viel schione theoremata hergeleitet werden. Teh muss indes-
sen gesichen, dass ich aller angewandten Muhe ungeacht,
noch keine Demonstration von diesem theoremate habe fin-

*
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den konnen, dass kmnp—m-—nT quadrato, Es Kommt
aber darauf an, dass man demonstrire, dass eine solche Zahl
kpaa -+ 1 nimmer divisibilis seyn kénne per numerum
formae kpg-—1. Fs sind aber alle mogliche divisores for-
mulae kpaa—-}1 enthalten in einer gewissen Anzahl solcher
Formuln knp-+1, knp+a, tnp~+-§, knp -~y ete., wo-
bey zu merken, dass wenn unter den Zahlen o, 87 y eic.
cine Zahl f enthalten ist, zugleich- alle potestates ipstus f
" darunter vorkommen; und wenn darunter’ zwey Zahlen f
et'g vorkommen, so miissen auch alle potestates einer jeden,
und alle daraus moglichen producta vorkommen, Yenn
man also einen oder eiliche numeros pro a, f#, y eic. “weiss,
so kann man zugleich die dbrigen finden. Die simpelsten
divisores. aber der Formul kpaa -+ 1 sind die valores dieser
Formul selbst, wenn pro @ ein numerus determinatus ge-
setzt wird, und also hat man fiir @, § etc. solche valores
primitives’ kp4-1, 16p+1, 36p 4 1. Daher entstehen,
wenn man alle potestates nimmi und solche in einander
multiplicirt, alle tibrigen valores litterarum a, §, ¥, ¢ etc.
Ts-ist aber klar, dass alle diese Zahlen von solcher Form
ymp-41 seyn werden. Dahero lle divisores formulae
¥ p aa -+ 1 nethwendig also seyn miissen knp - ¥mp {1
und kann also eine solche’ Zahl knp - § nimmer ein divi-
sor seyn. Dieses ist aber nur wahr in sofern die divisores
primitivi von der Form &km p+1 sind. Wenn aber ein
derivativus von der Form »mp-—1 wire, so miisste auch
ein primitivus diese Form haben. Hicraus folget nun so
viel, dass wenn dieses theorema bei kleinen Zahlen wahr
ist, dasselbe auch ber grossen wahr seyn miisse. — Wenxn
gleich Sharp sagt, dass er von seiner letzten Figur iy quadra-
tura circuli sicher sey, so kann doch solches nicht behauptet
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werden, wenn er nicht zum wenigsten auf 3 oder & Figuren
weiter hinaus gerechnet hat, welches doch nicht geschehen,
Dahe_ro_ dieses_ schon als ein Merkmal der Accuratesse zu
halten, ‘dass seine letzte Figur nur um 1 zu kiein ist. Ich
kann mich auch nicht erinnern, dass ich jemals um dieser
Urse?F:h willen an der Richtigkeit des Lagni’s Zahlen ge-
zw_mfelt habe. Bey der Materie iiber die globulos san-
guineos habe ich nicht so genau angenommen, dass die glo-

buli rubri mit der ganzen massa eiﬁeriey gravitatem speci-
ﬁca.m haben; denn meine Reflexionen bleiben einerley, wenn
gleich diesclbe 2 oder mehr mal grosser oder kleiner ange-
nommen wiilrde. Unterdessen ist doch so viel gewiss, dass
die gravitas specifica der globorum rubrorum nicht so sehr
viel vom Wasser differiren wird; es wire denn, dass man
dieselben niemals. pur ohne Vermischung der lymphée be-
kommen kénnte, in welchem Fall es freylich nicht mehr auf
die gravitatem specificam allein ahlcq_mmen wiirde um die |
Unméglichkeit des progressus in infinitum zn zéig;n.. .

Ich hatte dieses theorema: Si

2 3
g1 4= 3 + a* 4 a
_, = 3 1 3 + ete. s
erit : "+ .n+1
1

o= tn(ta) tan(th St e+

etc. .

dem Hn. Professori Nicolao Bernoulli geschrieben, wovon
i 3 ol H ) a - -
er mir nachfolgende schéne. Demonstration zugeschickt. Er
schreibt «” fir o, und ¢ fir s, eritque
Zrl S R P 3y
sSc—i—ux e b T e
o T e o gy e

qua differentiata prodibit di—dax (1 +a” 4+ a®" f-x*” i etc.).
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Dicse zwey series multiplicirt er mit einander, terminos se-
cundum potestates ipsius @ ordinando, und belommt

rdt-—dm(w+m“+1(i —r——‘) AR ¢ ;-'1-_14“2;:{-1)
et (14 +1+qn+1+5n+1)”retc

quae 'mtegrata dat
. 1 2 z,”'i“ i ’
$2ﬂ+

+ 5 (1 n+1 + 2n+1)+ ete.3

dwndatul per xx, et oh x” —a erit

1

?”" n+2( +n+ﬁ)+ﬁn+2(i Tn+1+2n+1)+
‘ ete.

Er geht auf diese Art weiter und inuitiplicirt 7 tt nochmai

mit d¢ und findet post integraiionem

o T a
*'5{‘9:‘713"1_::-;-3 2+n_,-2(i n+i))

+ (-* m\i"i”m)
2n+2(i n+i+'ln+-1))

e cmat==1Us ,,,w
i i
-+ 2;:.%—.'2 (1 n__FI + ‘2n+i)
i i i | oy
tamt Tt z‘—‘“n+1+'——an+1))+“"“‘

Um nun auf solche summationes zu kommen, dergleichen

Bw. gefunden, so sey n =1, erit
1

3:1+'l+ + —{—etc__—;lu{—:-;

unde fit
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gz (7) =73

a o 1 a* i i
s () U T )
oal 1 1 i
—]—?(i—k——z-—{-—:—s——’,——-&—)—}—etc.

. ) 2 3 .
Sit n—2, erit s—=1 —1-%—1—%—\—%—[—&&:-&—3&11-%
unde fit

B A (LY =L (D) 15 ()
: ‘ +%i(i+%+';—+%)+etc.
Sit n-=—=2 et a—=—>0, erit S:i“—‘-!—%z—-ﬂé;—'{—.etc.::
A tang 1/5 unde fit
(A tang]/b ——%(i-{——)._l_ (_l_ "|——')
——_a'(i""_g"‘\fg—"—,f)—[—etc.

Ponatur in 4, a— — 1.; etin C, b=1, ob 4.tang. 1 :’—;—:

_erit

o= — (D))
: L FEE D) T
Eoo =g (D) F e (145 ts)
—s(thstgd) e
F-=-%02)2:%(%)—-%(%+-1‘:)+%(-2f+—‘;+é—)——
ete,
Eme%w—M)

Lt i+ D)+ (st ite)
M?(i-+7+§+g+g+—s+?)+etﬂ=



E 4+ F “5;+—(12)
fa—d(i—i4 )+ (f—-—+g--+—)

1 4.1
"_":8_‘("'1-"2— +5. 6 )—{—etc
Si D subtrahatur a serie
A i 1 i 1. 1 d
'ﬁ':i—?'?—‘”?'%—-—-z-z—r{—etc
erit
214
G-»--E-—n?(-zo) 1-—(1 “‘)“\‘5(""!“ +)

—a(t s D)t |
Quoniam si fuerit s==a— b+ c—d e — efc. ett==a’+
b? | e* -} d? 4 etc., erit summa factorum ex binis terminis

it
seriel § —.— 5§ — --t eutque adco

2 : .
B
ela—b 4 ¢ —d)—elc.

i |
-Q—SS'—-E =

addendo t erit’

5 Lesd— 3 t:aa——-b(a-—b)—l—c(a-——b—‘—c) —d(a—b-+c¢—d)
—l—e(a-—-b +e—d4-e)—ete. '

Sit s:i-r————{—s —-',—-=5-———etc.,1_err11; s==i2et t=—»

unde fit )
H*---—-%(i%)’—k%i%-i——%(i-—-;—)
(1t l)....f.(i-.i_}»-—i-——i)—l—e‘tc.,:(}}
122 4 e)t _1,‘1_-_(1_—)4— (1 )
-—;zj(.-i*af‘*’at-**?;)Jrem'
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DR G- (13) — 3 (1 3)
+e(t+gty)—ee
seu - v 7
Fmd e D (D
+x(l+g+5+7)+ e

Hier smd nun die belden series G 1111d I die be1den erstern,
welche Ew. uberschuehen

Es ist bey der series 1 —|— —]— +16 + 25—1—56—{—— etc.

merkwiirdig, class dleseibe nur in drey Fallen sumlmrt wer-
den kann, welche sind z—1, w-——1 und a:-—— Der

letztere casus folgt aber aus der sevie G kraft dieses theo-
vematis: Si s—=1.a —— (a+ b) —'[—-—l— (a5 +c) — ete. erit
s=os+ 5 gt(a b)+ - (a—2b+-¢) 4~ 16(&—-35-—}—30_ d)

5152(a—&ab+60—&-d4—e)+etc Wenn nun'ft'ir
at+-b+4e+d-+ete dlesesellesi+ —|- + 5 —[—etc

gesetzt wird, so ist s—T,i—-——(IQ)z Um aber zu finden,
was diese EXpressiou

n(n.—-i) 1 ake—=0(n—2 1
1_’1” 2+ BETRE T - S ‘g et

betrage, so setze 1ch

L n oz oa(e—1) 2 ap—10(—2) a2t
z“w_T'?+T T iAo g ete

und differentiando wird

dz=dea (1 ———’E—m -+ n(’:‘_-zi) Lt — etc.)‘:d:‘n (1t —x)",
' 1— (1 —x)n+1

dahers integrando z = PR und facto cc:ri fit
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n 1 a(n-—1) 1 an—1E—-2) 1 1
{—r s +—13 '3 1.9.3 7 et = e
Dahero ist
_ﬂ_r_ %

120 12y =g, 2+22 4“’“32 8+4" 1s+5~ 52+e°'

Was aber Ew. beide letztern ‘series betrifft, nehmlich

p—i—f(b——)+ (b—m+m)

.___4_(1 —Z — —‘l—etc.

1 1
g=71—5(— )he(i +3)
1
_'25( 2—l——75--——)—]—etc.
so ist klar, dass
p—q= (i ————[——3--—_——{— etc) (i — +—-_—16+ etc)_
und also wenn die Summ von einer bekannt wire, daraus

die andere gleich summirt werden konnte. Es ist zwar
15 Y i, 1
Tas0 ™ —i_'_'(i 4)_+'§(1 '7_14"3')
1 i
ich habe aber noch keinen Weg entdecken kénnen, um die
valores p et g zu bestimmen, dahero von Ew. die Methode
diese series zu summiren mit grossem Verlangen erwarte.

Wenn Ew. hernach auch diese seriem

= b (=) A ()

—t( =gy e
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summiren kénnten, so wirden die beyden series p - r

die schon lingst gesuchte summam dieser seriel

1 i L .
{3+ 5+ gt elo
geben,
Euler.

P. 8. Mr. Clairaut hat mir nun sgeschrieben, dass meine
nach Paris geschickte pitce zu rechter Zeit glicklich
angelcommen,
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Démonstration d’aun théoréme de la thdorie des nombres,

Berlin d. 19 Januar 1743

Ew. haben in der That den gemeldeten Schreibfehler als
cein grosses Gliick anzusehen, wenn derselbe zu solchen herr-
lichen Erfindungen Anlass gegeben. Es hat mich viele Stun-~
den und grosse calculos gekostet, ehe ich nur die Wahrheit
der mir giitigst communicirten Summationen habe einsehen
kénnen. lch kann mich aber auch nicht weiter rithmen, als
dass ich dieselben demonstrirt habe. Die Methode, wodurch
ich dazu gelanget, ist ziemlich weit hergesucht und so be-
schaffen, dass ich anch vermittelst derselben diese summas
nimmer wiirde herausgebracht haben, wenn mir solche nicht
schon vorher aus Ew. Schreiben bekannt-gewesen wiren.
Ich habe aber nachfolgende series zu Hilfe genommen:
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A:i;+§1§+-3—‘;+412—|—etc lB:i +§13—|—51§+;:—,+etc
Cz%+%+%+%+m.p:r+%+%+%+m.
E:%»%—%—[—%_[—%;]—etc._ f:i-—[—%—]——%—-}—%-{—etc.
G:%+%+%+%+m.H:1+%%$+§+m[

ete.

"von welchen die summae A C, E, G, ete. bekannt sind.

Aus diesen habe ich endlich mit grosser Miihe felgende
hergeleitet:

e A D ()

+$0+%+§+{}Hm5§AA
p=tbg(t+y) +u(t+5+5)
4+ s R ) f e =401 BB
y= 1 d (4 DA (D)
+5(+3+5+35)Fee=4E—BD1CC
a:r+$@+¢)+$@+i+j)
+w(t+5+35+3) et =46—BF - CE
ete. —1 DD,

“_—-i +22(1+22)+5z(1+22+32
FE( e f ) e =g 44t L€
ff:'1+ﬁ(1—l—§i)+;—4(i+ii‘|‘:ﬁ> .
—\—%(1—\—%—\—'31;”\“% —{—etc.:BB———}E.
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Porro si aa 4 L per nullum numerum primum formae
hn—1 fuerit divisibile, etiam per nullum numerum com-
positum formae kn— { divisibile erit. Si enim hm —1
non fuerit numerus primus, unum salterm fa_qtorem primum
habebit formae ¥n-—t. — Gum igitur aa -1 per hn—1
_ dividi nequeat, haec aequatio aa + 1= (n—1) (bm — 1)
} erit . impossibilis, ideoque ea = 16 mn — bm — bn, sen

wmn— m-——n= quadrato. Q. E. D,

LETTRE LIV.

Gorpsach 4 EULER.

Sounaink, Racines imaginaires. Théotémgs de nombres. Sommation des séries,

St. Petexsburg d. 5. Febr. 1748,

-W¥enn dasjenige, was Ew. von den radicibus imaginariis
melden, demonstriret werden konnte, so miisste auch folg‘en,
dass posito ¢ imaginario quocunque, I reali guocungue, und
\ _ _ eV (he* — f) = r — numero reali, m:l/(——:cz—l—%}
no= 1/(—— et — %;), sowohl m -+ n als ¢(m~—— n) reales sind,
Es stiinde solchemnach etwa deér casus z* 4 72z —20 z2u
untersuchen, allwo die & divisores sind, positis

| : _ , e—=14+ VvV —2, f==—20, 1/(111‘04__—_f)—_—_"_ 1

fe 1RV =2

L $+G+V'(';cz+—:)* I. “”l"c—]/(’“ e +-);

1. cc~—c_—-|—1/(-—— &t — %) V. z— c——*V(’—" c"-—‘i:').

Corr, math. et phys, T. L 132
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Auf Dero anderes Schreiben vom 5. Januar habe ich zu
antworten, dass die Objection, welche Ew. bey bmn—m—1
-~ und den andern Formuln machen, schon damals zum
Thell von mir bemerkt worden, wiewohl ich meynte,
dass selbige leicht wiirde zu solviren seyn. Jedoch glanbe
ich, dass alles viel kitrzer und ohne dergleichen casus par-
ticnlares zu Hilf zu nehmen, demonsiriret werden kann.
Vorhero aber will nor ad verba: Ferner ist klar, dass
wenn man nur bewiesen hitte, dass Fmn—m— 1 =01 casie
m == i — 4, daraus schon folgen wiirde, dass np—n—p
—. Henn aber bewiesen wire, dass knp—n—p D,
so wiirde daraus folgen, dass kmn—m—1 kein quadretum
seyn Jonne cast quo m==%u-—1, aber, nicht generalifer, ——
diese kieine Erinnerung machen, dass nicht allein B .
bnp —n—p-=—0O ein casus particularis von A...Ipmna—m—mi
o= [, sondern auch 4 ein casos pariicularis von B ist,
welches naturlicherweise contvadictorium seyn wiirde, wenn
das [l in A und B idem quadratum determinatum bedeutete;
nun aher da es in beyden Fallen diversos valores hat, gar
wohl bestehen kann- denni glelch wie aus demr casu parti-
culavi ipsing A, ubi m—ku—1, dic formula k(enu-—u—n),

oder diese aequivalens- B...hknu—n—u-cD enlspringet,

so kommt aus dem easu particulari ipsins B, wenn u ge-
setzt wird = bn?*p — n, die formula knp —p —1i=0
heraus, welghe posite p pro npmero integro quocunque,
die formulam A4 gibt, wie denn auch generdhter

Emn~—m—n2* 1:|:Ddurchd19 Substitution m—4n**p—n
alsofort in %np — p-—~1 =0 verwandelt werden kann.

20—1

Hier sollte die neue Demonstrauen folgen; weil sie mir
aher nach besserer Ueberlegung selbst kein Geniige thut,
20 muss dieser Punkt bis auf eine andere Zeit ausgesetzt
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bleiben. Indessen habe ich angemerket, dass die propositio
hpmn—m —n= D per substitutionem m = hn? g—n, in
hane similem knpg —p-—g-—0 verwandelt wird.

Aus der mir communicirten Demonstralion des theore-

matis: Si s==1 -+ ni+1 + ete., erit
i 1 a 1 .
-ESS__'—,‘," +-;;—_T_—2(1 +T¢Ti—_:l)+etc'

erhellet zugleich die grosse Hinsicht des Hn. Autoris in der-
gleichen Sachen, und die unterschiedenen applicationés,. 50
Ew. von dem theoremate selbst machen, halte ich fir sehr
merkwiirdig. Die summae serierum & et [ sind eben dieje-
nigen, so ich gefunden hatte; die summa D -+ H war mir
auch bekannt. )

Dass die summae serierum

N O e

q:é—- 1 w—*%(i '_%)'I“:—ﬁ(i — %—*—%) — ete
so .ich. gefunden zu haben vermeinet, aus einem blossen
Schreibfehler entstanden wiren, habe ich selbst schon in
meinem letzten Schreiben erinnert; ich hitte dahero auch
an selbige series nicht gedacht, wenn ich sie nicht in Dero
Schreiben wiederholet gesehen, worauf ich denn alsofort
befunden, dass beyder summa von

z—“i'i"ga'!*‘,a“‘_ +etc

dependlret Ew. inferiren mit grossestem Recht, dass wenn
ich die seriem

1.1 1 1 1 1 1N
r——=" — (1 —— —(t ==t =)—
2 3( 4>+q(1 4+9) .etc::
auch summiren kinnte, alsdann z—p 4 r gefunden seyn
witrde. Nun lasset sich 2war die series r gar schén sum-

und
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mlren, denn sie ist = , aber p weiss ich nicht an-

(=% — 312
6

ders zu exprnmren als durch z— r. Ich hatte auch in mei-

nem vorigen %eschrleben dass ich die summam seriel

(i 4”_)_%_55( 4= _l__DJ— ete.

noch mcht wuss:.e, selbige aher depen(hret gleichfalls von

+ 2 33 r'-

Aus Fw. letziem Schre1he11 vom 19. Januar ist mir lieb
gewesen Zu ersehen, dass die serics o, § und 5 nicht von
den leichtesten zu summiren sind. Was nun die series o

und 281 b betrifft, so kommen unsere methodi darin vollhig

i
itherein, dass « = < AA und 28 4+ & = 1 i’; ;
aber sind sie unterschleden, dass Ew. Methode gibt

§— AC— 1 BB, b=BB—<E,

meine hingegexn

der summa 3z, und 18t = ——-

hierin

11 7%
f=g55 9.3%.5.7

Den valorem p _._—,)J—BB + E finde 1ch richtig, die dbri-

gen habe noch nicht untersuchet Meine Methode werden

6 BE
i -—-—2—': :.."BB-——

Ew. aus nachfolgendem elnigen schemate gnugsam pre om-

nibus seriebus huic similibus ersehen kionnen: Sit
JZ'"
m._.'l—-}—'ag—i-'gf-—‘—ei{‘ﬂ_._?: C.___.i—‘|-‘24—-\'54+€t(: _90
erit duplum summae Produd:orum ex binis terminis seriel
A aequale 4*—C: sed hoc duplum etiam est aequale se-

gmentibus seriebus

i : 1 1 1
re(ggptrrrtreter + ete.)

o : (If) ' am
—— mz N 4]
=2 (5= —2 1)

-~
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1 ) i A . i ,
+ 2 (12.52 +22,42 "{’ 32 B2 + 2.5 + etc.).
4y (I (1m)

e 2(1+1j) (1 ‘I"-Tiz) \
T ETQ_E o as — 22_%

1 1 1 "
+2 (12,42’ + 92 5% + 52‘62*42.72“{—" EtC.)

0 an ) (11D
. ; 1 1 iy,
g T 245t (t +5t+z)
B I 3% _ 7./
etc. ’

Wenn nun die drey columnae perpendiculares besonders
summiret werden, so enistehet

(1)—(1+22+34+&2+et0)__36
0 —e(t+ 51+ _)+.3—3(1 g ) ete)
(III) -—.—Q(i‘ 2~(’l ,,2 -%(i—l—%—\—%)»&«etc.}

s i
Die letzte series aber st bekanntermaassen trlelch T also

muss die mittlere seyn A4* — C_ra”_ izt —dox?
3.6

180 — 180
1 1 1 i 1
i—l‘#(l 3—>+2—7(1 + —“"{"?)
Dass das theorema kmn—m——i::l:l von Ew. schon
lingst demonstrivet worden, habe ich nicht vergessen; es
ist aber nur die Frage 're_wesen ob man es nicht noch auf
eine andere Art demonstriren kinne?

oder

Gorldbach.




w498,

LETTRE LV,

GoLpsace 3 Burer
%ouuaire Rectification .d'une erreur commise dana la letire précédents. Ohhscrn-

‘tions ultérieures sur la sommation des sévies.

d, 12 Februar 1744,
Da ich anjetzo nach Konigsberg schreibe, so habe Gegen-
‘wirtiges, als Postscriptum zu meinem letzten Briefe an Ew.

mit absenden und zugleich einen -abermal eingeschlichenen
Fehler corrigiren wollen, denn die summa

p__.i—w—(i —5) % (1 ——-|———)—~et(;

w22 12
ist nicht z-———— 3 ‘sondern z—-,—eém—{—,uv, wehn
e o L 1 1 { 1
ezt~ ()5 (t )

() e

———

Setzet man f-erner' ) ‘
s
__-?5(1_7_1,_%_% + etc.,

. 7212
so wird u— ¢v==——*

Sonst habe ich auch obs_ervifet, dass wenn man sefzct
=1t 7 Lt et |
8“_12_‘_25(1L 2“)—{ *4(i+23+33>
—f";g(i+gs+3a+ )+ ete.

alsdann seyn werde

gi—"'z—-i”i' 23”" 33"'f“ 49 - ete.

Ich weiss nicht, ob dergleichen casus bishero sonderlich
betrachtet Wmden, ubl series — ©90 dividitar per aliam
seriem —— 9. Ich mag mir nicht die Mihe nehmen zu
sehen, was per actualem divisionem der seriei B durch 24
vor termini herauskommen mochten, weil ich vermuthe,
dass dieselben sehr confus aussehen werden.

Wenn man ferner sefzel
St KO
o)
so wird — O —= ,,Z_,_z et ie]—?; —j— Eg_‘ “i'"‘;;s‘.T\" _etc., woraus

aber mcht folget, dass 20== B, sondern nur dass 2 —B
ein infinite parvam sey respectu ipsius B vel C.-

Goldbach.
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LETTRE LVL

Furer &4 GouDBACH.

"Sosuarrg Reéponse aux deus lettres précédentes. Mémes sujeis.

Berlin d. 26. Fobruar 1743,

— — Die uber die Akademie hochverordnete CGommission
hat mir letztens die versprochene Pension aul das Gmidigste
confirmirt und der Hr. Admiral Graf Golowin plessnt mich
sehr meine Scientiam navalem nichstens gegen eine ansehn-
liche Recompens einzuschicken. Ich habe solche véllig 71
Ende gebrécht und nur um Erlaubniss gebeten, solche vor-
her abschreiben zu lassen. o

Was ich von den radicibus imaginariis aequationum ge-
meldet, dass dieselben immer dergestalt paarweis genommen
werden konmen, dass sowohl das Product als die Summ von

zweien real werde, kann ich zwar nicht generaliter demon- .

P

—_ 20 -

striven, aber doch von allen aequationibus sexto gradu in-
ferioribus, ingleichen auch von dieser weit generaleren ae-
quatione ax®” + fa*"  yx®" 4 g2 4 ea” 4 =0, de-
potante n numerum integrum quemcungue. Dahero der von
Ew. gemeldete casus keine Schwierigheit hat. lch glaube

- aber, dass in den Expressionen ein kleines Versehen seyn

muss, weilen dieselben nicht zusammenstimmen; denn wenn

e—1+ Y — 2 und f-=—20, so wird Vet —fl= 612

und mnicht == ,13_ . Ich bin den Spuren Ew. nachgegan-

1y —2 .

gen, und glanbe, dass Dieselben auf diese Aequation gekom-
men seyn wiirden

*+8\aa+ﬁ{’)m1/2(ﬁﬁ__w)+12a —#0a i +12ﬁ*__0

welche erstlich in diese zwey factores imaginarios resolvirt

“wird

mw—{—? w3 |/— i)m—kfbﬂc{ﬂ/—im'—ﬁ(ﬁﬁ—aa)
—2(a—8 V—1)V2(Ep—aa) =0
wo—2(atgY —1)a-L4 aﬁvﬁi'—Z( B—a o)
+2(a——[9]/—i Ve(ag—aa) =0,
dahero die ' radices sehr complicat seyn wirden. Demun-
geacht aber ist eben dieselbe Aequation auch ein Product
von diesen zweyen factoribus realibus
2x 4 2w m(ﬁp—ﬂ ae) 66~ 2ua=0
Tx— 2mV2(ﬁ{3—— coi+288—6aa=—10
woraus che Wahrheit meines Satzes erhellet. Ueberhaupt aber,
wenn zwey factores imaginaril in se ducti dieses productum
reale #* -+ Bax |+ Cx -+ D herausbringen sollen, so miis-
sen dieselben also beschatfen seyn
xx+(b+c1/—i) x-——aa—ab-4- beV—1 +ac1/-—1
xx— (b—i—cV—_ {yx—aa -+ ab—]—bcﬂ/—i——ac V—1

Nun aber kann das productum dieser zwey factorum ima-
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ginariorum auch -in diese zwey factores reales resolvirt
werden zx + 2ex 4 ad —bb) (zz—2aex-+ aatfco)
Gleichergestalt wenn eine Aequation nachfolgende - & radices

imaginarias hat

L za—=p-+ ql/}’——i—}—’l/(pp—k?pq]/—i—qq——r—ﬁ-usV——-il) |

I e=p- gV —1—V (pp+2pqV —1—qq—r—sV—1)
L w=p— gV —1+V(pp-—2pq¥ —4—qq—r—+sV—1)
V. p— gV A —V (pp—2pqV —1—qg—r-FsV—1)
um abzuldivzen, setze ich pp—gqq—r=—t, 2pg—s=1u,
so wird erstlich V(it4 uu) Xt allzeit eine qu;mtitas posi?
tiva, und folglich V' (=% ¢ —{—]/{ tt + wu)) eine quantitas
realis seyn.. Dieses vorausgesetzt, so ist die summa radicam
[ 4 I = 2p + V@t 42 Vitt+ ww); summa LIV =
2p — ]/(2 -2 Vitt 4 uw)); productum radicum o

I.I0=pp + gq+pV(@e+2V (et +uuw) -+ Vit + un)

-{—q}/(ﬂﬁt—{—Ql/(tt—\—auj) T
productum radicum , ' )
. IV—=pp-+4qg9—Pp V@t—\—%]/(tt—\—uu)) -J.~1/(tt—[— u)
. +qV(—2t+ 2V (1t -+ uw))s

welches -alles quantifates reales. sind. .

Ew. transformatio formulae kpmn —m— n =0 in hanc
hnpg—p—q==0 ope substitutionis m — 4n*gq-—n kann
ein grosses Licht zur Demonstration geben. Denn wenn
man nur demonstriren konnte dass kpmn-—m —7 kein
Quadrat sey, wenn T eine Zahl ist von dieser Art kang—n,
so wiirde zngleich demonstrirt seyn dass kpmn — m—n
nulle modo . ein Quadrat seyn konne. Eine gleiche Trans-
formation' geht auch an durch diese Substitution

_ s a((anp)*®—1)
In*—(&'n’p) “_,:c._,_ Gnp—1

oder
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o= %in (ll-np)ﬂ'“}:'—- n ((énf)2a+11 — 1)_
J!.P —_—

Ich kaun auf keine Weise herausbringen, dass diese series

e () =

denn da alle termini evoluti von dieser Form 1 sind
xx(x4-r) ?

. i i i i 1 1 1
und .__—_—..__.,-——H_——--_—(—]l-._.l—-——-—-

xz (x-4-n) n xxr nn & nn (x 7y 50 fOIget nach
der von Ew. mir girtigst communicirten Methode, dass

_wmlr 1 i 1 1 1
r - e 1.‘-#‘72‘5('{‘[—?)—‘?(1—['—?—'—?)—&“6&3-;
also misste seyn ’
1oy i/ 3 1 i i
Fla=1— (1 +7) +5—2(1 +~§——\—-?).~—etc.
Jch finde aber die summam dieser series per approximatio-
nem == 0,750%, und folglich grésser als /2.

Dass diese series -

. 1 1 17 ' N '
g—1 +2_§(1 jLa—_)Jr?(i +5+%) +-ete. —AC— BB
habe auch durqh Ew. Methode gefunden. Dass ich also die

Summ ~2—BB tir verdichtig halte, weilen proxime

Zn
3.38.7

— 255335 und —;— BB—0,72247, und aiso der valor

oy
2.38.7

fiir # viel zu gross herauskime, ~dieses wird noch mehr
bestatigt, wenn Ew. angeben

b= 1+ g5 (V4 5) + 50 (1 + 56 +32) + ete.

_ 11zt
. =BB— s ~
. SR A
denn da BB == 14449540 und ;-5 = 1,86513, so wirde

b negativum werdén,

Fir die von Ew. mir giitigst communicirte Methode
sage tausendfiltigen Dank, indem dieselbe weit leichter und
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natirlicher auf diese series leitet, als diejenige, welche ich
gebrauchet und sehr embarassant ist. Um aber diese herr—
liche Methode auf die folgenden casus zu appliciren, so habe
dieses Lemma gebraucht

oy = o (o * ) — v (@ F <x+l>n~— )
a1 1 )

1.2.a7+2 \g7—2 " (x-}—a-)"”‘z

D GAD 1 )+ ete.

1.9.5. 2713 . rA—3 - W
bis' man ad Potestates primas ipsarom o et x -+ a kommt.
Von den signis ambiguis gelten die oberen, wenn n ein
numerus par ist, sonst die unteren. Wenn auch ungleiche

dignitates mit einander muliiplicirt werden, so dienet die-
: 1

i
x™(x-+t-a)" T 2R(x-Fa)™
t /1 1 n i 1 )
— 4 (1% - (x-—]—w)m) T lar i\ ym—1 T (pp gt
r(n-t1: i 1 ) - )
+ 1.9.an T2 (xm--z —_— (I+u)m—2 ete

1 1 1

-+ ai (‘—n = +a.} ) TamT (z"“ -+ (r—i—u)"—1>
4 m(m-+1) i 1 )

2 e (T2 = Gya

ses Lemma:

— etc.

Wenn man nun setst P — 1 -1 ;17,1 -+ 3—1"7—\—4—1,,—1 -+ ete.,
Q:i—}g;—!-gﬁ—\—zk%—l— etc. et Z:i%—,l—,n—iﬁ'—ng-%i
—+ 117:7!-_“ - etc., so findet §ich _
PQ—-Z=+ 1.;”* + 2“.15'" + 3".14'" =+ ete.
+ 35t g+ gm et
- 1;ﬁ+ﬁﬁ+ﬁ}‘gﬁ:+ etc.
b g g e
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1 1 ' 1
Tt gugm T gEem T et
A | 1 i
+ 1'&11 + zm"ﬁﬂ + 5’"’.6” + etc'

ate.

Wenn man nun sowohl gleiche als ungleiche dignitates mit
einander ‘multiplicirt, wie Ew. unfehlbar werden gethan

haben, so finde, wie schon vorher gemeldet, §—4 C———%BB

und b:BB———% E und wenn man weiter geht und setzt
cc:i —1~% (i—]— %) + etc.
=1+ g5 (1 + 32) +ete
=14 4 (1 4+ D) + et
so findet sich y = AE—BD + 2CC und 20458 =
1o0BD — % CC, wo A, ‘B, C. D, etc. die vorgemeldten

valores hehalten.

) ) 1 1 1 oy
Die series Br=1 - 55+ o5 4 55 | ete. will sich noch
auf keine Art tractiven lassen. Ich fand letztens per appro-

. : 1 . .
ximationem, dass BB — 4 — 5 welches ziemlich genau

eiﬁ_’criﬁ't aber doch nicht Stich hilt, denn es ist
BB == 115495079843 und A4A—1 6&493@06684

A——— 1,4449340668% und BB—4 — _|_Eog+fm_o

InZWISChen ist der nexus zwischen dieser Serle

1 1 1
B—1 -'I— '2_3+?;+ﬁ '-|—etC.
und den lingst bemerkten Brichen

1 i 1 3 & 691 35
s

3 8 87 0 s iﬁ"_ 5 ate,
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remarquabel; denn wemn
1 1 1 3 5 691 3 e
S:T_?+?—1O+G 210+
soist B -1+ %s{ Der Beweis davon steht in meiner Disser-
tation: De inventione termini summalorii ex dato termino gene-

- 1
rali. Denn, wenn man setzi z==1 4 o5 |-z ++++ 537 und

B=—1 —{—21—3—1—%—4\—-3&. in infinitum, so wird

1
ST ST S S WO T S SO S 0
B:Z+ﬂ£—2—aﬁ+?.2x*—d?'2xﬁ+6 22 10 2z'°

5 1 691 1! "
+ 5T agp " aea T e ‘
‘Wenn man also fiir x eine beliebige Zahl, als 10, nmmt,
so kann man per additionem actualem Z finden: es wird

nehmlich .
Z—1,19753198567:1932516686862869780

dahero ist

1 1

1 1
2000 + £0000
und wird

— ~+ —- ete
12000000 1200000000

B=1,20205690315359%.
Glelchergestalt kiénnen auch die summae serierum reliqua-
rum’ potestatum gefunden’ werden, nachdem man einige ter
minos ab initio actu addirt hat. “Als es sey

'—i—[—-gn—[—aﬂ—k —und N:i+2n+5n+ ete. in inf.

so wird
i i n_ 1
N= Z+ m—1 zh 1 - 1.2.:1:’.‘+ 1.2.3 ‘3_\:&‘"""
1) (n+2) i +n(n+1)...(n+£.&)_ 1 i
T T 1.2.3.4.5  6gnte 1.2.3...7 gz
n(nt1)...(n+86) 3 _ n(z+1)..(n4-8) . &
— T 1.2.3...9 - '10xﬂ+7’J' 1.2.3...11 Gait?

n(n41)...(n410) 691
— (—1|—..2.3...m 210.ﬂ+"—1 ete.

-
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Durch diese Regel habe ich nachfolgende summas vero pro-
Ximas gefunden

1+ 5 + o - ete. = 1,6%493L066848226436 — 4
1+ o5 | 25 + ete. = 1,202056903159594281 — B
b o 4 5i + etc, = 1,082323233711138191 = C
1+ o5 4+ o5 ete. = 1,038927755106863293 =D
14+ 217; -+ gjs-l--l— ete. —=
1+ gi,+ ;_,+ ete. = 1;008349'2773866018_72 —=F

1,01735306198%4591 39 —E

1+ o5+ 25+ cte. = 1,0030773561979%339 =G
1+ 53+ 5 4 ele. = 1,002008392826082210 = H
{+ o 15 + et = 1,00099%575127618085 = |
1 2%+5—:1+ettz, =
14 o5 | 2 ete. = 1,0002660865 53308058 — I
{513+ o1+ ete. =
U s+ o2+ ote. = 1,00006 1248135058708 — ¥

1,000495188605194651 — K
1,0001227133475857h% — M

- on -k sre ete. = 1,000030588236307020 — O
ot sra+ ete. == 1,0000152822594 08657 — P

Bald wird der 7 tomus von den hiesisen Miscellaneis
zum Vorschein kommen, welcher ziemlich stark seyn wird,
indem ich allein in der mathematischen Class auf 28 Bo-
gen habe. Darunter ist eine grosse pigce von dem Cometen
des vorigen Jahres und eine neune Art die series
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1+§71+5§;,-+,;§-;+etc.
u summirven, welche bloss allein durch Differentiation ge-
schiehet. — Vor etlichen Wochen hat man wiederum emen
Cometen allhier gesehn, welcher aber ohne Schwanz und sehr
klein war, auch nur 10 Tage lang aus dem Dracone durch
Ursam majorem' in Leonem minorem gehend ohservirli wor-
den; es ist aber keine so accurate Observation gerﬁacht wor-
den, wodurch man seinen Lauf bestimmen kénnte. Die
Opera J oh. Bernoullii ommia werden bald aus der Presse

kommen und umserm Konig dedicirt werden. Es nimmt -

mich sehr Wunder ob Ew. mit-der Akademie in. gav kei-

ner Connexion mehr stehen.
' ' Euler.

LETTRE LVIIL

a
Govonacy & Bures,

Sumwarng, Mémes jets,

' 54, Petersburg 4. 48 Mire 1743,
Endlich stellet sich die demonstratio nova ein, so im Fol-
genden bestehet: ' :

{Eemmu— 1. 8i aequatio B...kmn—m — 1 —a” nen est
pessibilis casu quo m est numerus hujus formae lpu.—-— i
n.eque ullo alie casu ipsius m erit possibilis, ul in superio:
ribus litteris ostensum fuit, ” B

Lemmq 2. Si vera est aequatio B, vera etiam ervit C...
:fgzil:iif;lmsno M=2a+m-4hn—1, fiet

A‘Sed, aequatio C non potest fieri vera, nisi M sit numemﬂ'
hujus formae &%v — 1. (per lemma 1), erit igitur M-— iwmri
—=2a-t-ln-—1t-bu—1, ergo bv =24} %n -} -’&u—v- 1

Corresp. math, et phys. T. 1 14
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hoc est numerns par — numero impari, qucd est absurdum,.
ergo et acguaiic B est absurda.

ﬁ ' i n— a* judi-
Simmiliter de sequatione ... kpmn—m-—n=—a" ‘
candunm est, (uae vera esse non potest, nist sit m hu;!us

2y it 1 iorit itteris ostensur fuit),
meae kn®g —n (ut in seperioribus litter:
. ; \ j — A%  si ponatur
gquo facto exit kpnM — M —n— 4%, 5 p
M—((tpn—1i)4-2a-+m), 4= (kpn—1i)+a
Sed quia m est hujus formae »n®g—n et M hujus formae
-. LR ) I 2 2 hOC
kn? {J —n, habebitur pn—1 —§—2a +kn*fg=hn*qQ,
est numernss impar — numero pari, quod est absurdum,
ergo et acquatlo D est absurda.

Was ich von den radicibus imaginariis erinnern wollen,

' 1 i i die vi - n radices:
gehet eigentlich dahin, dass weil die vier foigende

— L (=LY E—F)
“ *V&———-V&——f))

& . ]-
in se ductac «* £ 2a(—1— --f)fm—l—f_,,,,ﬁ geben, folglich

) 4 ] "
auch so oft als f und Qa]//(“——~ f ) numeri reales sind,

zweene von gemeldten radicibus in se ductae numeros rea-
les hervorbringen miissen; wenn aber Ew., wie Sie in
Dero letziern Schreiben melden, die Wahrheit Ih.rfas as;e..rh
von allen aequaticnibus quariae potestatis demonstriren kén-
nen, se cessiret das angefiibrte dubium von selhsten,

Ans den in Ew. Schreiben beygebrachten Umstinden sehe
ich wohl, dass die von mir angegebene summa aus ginem
Irvthom entstanden, wobey ich die von 11N Vau%nlas in den
Remargues sur la langue franguise gemachic Erinnerung ap

pliciren muss, wenn er ‘saget, dass im. Fall es sich finden |

(5111
solite. dass er selbst anders geschrieben, als er mach sein
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Remarques hitte schreiben sollen, man alsdann npicht seinem
Exempel sondern seinen Regeln zn folgen habe. Es ist
mir also sehr lieb, dass Ew. an meinep Methode etwas

Gutes gefunden, ohngeachtet in die von mir angefithrten.

Exempel elmge Fehler eingeschlichen sind.

b1
‘Wire mir Ew. lemma, wodurch T in andere

series resolviret wird, eher bekannt gewesen, so hiite ich .

die erwihnten summas viel leichter und or denthcher ﬁnden

“konnen. Ich habe indessen angemerket, dass wenn die summa

i .
sertel, deren formuia generalis ist == fiiv bekannt an-
{3x— 0
genommen und = a gesetzt wird, alsdann jede series, cujus

1
terminus generalis est  —— —, uhi sit numerus gunicun-
-(6x-tp)? q
que integer, exprimiret werden kann per a et quadratm

circuli, hingegen kann ich die series hujus formae -~ o + el
dato p numero yuocunque, nicht anders ad quadraturam

creuli reduciren, als cognitis summis trium casuum p—=11,
p=10, p=9, aut aliorum ixium his aequivalentium,

Es wird Ew. vermuthlich nicht schwer seyn lhr lemma
‘A2 ..c‘ﬂ""a—l-—yxzn 4+etc
auch anf 22 +6
pr--g¥ (pa—n*
ist z. Ex. positis p—= &, g = ~ 3, r — =1, die summa seriei

ar®f-frty  _ a(sh uwf :!2-—6::) B{16u 47 — 4m) 7(::”—‘2;1-)
(4:—3)”(43:—1)‘"‘ + 27 25

zu extendiren; so

. .. 1
wenn 1 dis saummam seriei Gz andeutet.

Imgleichen, wenn p =4 g=—2, r—=0, so wird die
summa seriei
ar?i-frty 18(:12—812) y(n‘z—r)l?)
(ax—2)% s + + 3.8

W H —_— —_— —— e JR——
Wenn man setzet v,_1+2+3 ..'_n

B T




@n+1) 1 zn
nn(n+1) +(ﬂ.-—}-1}2nu (g + n+1) + 6+ 0r

4=

: 1 (2n-3) i 1
b ety Grr et ? (“’ temt n+2)
g s 8
+ e n

1 2nt+-5 i 1
C=rrrwtd @Jﬁsﬁéiw (" T nt1 tomtaE 5)
| nr
T 6(4-3) (-+2) :
so werden die gquantitates A€ et BB desto weniger von
einander differicen, je grosser der numerus n genommen
wird. )

Was Ew. von der summa serici B in Dere Schreiben
heyfurren halte ich fiir sebr me]:'kwu,lc'dl-:r Die Dissertation
de inventione termini summalorii erinuere ich mich nicht ge-
cchen zu haben, weiss auch nicht, ob dieselbe in Berlin oder
“allhier herausgekommen ist. Fiir die mir communicirten
summas in terminis decmlahbus danke ich ergebenst.

) Goldbach.
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LETTRE LVIIL

Euier 2 GorLpsacH.

Somuaing lnsufﬁsance de la démonstration de Goldbach du théoréme
Gmn—m—13-a% Résolution des fractions compesées en fractions simples.
Bapport fini entre deux séries infinies TLe terme général d’une série dtant
donné, trouver le terme sommatoire de cette série  Méthodes d'approxarnation
pour trouver le mombre =,

Berlin 4. 9 April 1743,
Ew. bin ich for die mir gitigst tiberschricbene Demonstra-

tion, dass %mn— m -— 1 keine Quadratzahl seyn kann,
- gehorsamst gerbunden. Die raisonnemens darin sind wegen

der propositionum excluswarum und infinitarum, so darin
hiufig vorkommen, so tiefsinmig , dass ich viele Miihe gehabt,
che ich dieselben habe vollig einsehen und aus einander

‘wickeln koénnen, und die gewshnlichen Regeln der Logik

scheinen mir dazu kaum hinlinglich zu seyn. Alles beruhet

“auf dem ersten lemmate, und wenn dasselbe seine Richtig-
keit hat, so ist an der Demonstration nicht das Geringste

auszusetzen, Bw. berufen sich wegen dieses. lemmatis auf
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Dero vorige Briefe, aus welchen ich diese Demonstration
gezogen: ’

L 8i kne —x—1 est quadratum casu @ =m, tum erit
etlam quadratum casu @ — 16mn? —bn — 1.

II. Brgo si &nz-—a-—1 non est quadratum casu z—
16 mn®* — &n— £, tum eadem-formuls %ne—x—1{ non
erit quadratmin casu x == m.

[l Cum igitur 16 mn® — &n — { contineatur in forma
o — 1, si demonsiretur formulam bnx-— x — 1 quadratum
esse NON POSSe Casul @ = hy— 1, tum etlam certum erit
formulam &mn—m ——1 guadraium esse non posse.

IV. Quare formuia %mn—m - 1 gquadratum esse non
poterit, nisi guadratwm sit haec formuia hne — x-—1 exi-
stente & numero formae by — {.

V. Quoniam ergo hae formulae kmn — m—1 et bna
— @ — 1 congrount, formula hms — m — { quadratum esse
non potest nisi sit 77 numerns formae by — 1.

Wenn diese letzte Conclusion ihre Richtigkeit hat, als
worin Bw. ervstes lemma besteht, so ist die ganze iibrige
Demonstration volikommen., Allein eben diese letzte Conse-
quenz erwecket bei mir einen Scrupel, welchen ich nicht
wohl mit Worien ausdriicken kann. Dass aber dieser mein
Scrupel -gegritndet sey, kann ich dadurch zeigen, weilen
man aunf gleiche Art beweisen kénnte, dass tmn —m -1
kein quadratum seyn kénnte, nisi sit m numerus hujus for-

‘mae kv -} 1, welches doch falsch ist. Diese Demonstration

wiirde also lauten: )

L & Bna— o4+ 1 est quadratum casu @ = m, erit
etiam quadratum casu @ = {6mn* + kn 4 1, fit enim
6hmn® — {6mn* L 16n*=16n*{tmn-—m -+ 1)

Il Brgo si"4ne — o -+ 1 non fuerit quadratum casu
x—16mn®* + &n -1, non erit quadratum haec forma
mn—m - §. ‘
 TIL Cum igitor 46 mna® 4 %n - 1 contineatur in forma
kv -1, si demonsiretur formulam %nx-— x4 1 quadra-
tm esse non posse casu & — kv 4, tum simul certum
foret, hanc formulam kmn — m - 1 prorsus.quadraium esse
non posse.

IV. Quare formula &tmn—m -1 guadratum esse non
poterit, nisi quadratum sit haec formula dnow—x 4 § casu
x—=kv | 4. '

V. Quoniam ergo formulae 4 mn—m-+1 et kne—x-{
congruunt, formnla smn.—m-4 1 quadratom esse non
poterit nist sit m nomerus formae &o + 1.

Da nun in dieser Demonstration ein Fehler pewiss steckt,
so kann auch die vorhergehende, als welche dicser in allem
gleich ist, nichi admittivt werden. Vielleicht kénnen -aber
Ew. von Dero erstem lemmnaie eine anderé Demonstration
geben, welche dieser Difficuitit nicht unterworfen ist, deren
Richtigkeit am figlichsien auf gleiche Art erkannt werden
kann, wenn nebmtich Ew. aufsuchen werden, ob ehen das-
selbe raticcinium nichi auf die Formul Zmn ~ m 4 1 sich
appliciren lasse. '

Was die andere Demonstralion betrifft, dass & pmn —
m -— n kein quadratum seyn kénne, so kommt gleicherge-
stait die ganze Sach nur darauf an, dass man richtig he-
weise, dieselbe Formul kénne keine Quadratzahl geben, nisi
sit m=—=knng—n. Wenn dieser Saiz seine Richﬁgkeit hatte,
so wiirde die foigen-de Demonstraiion nicht einmal néthig
seyn, weilen ob eandem rationem auch seyn miisste n —
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bymmr-—m, und folglich zugleich m <n und n < m, wel-
ches unméglich ist. Man kénnte aber auf eben diese Art
auch heweisen, dass pmn-—m—n nimmer ein quadratum
seyn konne, denn kraft eben des vorigen ratiocinii mussle
pmn—m—n kein Quadrat seyn kénmen, nisi sit m —
nng —n; nun aber wiirde dieser Schiuss der Wahrheit doch
nicht gemiss seyn.

Ungeacht- ich aber auf diese Weise in dem ratiocinio ei-
nen Fehler verspiire, so muss ich doch gestehen, dass ich
denselben nicht deutlich darthun und vor Augen legen
kann, welches doch sehr néthig wire um in andern Fillen
dénselbén desto sicherer vermeiden zu kénnen.

. L& .. p * ' » !
Meine Regel um éine solche Expression

) ‘_z:c“:—§—'b:r""'" Goeak—2 p ete.
(pz— P (rz— )"

in ihre partes simplices zu resolviren, wenn nur k<m--n,
verhilt sich folgerldergesta-lt. Sint partes quaesitae

Rl e e e R T
. M

D

A B 11
“l" m "'i" (rz— i1 _!"' (r:r:'—s)""’* + (rx—s)""‘"’j+“

pul

FE—3

a._.rk—l—bxk“l-[—c.r&"’-l-etcf__ ¢

' T (rx— 97" =Qe
quaerantur per diffeventiationem continuaii, posito da con-
dQ ddQ d3Q d*Q
d_;’ dzd ' dxd.’ dat

Ponatur brevitatis giatia

stante, valores ete. eritque.

s

'Folgli(:h wird die proponirte Expression

—_—_ T
o i dg
A _-—-Q’. B _.'_I—.P"° d.’t’r . . q
d'dQ 5 230 posito S
. 1 _ "
C= i2.pp pp d=t r D= 1.2.3.p% dad s -etc.
- E E—1 E—2 .
. e gu® 1-bx +ex +oetc. .
Simili modo | ponatur T = 4§, ert
, . i ds
Sl[ :‘S) . :':T"; - __;’ . h
1 dds i &is posilo & =
€= 197 4zt g_" 12,308 d o’ Ctc. i
. azxx-fbx-te . s
Wenn also diese Formul Gz = G — 17 proponirt wird,

. . A . B U )
um die partes (az —3)% t st (4x—1)2+4:c—1
s0 wird erstlich
axxtbr+c dQ_ 2ax-d _ 8(axxtbate)
Qh— Gz—12 @ dz " (Gwz—1F  (Gx—1)°

zu finden;

und posito a:::i ob p —& et g—=3, erit

_ feet e
A= "'_“_I—_'_“ — %4 +1sb+_c

1 Ea.—-}-b g.a,—sb-s.: ——__i L .
B= ( 8 T Gi-a sb 46

Hernach ist
5§ — axxtbatc d5 __ laxtb Blaxx-tbx-t0c)

"(4—3: Y gz (ex—5 | (ex— 3y

und posito w;; ob r—kets—H1, erit
ad-tbd-e_
Ql_‘w_—— 61 +iﬁb+_

0 (a—]—b_‘_ .s;_|_').l'J—}-8c:)__64 + b+—c

axx—bx-c
(im =3 (hx — 17 in

*diese partes resolvirt

3 1

‘ 9 -3

=+ @ (54(4;: —B5)F Gz —3) + & (xx — 1) + Be(hx — 1))
: 3 t 1 1

+ b '(16 (Qr — 3} B{ex — 3) + 16'(4:::-—-‘1)’-"'"[— Sz — 1} )
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i 1 1 » 1.\
-+ c(&(4z—5)2— 4(@-3)’}'4(4;-—1)2’1‘4(“_ :))

Wenn also die gegebene expressio ein ferminus generalis

seriei infinitae ist, ob

./l;.'r-——ﬁ j‘z:r—'l

f 1 I [ i oz et
Gx—3)7 T /Gx—1* — §
p— £ 1
T Jaa = 5)F
wie Ew. annehmen, s0 wird derselben seriei summa seyn
T

SR I 1 " Fiv:3 n
=a(Grtsr—am) T o(Htsr—m) (B -5
::—iz(a—[—lpb—J—iﬁc}—{—%;a+bj——2—’;(5(3a-{-817—{-_160)-
Wenn also a—=—254, so kann die summa seriei per solam

quadraturam circuli angegeben . werden.

Dass die drey Formuin A4, B G, posno

1
___L .
v— i 7 — ~

so beschaffen sind, dass wenn n ein numeros valde magnus
ist, proxime AC—=DB* seyn wird, deucht .mir daraus klar
zu seyn, weilen in diesem Fall dieselben Quantititen sogar
fast einander gleich werden.

Wenn die summa .seriei fiir bekannt angenom-

L
(Bxr— 1%
men wu'd, so ist auch die summa seriei —— GE ! Gio bekannt,
und da in beiden die termini alterni besonders stmmirt
werden kounen, so findt wan daraus die summam seriei

1 . .
Grn? denotante n numerum quemcunque ntegrum. Hier-

aus ist ferner klar, dass um die seriem mﬁ—:_—y Z0 sum-
miren, drey casus diversi 1Ps1us n fitr bekannt angenommen
werden miissen.

Ew. Posiscriptum vom 12t Fehruar habe ich wohl er-

halten, und weilen ich auf die fiirnehmsten Punkte schon
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geantwortet hatte und nicht wusste, dass Denselben die Briefe.

franco zugestellt werden, so habe meine fernere Antwort

bis jetzt verspart. Ew. darin enthahene Reflexion iber zwey
series, deren jede eine sumisam infinitam hat, doch aher
anter sich eine rationem finitam hahen, ist sehr merkwirdig.
Dergleichen series konmen nach Belichen auf folgende Art

gefunden werden. Sit seriei ¢ L &6 J ¢ + d 4-ete. == 4

summa infinita, hujus autem seviei a—g-+y4 04-etc. =B

summa finita, erit ,

AB=a04-b(0+6)+ e (a-+8 +7)-+ dla-t -+ O)-t ete.
—+Ba +r{a+b) d(a 4-b+c)-+ ete.

“hier ist aber die summa seriei inferioris finita und folglich

o, . . . .. AB
evanescirt dieselbe prae superiori, dahero ist 7_:3, oder

aet-bla4-f)-fo(etE+p)+de + fr48) +eto.
atb—-c4d - ete. -
o+ -y - &+ ete

ferner ist auch & 4- ¢+ d e + ete.— 4 und also

AB=—ba +c(a+8) -} d(m—{—ﬁ—i—y)—*—ete:.'

welche zur obigen gethan gibt
2A4AB— (a—l—b)a—]—(b—l—c) (a+ﬁ)+(c+d) (oc—l—fi’—l—y)—i— efe. == C

und also ﬂ:B Wenn A_..i—l— —{— —]— -} etc, und

1 .
B—1+ §§ + 3—5 4+ 75+ eic. so kommen Ew. series heraus

Meine Dissertation de inventione termini summatorii ex
dato termino generali seriei ist in dem 8" tomo Commen- -
tariorum gedruck’c Dieselbe bestehet kﬁrzlich darin, dass

wenn man setzt; A—l— B—}—G~}—D—]— —|—X'—S oder wenn
S den terminum summatorium einer series andeutet, deren
terminus generalis ist == X, das ist eine quautltas ex indice
x utcungue composﬁa so wird seyn



‘komme. Als es sey S—1 —]—%-{—;—34—4—1&_‘-&&...'_}_?
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. ax 1 28X 1 ax
§= fXd“’ 10"‘72 O P i wowr Y. 7 I A T WP
3 P S X
TTI0 1.2.. 8 dz? T 6 i.2...i%.da"
691 Fian's

5" T3 a1 O
da ob integrationem [Xdex eine solche constans muss addirt
oder subtrahirt werden, dass die ganze expressio wird — @,
wenn x— Q. 7 '
Wenn aiso zum Exenipel der ierminus summatorius vori
dieser serie 1 -+2°-+ 3% - 4% -} etc... .+ a® gesucht wer-
den soll, so ist X—a", fXdcc_ Lopo, X gy, 44X

gm, d Sm_,z‘;:?_
a* X d’ X
7.80°, $X=6.7.80° & 4:5678 , S E 1567847,

4TX
dzT
rentialia alle evanesciren. Dahero wird

1

19 i 8 | 2 ' x5
— 1, 1 20t
S=ie b tet bt +a
So oft also X eine functio 111’cegra von x ist, weilen bey
einer jeglichen Differentiation die dimensiones abnehmen, so

==2.3.%.5.6.7.8, — X~ 0 und die folgenden diffe-

muss immer ein terminus summatorius in forma finita ge-

funden werden. Wenn aber der terminus generalis X eine.

Fraction ist, so gehen auch die differentiationes in infinitum
fort und folglich wird der terminus summatorius per seriem
infinitam exprimirt. In diesem Fall kann auch die constans
adjicienda nicht anders gefunden werden als dass man da-
tum terminorum numerum actu addire und die constantem

so annchme, dass in diesem Fall die bekannte Summa heraus-
1

k4

1
so ist X — i, und [ Xde = Gou‘stant.l_r—— 5o— lerner
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dX 3 ddX __ 3.4 d4%X__ - 345 45X 3.4.5.6.1
dr = =z da® T 287 da® T Txb P gt T T T af

Dahero wird § — Const.

1 1 1 1 1 1 1 1 3 1
R T 28 T 3 3R T g 88 g gae g agme T et

Um die constantem zu finden, so addire wan actu 10 ter-

minos. Gesetzt, die gefundene Summe sey IV, so muss, po-

sito £=—=10, §—= N werden, also wird

— ; 1 1
Const. — N+2 0 5108 T 3.2.900 7 6.108 T 5.6.108 et

woraus diese constans verae proxima leicht gefunden wird.

. Hiernach kann man leicht die summam seriei ad datam
guemvis terminum finden, und wenn man die summam in
infinitum verlangt, so setze man x — oo, und da wird
S — Const., also die conslans Inventa ist die summa seriei

in infinitum continuatae.

Wenn man diess seriem

i 1 i i . i
aa + da--1 + aa-4 + aa+39 +oe aataa
act summirt, so ist die Summ deswegen merkwiirdig, weil

durch dieselbe die guadratura circuli so nahe gefunden wer-~

den Kanp. Es sey s——+a¢+1+aa+4 R

i
aat-aa’
so wird proxime seyn n_.,-’l-as—-———l———- Als wenn man
setzt 0 — 4, fit s == 1,5 e m—= 3,1666668...zn gross.
S10=2 fit s:%——[—%—}—-;—; 0.575; %as= 54,6 und also
rr = 3,1%166666. . .zu gross.

N SR ST N P - -
Sit ¢ =< 3 fit s == - 5 - 3+ 35 =0, 34358974358974 35897



bas 125 — 4,12307692307692130

-

5]

subtr. - — 1
a -
add. 6—1&; — 0.0185185185185185

fiet . m — 3,144595hk15955k15. Diese Expression gibt
also die Peripherie immer zu gross, Ich habe demnach den

excessum gesucht, und gefunden, dass sey

3 £ 1 1
—hgs — > L. 4, - 2, _ 1
== as a + 2 1.3ac .6 2%.3.7ab + 8 29 5 11al®

35 1 43887 1
T g T isais T “wo T 2% 9 qgal8
854513 1 169'7’:‘92 7 1
g 2011 93 P i B ER T Al
X 2
—'_323-'!.1__1’

allwo dieser lelzle terminus ungemein klein wird, wenn a
mittelmissig gross angenommen wird; denn es ist schon
e —=153552990, weilen e” — 23,14069. — Ew. waren ein-
mal auf Operationen bedacht, wie man Zahlen finden kénnte,

so ohne einige legem fortgingen, um zu versuchen, ob man

nicht etwa auf eine soiche Art die Zahl 7 — 3,15159 elc.
herausbringen kénnte. Solche irregulire Zahien_ kénnen nun

gefunden werden durch die ordentliche Division, wenn man -

bey jeder Operdtion den’ divisorem um 1 vermehrt; als aus
diesem Exempel zu sehen

12245264410 1 109 6 15 6 9 18 9
Dividend |1,0000000000 0 000 0000 0000

Divisores 1, 2,3, & 5, 6,17,8,9,10,11, 12', 13,14, 15,16,17, 18, 19,20
Quotus  0,46%7827%3 9 07 6 393 & 9 % etc.

Wenn ich nehmlich so viel mal nehmen kénnte, dass nichts
ibrig bliebe, so nehme ich einmal weniger, damit diese
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Division in infinitum fortgehe. Wenn man nun auf cina
solche Art die gquadraturam circuli finden kénnte, so hielte
ich dieselbe fiir so gut als wirklich- gefunden.

Auf die Vorher heschrichene Ari durch die series - —
has — = —[—

als 10, genommen wird, kann der valor ipsius 7 auf viel

iz ete., wenn fir o eine etwas grosse Zahl,

- Figuren ziemlich leicht gefunden werden, allein da die

coéfficientes sehr irregular fortgehen, so halte ich keine Me-
thode bequemer um den valorem ipsius 7z zu finden, als die-
jenige, welche schon lingstens etnmal gefunden. Ich weiss
nicht, ob Ew. derselben sich noch erinnern; sie bestehet aus
zwey seriebus, deren jede stark convergirt und auch leicht
per approximationes auf sehr viel Figuren summirt werden
kann. s sey nehmlich

i 1 i i 1 1 1
A= i“_'z + 5% T Ba® qai Ty T 1.8 1597 e

* 1
B=13 1. 2 3.‘13+5.25m7.27—[—9_29h11.211+15.21,—'et\(‘.‘.
so wird seyn m =4k A + 2B oder es ist

p—g At 144 !
Tf—-—3+5 5.2 6.2 7.22+9.23+1o.2=+11.24"“1:5.'2"

1 1
15 ipaw T et
Da in diesen sericbus nur die potestates binarii vorkommer,
s0 kann ich auch solche geben, worin nur die potestates

von 2 und 3 enthalten sind. Also wenn man setzi
1

. 1 1 i 1 1
C,-§—m+ﬁi*w+m“m+ etc.
und
33 5. 35 7.57 g.z5 11.311 + ete.

so wird seyn w4 -4- & D. Diese series scheinen mir nun
weit bequemer zu seyn, als diejenige, welcher sich Sharp,
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Machin 1nd Lagni bedienet, als welche ihrergrossen Zah-

len durch Hilfe dieser seriei
2vV3 2¥3 2V'3 1v'3 2V 3

e e P2 ete
BR— 3 T 353 T 53 7.3 + 530

gefunden, welche nicht so stark convergirt, als eme von

den obigeri, und noch dazu dieser Schwierigkeit unterwor- .

fen ist, dass man erstlich 1/3 auf so viel Figuren als man
haben will suchen, und dann diese beschwerliche Zahl be-
sﬁihdig dividiren muss. D_esweg_en kann sich in keinem ter-
mino - eine revolutio periodica figurarum finden, wedurch
man die folgenden Figuren aus den vorhergehenden ﬁnd(,n
konnte. Dahingegen hey meinen seriebus dieser Vortheil in
einem jeden termino statifindet, so dass ic.’q W?hl 10 ter-
mings per fractiones decimales von meinen seriebus evol-
viren wollte, ehe Lagni einen einzigen von seiner evol-

i t.
virt ha Euler
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LETTRE LIX.

—
Gorpsacu 4 FuLres.

Sousyrnz. Continuation sor les miémaes sujats,

Bt Petersburg d. 4. Mai 1948,
Kch sehe in der That , dass das letztlich angefithrte lemma {1
nicht alsofort aus dem, was ich vorher von der aequatione

‘Amn—m—1 —g2? geschrieben hatte, erhellet; dahero bitte

ich nachfolgendes raisonnement in considération zu ziehen:

8i in aequatione E...hmn —m— { — a® ponatur
M=y A, p=hn®>M—pn et ¢ — 1612 A?, transmutabitur
aequatio £ in F. . .4nM — M—1{— 4° quae, cum non
differat ab aequatione E, nisi sola specie litterarum M, 4
et m, a, et pro unaquaque harum litterarum poni possint
omnes numeri integri affirmativi, necesse est aequationemn
E et F unam eandemque esse. Si vero in E solus valor {ex

hypothesi impossibilis, m=— fy—{ comprehendit- aequationem
Corr. mathk, et phiys, T I ' 15

[
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£ in omni sua amplitudine, gquae aequatioc F revera aequi-
valet aequationi K, sequitur, per casum m—hv —1, si
impossibilis est inl_E, non magis excludi ommes casus pos-
sibiles aequationis F, quam omnes casus possibiles ipsius
aequationis £, cam nulles casus possibilis reperiatur in E,
quin sit assignabilis in F. _
Dieses wird sich hoffenilich auch in dem von Ew vor-
geschlagenen parallelismo .mit der Formul knz — a1,
deren casus quadrabilitatis ich nicht untersuchet habe, sou-
teniren. Wo micht, so wird es mir lieb seyn die Sache ins
kiinftige besser einzusehen. Ich danke indessen diensil. fir
die in Ew. Schreiben enthaltenen schénen theoremata, wo-
von ich vielleicht kinfiig etwas zn melden Gelegenheit ha-
ben werde. Goldbach.
P. 8. Haben Ew. eine Methode den valorem in dem. casu
zu determiniren, da f==1 und = in der gewdhnli-
chen Bedeutung genommen wird in hac formula?
z (2f—1 1 1 1
T A (Tt s ) F
Ich halte dafir, dass der valor quaesitus alsdanm

seyn werde
T ,” . 1 i 1
— 5 +§§+5§+§+etc-)

Wenn ich mich recht erinnere, so haben Sie mir

ehemals eine Formul comnmuniciret, welche die sum-.

. 1 .
mas serierum, quarum formula est A generaliter

+.f

gibt, posito pro f numero quocungue etiam fracto;
die Formul selbst aber ist mir vorjetzo nicht bekaunnt.
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LETTRE LX.

Evner 4 Gorpraca.

Somuarer, Continaation sur les mémes sujets,

Berlin d. 21, Mai 1745,
Aus der Verwandelung dieser Formul kmn — m— 1—aa
in diese dhnliche &Mn— M — { — 44 facta substitutione
m—hke—1, vizhnnM—n et ao—16n%4? kann ich
nichi' sehen, dass mehr folget als, si formula kmn—m — 1
quadrata nequeat esse casu m— %y -— 14, omnino quadratum
esse non poterit; oder, wenn man demonstriren kénnte,
dass kmn — m-—1{ nuollo casu m— by — i ein Quadrat

wire, so wire zugleich richtig erwiesen, dass eben dieselbe

Formul nulio prorsus easu ein Quadrat seyn lkonnte, Hin-
gegen kann diese Conelusion nicht zugegeben werden: om-
nes casus, quibus hmn —m — 1 sit quadratum , habere

m T ho— 1. Aber diese Consequenz hat wiederum ihre

*
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Richtigkeit si cognitus esset casus, quo hmn—m— 1 =0,
neque tamen fuerit m numerus formae %v — 1, ex ¢o certe
alius casus derivarl posset, quo m esset numerus formae
hy— 4. Um aber die Sach deutlicher zu machen,. so will
ich diese ahnliche Formul 9mn —m — 1 == aa betrachten,
welche wenn man setzt m — 99 — 1, v—9nnM—n et
a—9nA in diese 9Mn — M — 1 = 44 verwandelt wird.
Wenn man nun schliessen wollte diese Formul 9mn—m—1
kénne kein quadratum seyn, nisi m sit numerus formae
9¢ — 1, so wiirde die Unrichtigheit dieses Schlusses sogleich
erhellen, denn 9mn—m-— 1 wird ein quadratum in fol-
genden casibus:
ntm2, m=—= {|n=3, m—= t|n=6, m—= 10

pn=2, m—=10 |3, m=¥ i n=8§6, m=x 11

n—%2, m==26

n—2,

m— 53

n— 3, m— 37
n—3, m—=85

eic. -

=6, m== 109
n-=6, m— i30
ete.

eic.
woraus erhellet, dass 9mn-—m — t infinilis modis ein qua-
dratum seyn kinne, ohne dass m ein numerus hujus formae
v —1 ist, ungeacht eben dasjenige raisonnement hier an-
gebracht werden kann, welches bey der Formul bmn—m—1
gemacht worden.

Dieses Jahr bat der He. Prof. Daniel Bernoulli das ganze
praemium erhaiten und meiner piece ist das Accessit, je-
doch ohne meinen Nahmen zuerkannt worden.

Nunmehr sind die opera Joh, Bernoullii omnia in vier
Quart-Banden ferﬁg worden, Der Verleger, M. Bousguet,
hat dieselben selbst hiehergebracht und dem Konige ein
magnifiq eingebundenes Exemplar praesentirt. Ich habe auch
gins von dem Hn. Bernoulli zum Praesent echalten. Die
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3 ersten tomi enthalten alle seine Pidcen, welche bisher.
hin und wieder gedruckt worden, der &t aber die anecdota.
Das Exemplar wird nicht anders als fair 20 Rildr. in Franc-
furt verkauft, M. Bousquet hat einen Contract mit mir ge-
schlossen, kraft welches er alle meine Schriften auanenotljn—
men diejenigen, welche ich nach St Petersburg zu schicken
schuldzn‘ bin, drucken wird, und wird den Amang mit dem
tractatu de Isoperimetris macken. Fr hatte gern mit der
Scientia mnavali angefangen; ich muss aber erst vernehmen,
ob die Akademie noch gesinnt seyn wird, dasselbe zu drucken.

Ew. prohlema de inveniendo valore hujus expressionis

(2n—1) (1 G5+ o =)

an (n— i3

,,,2
TTeér(n—1) + rE—12%
casu quo n—1 ist gewiss mit cines von den schwersten in
dieser Art. Ich habe eben denjenigen valorem heransgebracht,

welchen Ew. mir entdecket, Um denselben zu finden, habe
ich gesetzet n:—1 - &, denotante ¢ numerum evanescentem,

. . 1 1 i
Sit enim hoe casu 1 ‘o tg *+—=0Q atque for-
mula proposita abibit in hane

P— (i422)Q _

e i

Ga(t-}-a) + #*(1+tay  E(arar =

wr 4 i1 . 1 1

= (z—1) tr ot +2e) (-2 8)=
rn e ! 1 1
i)

Die ganze Sach kommt also auf den valorem ipsius. Q an,

posito n—=1 - . Diesen finde ich also: gemeraliter ist

11— a . . .
Q= f e da si post integrationem poraiur x=—1%. Denn

i_xﬂ

=l e et L e™ T folglich

es 1st




