— 0 —

LETTRE XXXVIL

Evrer 2 GonppacH,

Samuatng  Sur les pacadoxes de Liuneschlos, Controverse entre Segner et

les partisans de V¥ olf Valeur réelle d'une expression imaginaire,

Berlin d. 2 December 1841,

— — — Fir die mir communicirten paradoxa des Lu-
neschlos bin gehorsamst verbunden. Es zeigen einige da-
von, als von dem Ton der Glocken und Saiten, eine rich-
tige Finsicht in die Natur. Das von den Glocken stehet aber
schon in Stifelii Anmerkungen iiber die Coss Christoff Ru-
dolfs. Dasjenige, welches Ew. zuerst von der annihilirten
Materie in einem Geschirr geschricben, scheinet auf diesem
ratiocinio zu beruhen: Ist keine Materie zwischen den Sei-
ten des Gefiasses, so ist nichts dazwischen; ist aber nichis
dazwischen, so sind die Seiten ancinander, -ungeacht das
Gefiss seine vorige Figur behilt. Ich halte aber dieses ra-
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tiocinium fiir ein blosses Sophisma und bei weitem nicht
hinreichend, die impossibilitatem vacui in mundo zu erweisen.

Der Hr. Geh. Rath Wolf, oder vielmehr seine Anhinger
haben neulich einen harten Streit mit dem Hu, Segner, Prof.
math. in Géttingen, bekommen, indem dieser einige grohe
Fehler in des Hn. Wolls Elementis Matheseos vorgab gefun-
den zu haben. Bs sind beiderseits schon verschiedene Schrif-
ten gewechselt worden. Der Hr. Segner aber hat Recht,
und von Seiten des Hn. Wolfs sind dic Defensionen $0
schlecht beschaffen, dass daher der- Wolfianjschen Philosophie
wenig Ehre zuwichst. Man hitte besser gethan die Fehler
zu erkennen, weil dieselben ganz offenbar sind, und die-.
selben in einer neuen Ausgabe, woran wirklich gearbeitet
wird, zu verhessern.

Ich habe letztens auch ein merkwindiges Paradoxon ge~

funden, nehmlich, dass der Werth von dieser Expression
A o BN

: quam proxime gleich sey %g: und  dieser
Bruch differirt nur in partibus millionesimis von der Wahr-
heit. Der wahre Werth aber dieser Expression ist der Co-
sinus dieses arcus 0,6931471805599, oder des arcus von
39°, 2, 51", 52”', 9% in einem Circul, dessen radins— 1.

Ich habe auch noch verschiedene wichtige Deeouverten

Pdx -
s allwo

gemacht iiber die Integration solecher Formuin

P und @ functiones quaccunque rationales von x sind, Wo-
von zu einer andern Zeit die Ehre haben werde Ew. aus-
fihrlicher zu schreiben.

Euler,
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LETTRE XXXVIIL

GoupesacH & EuLER,

Sommiing Bépouse i la lettre précédente,

St. Petersburg d. 18 Febr. n. st 1742.

' — — Die Demonstration meines theorematis, welche
Ew. in Ihrem vorigen Schreiben gegeben, ist eben dieselbe,
die ich auch hatte.

Das theorema dass #mn—m —1 kein quadratum seyn
konne, gefillet mir sehr, und ob ich es gleich- nicht de-
monstriren kann, so habe doch diese consequentiam daraus
gezogen, dass nicht allein, wie w. schon angemerket, auch
kmn— m — n kein numerus quadratus sey, sondern gene-
ratim die Expression kmn—m —n?, allwo a ein numerus
integer positivus quicungue- ist, niemals ein quadratum ge-
ben kénne.

Bei der Observation, so Ew. mir communiciret, dass
PR A v S
2

i

gefallen, dass wenn man machen wollte, dass

. Y .
quam proxime gleich sey 7, 1st mr en-
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QrV—1 L a—PV—i—g
wirde, alsdann p kleiner als 3 und grésser als 2 seyn

-miisse, Ich gestehe, dass diese limites grosso modo angege-

ben sind, habe aber nicht die curiosité sie niher zu de-
terminiren.

In dem 20® Briefe part. 1. von Kolben Beschreibung
Capitis bonae spei sind einige remarques ither die dortige
Ebbe und Fluih, welche vielleicht meritiren von Ew. ge-
lesen zu werden. Das Buch wird ohne Zweifel auf der
Konigl. Bibliotheque seyn.....

Dass Ew. anjetzo Thre Zeit nach lhrem eignen Belichen
anwenden kénnen, gereichet mir zum grossen Vergniigen,
und ich mochte fir das Aufnehmen der Wissenschaften wiin-
schen, dass Sie jederzeit in “soicher Situation verbleiben
kénnten .. ... ’

Goldbach.

Corr. math. e phys. T. I 8



LETTRE XXXIX.

Eurer 4 Goubsaca.

Sommaine. Théordmes de la théoric des nombres

Berlin d. 6 Mirz 1742,

— — Pass #ma— m-—1 oder hsmn—m—n niemals
ein quadratum seyn konne, konnte ich bis anjetzo auch
nicht rigorose demonstriren, sondern ich hatte solches aus
einemn theoremate Fermatiano, worin behauptet wird, dass
eine summa duorum quadratorum og -+ 56 niemals per nu-
merum formae &n-— 1 divisibilis sey, hergeleitet. Denn hat
dieses theorema seine Richtigkeit, so ist aa+1==(%n —1}m,
da ich Ew. signum == um eine aequationem impossibilem

anzuzeigen, gebrauche. Dahero ist ao = bmn — m —1. Fer-

1

aa
ner kanm anch -4-;1—+——

3 unmﬁglich ein numerus integer seyn,

., aa--1 . ar . aa4-1 | i"
oder es ist s T folglich Vlst aULch—uM_I L4 oder
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aa +4n bbtan . . _ bb4-n .
i oder w7 = & Gleichfalls La:111 o 1 odu

bbbt thnn cetnny . . - ‘
bt oder—:;_-fkem numerus mieger seyn. Und wenn

dn— 1 4
fi:3
man auf solche Art fortgehet, so folget, dass aafnt
dn—1

und also aaz=kmn-—m — n% welches dic Consequenz ist,

anm

s0 Ew. aus diesem theoremate gezogen haben. Die Rich-
tigkeit davon beruhet also auf der Wahrheit dieses theore-
matis, dass eine summa duorum quadratorum’ e+ 5b un-
mbglich durch &n — 1 getheilt werden kénne, wenn nicht
aaz und bb ein jedes fiir sich durch %n — 1 divisibile ist,
Ich habe aber erst jetzo hievon nachfolgende Demonstration.
gefunden:

Prop. 1. Haec forma (a - b)? — a# — b” semper  est
divisibilis per p si fuerit p numerus primus.

Dem. Evolvatur potestas (a 4 )P eritque

(e 6)7— aP_bP:%aP—ib_l_fix;’%‘)aP*ﬂbZ_}_....;
—]—P—(’%E) a”b"’”‘zv{—%}-’ab”*‘ cujus expressionis singull ter-
mini sunt numeri integri, singuli ergo erunt divisibiles per
p siquidem p sit numerus primus: nam si p foret numerus
compositus, fieri possit, ut in quodam termino factor quis-
piam ipsius p per factorem denominatoris tolleretur, ille-
que terminus, ac proinde tota expressio cessaret per p di-
visihilis esse. Quocirca si p est numerus primus, haec ex-
pressio (a + 6)F — aP — hP semper erit divisibilis per
p.Q.E. D '

Coroll. 1. Positis ergo a==b—1 erit 27 — 2 divisibile
per numerum primum p, ideoque wunisi p sit — 2 erit
2Pt — 1 per p divisibile. '
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Coroll. 2. Sit a=2, b=1, exit 37 —2P —{ divisibile
per p. Cum autem 27— 2 sit quogue divisibile per p, erit
quogue istarum formularom summa 3% — 3 divisibilis per p,
ideoque nisi sit p— 3, erit 377" —1 per p divisibile.

Prop. 2. Si a?-— a fuerit divisibile per p erit quoque
(a4-1)? —a—1 per p divisibile,

Dem. Si in propositione 1 ponatur b =1, erit (a 1)
— aP —1 per p divisibile. Cum autem per hypothesin sit
a” -— o per p divisibile, erit quoque summa istarum for-
mularum (e 4 1)? — a — 1 ‘per p divisibilis Q. E.D.

Coroll. 1. Cum igitur 17 —1 divisibile sit per p, erit
quoque 27 — 2 divisibile per p, hincque porro progrediendo
per p divisibiles erunt istae formulae 37 — 3, &7 — &,
5 — 35, etc. ) _

Coroll. 2. Generaliter ergo per numerum primum p di-
visihilis erit ista formula a” — @ quicunque numerus inte-
ger loco o ponatur. Nisi ergo p sit divisor ipsins 4, erit
quoque a?~*—1 per p divisibile. ,

Coroll. 3. Quoniam simili modo #—*—1 per numerum
Primum p est divisibile, nisi & sit multiplum ipsius p,
sequitur fore o”—'—5bP* per p divisibile.

Theorema. Summa duorum quadratorum ca-+5b non
est divisibilis per numerum primum n— 1, nisi utrumgue
quadratum seorsim per eundem numeram primum sit di-
visibile. '

Demonstratio. Quoniam per hyp. neque & neque b divi-
sibile est per kn—1, sequitur hanc formulam gt Tt —pEr
fore per hn—1 divisibilem, unde per hn—1 non erit
divisibilis haec forma a*"—2 - 5*"~% neque propterea ullus
ejus factor. At cum kn —2 sit nwmnerns impariter par, for-
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mulae a*"7* 4 5**—* factor est aa -+ bb: quocirca aa - bb
per numerum primum kn—1 dividi omnino nequit. Q. E. D

Coroll. 1. Quoniam si ¥n—1 non est numerus primus,
divisorem habet necessario numerum primum hujus formae
fn-—1, sequitur summam donorum quadratorum e bb
per nullum numerum hojus formae ¥n—1 sive primum,
sive non primum dividi posse,

Coroll. 2. Quodsi ergo summa duorum quadratorun:
ae—{-bb habeat divisorem, is erit necessario numerus for-
mae hujus kn4-1.

Coroll. 3. Si ergo summa duorum quadratorum aa-l-bb
per alium numerum dividi nequit, nisi qui ipse sit duorum
quadratorum summa (quod demonstrari- posse confido) se-
quitur ommnem numerum primum %n-1 in duo quadrata
esse resolubilem.

Dass Ew. die curiosité gehabt zu untersuchen, wann diese
Formul 2+PY—¢ 4 2PV —1 nihilo aequalis werden konnte,
hat mir Anlass gegeben anzumerken, dass solches infinitis
modis geschehen konne. Der erste valor pro p ist, wie Ew.
observirt, zwischen 2 und 3, nehmlich p — 2,26618021, der

wahre valor aber ist p :2112, da ist 7= 3,1%159265 und
i - A
12=1 — = — + - ete. = 0,6931471805. Alle fol-

genden valores ipsius p entspringen aus diesemn, indem man
diesen mit 3, 5, 7, 9, cte. multiplicirt. — — —

Euler.




LETTRE XL

EuLer &4 GorLnsacH

Bosismarne. E est chargé de doumer des legons de moathdmatiques aux prinees de

Wiirlemberg., GCombte de 1742

Berlin d. 15 Mirz 1742.

— — Ich habe die Ehre gehabt in meinem vorigen'

Schreihen Ew. zu melden, dass die Durchl. Herzogin von
Wiirtenberg mir die Information in der Mathematic und
Physic iher Dero Prinzen aufgetragen, womit ich schon seit
einigen Wochen continuire. Weilen ich aber allhier noch
keine Vorgesetzte habe, und diese Occupation ohne Erlaub-
niss nicht wohl iiber mich nehmen konnte, so habe des-
wegen directe an Thro Konigl. Majestit nach der Armée ge-
schrichen und vor etlichen Tagen darauf die Allergnidigste
Permission durch ein Handschreiben bekommen. Von aussen
war die Adrvesse: 4 mon Professeur Fuler wnd der Inhalt
war folgender:
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Atant va par Voire lettre du 20" du mois passé que la
Duchesse de Wiirtenberg vous demande des lecons
mathématiques pour les princes de Sa maison, Je
vous en accorde la permission avec bien du plaisir,

étant au- reste volre bien affectionné Roi Federic.
Znaim ce 1 mars 1743,

Uebrigens kann ich die sonderbare Capacitit des Erb-Prin-
zen und den durchdringenden Verstand nicht genugsam be-
wundern. Meine Lection ist- taglich von 10 bis 11 Uhr, da
dann die Mess angehet. — — — .

Ew. habe das letzte Mal meine Demonstration des theore-

‘matis, dass kmn—m—n niemals ein quadratum seyn kénne,

zu iiberschreiben die Ehre gehabt. Aus derselben folgen noch
viel andere artige Speculationen in dieser Materie, und ich
bin versichert, dass Ew. noch viel herrliche Consequenzen
daraus herleiten werden. Ich habe anjetzo auch eine ganz
andere Methode gefunden die summas serierum. potestatum
reciprocarum zu finden, welche sich nicht wie die ersteve
auf die radices infinitas einer aequationis infinitae griindet,
sondern bloss allein aus den regulis dilerentiationum und
integrationum fleusst, wovon das nichste Mal anstalrlicher
zu schreiben willens bin. '
Euler.

P. 8. Seit acht Tagen hat man allhier einen Cometen wahr-
genommen, erst vorgestern aber hat man Gelegenheit
gefunden denselben auf dem Observatorio zu obser-
viren. FEr erschien d. 11'** um Mitternacht in ala
horeali Cygni, so dass longitudo war == 12° 30 und
latitado borealis 71°. Sechs Stunden hernach schien
er beynahe um 2° in conscquentia fortgeriickt seyn.
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woraus ich schliesse, dass dieser Comet nicht weit
von seinem Perihelio seyn miisse; ob er aber erst
dahin gehe, oder schon daher komme, kann aus die-
ser einigen Observation nicht geschlossen werden.
Die letzivergangene Nacht war es trib, dass man
nicht observiren konnte. Im iibrigen schien der nu-
cleus wie eine stella 4% magnitudinis, hatte eine co-
mam und caudam ungefihr 3° lang. Was hiertiber in
Petersburg entweder observiret worden oder noch
wird observiret werden, solches ersuche Ew. gehor-
samst mir zu melden. Sobald man hier wird mehrere
und accuratere Ohservationen machen kénnen, werde
ich solche gleich der Akademie zu iiberschreiben die
Ehre haben. '

=i
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LETTRE XLI.

Gornnaace 34 EuLEer.

SaumaineE Recherches sur les nombres ot les quantités § exposans imaginaives.

St. Petershurg &. 12 April 1742

" Mlcine Demonstration, dass wenn %mn — m— n® kein nu-
‘merus quadratus ist, auch kmn —m —n®t*oza?, fliesset

alsofort ans der einigen Supposition m — ¥p —n%, denn
hiedurch wird %n (4%p — n®) — hp —= % 5%, quae aequatio
divisa per &, dat Iipn — p—ntt p?, so dass in der
Aequation z®=—lhpx —p —a*, wo « ein numerns integer
quicunque ist,  keinen valorem, positivum in integris haben
kann, Es folget auch ferner, dass obgleich p* — p — e® in-
finitis modis ein quadratum in integris ist, dennoch

PEV(@pE—p—c®)
2

niemals ein numerus integer seyn kann; item dass die zu-
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crst erwihnte TFormul % mn — m — n® keinen numeérum

(b*—1b)
2

mals eine radicem affirmativam in integris haben kanm.

iriangularem gebe, oder dass x®=lhpe—p— nie-

Gegen die mir communicirte Demonstration, wofir ich
Fw. sehr verbunden bin, finde ich nichis zu erinnern, viel-
leicht konnte man aber generaliter sagen, dass (a - b)F —
aP — bP allezeit per aliquem divisorem ipsius p divisibile
ist, woraus denn als ein casus particularis folget, dass wenn
p ein numerus primus ist, die gedachte Formul per ipsum
numerum p divisibilis seyn miisse *).

Bey Gelegenheit dessen, was Ew. von der Formul

9Py —1 .4 g=PV—1 =9

schreiben, habe ich observiret, dass wenn n variabilis ge-
setzt wird, alsdann 2PV —1 4 2—7PV—1= 9 werde, so
oft » ein numerus pariter par ist, und dass sie hingegen
— — 9 werde, so oft n ein numerus pariter impar ist, und
Wenn n ein numerus in;ceger, g aber ecin numerus quicun-
que rationalis aut irrationalis ist, so wird allezeit

g an+g) pV—-1 4 g— Gut+-9)py—i — 99pY—1 }- 9—gpPV—1 -x-):)‘
Es ist meines Erachtens aunch remarquable, dass wenn man
p durch diese Aequation determiniret QPY—1 g—PV—1—3,
alsdann 2%PY—1 -2 =PVt — wird

[(1+1/5)2“+1 —(—i+ 1/5)”+‘] _ [(1+= sPet—(—14V 5)2-*‘“]

) 2241 9 20— 1
so oft & ein numerus mteger ist.
Nachdem ich diese Observation wieder darchgelesen, finde

ich dieselbe von Leiner Wichtigheit; man darf nur selzen
3Xvs
2

» 50 ist a® o~ % der terminus generalis.

Goldhack.

[ Qs

*) Emendandyw vid. infra. G **) V. la letire suivaute.

e g

LETTRE XLIL

Furen & Gorosach.

Somaains. Mémes sujets,

Berlin d. 8 Mai 1743,

— — Die Corollaria, welche Ew. aus meinem theore-
mate, dass kmn — m —n kein quadratum seyn konne, her-
geleitet, sind sehr merkwiirdig und dibertreffen das theo-
rema selbst weit an Wichtigkeit. Denn dass fmn-—m—n
auch kein numerus irigonalis seyn konnte, hatte ich nicht
wahrgenommen; anjetzo habe auns dieser Anleitung auch
befunden, dass eben diese Formul #mn — m — n auch kein
numerus heptagonalis seyn kénne. Ueberhaupt habe gefun-
den, dass alle Zahlen welche nicht —%mn—m-—n seyn
konnen, in dieser Formul wax + yy 4y enthalien sind.
Daher diese Expression &mn —m—n—4zz—+yy+y alle

moglichen Zahlen gebhen muss, welches theorema einiger-



— 12k —

maassen dhnlich ist dem Fermatiano, dass pp +qgq-+rr4-ss
alle mogliche Zahlen hervorbringe. - Ich habe noch viel mehr
dergleichen theoremata, als 3aa-} 3bb 4 Tce kann niemals
ein quadratum .seyn; item 2aa 4+ 656 - 21 ce quadratum
esse nequit und dergleichen. Ich habe aber noch keine dec-
gleichen formulam finden kénnen, in welcher & litlerae a
se invicem non pendentes enthalten wiren.

Dass im Uebrigen meine Jingst iiberschickte Demonsiration
bei Ew. Beifall gefunden, erfreuet ‘mich sehr. Dass aber diese
Formul {a - b)? — a? — ¥ auch durch p oder emen divi-
sorem des p, praeter unitatem, wenn p kein ‘numerus pri-
mus ist, divisibilis seyn sollte, kann durch meine Demon-
stration nicht nur nicht erwiesen werden, sondern es trifft
auch in vielen Fillen nicht zu. Als wenn a=—1 et b—1,
et p— 35, so lisst sich 2% —2 weder durch 5 noch durch
7 theilen.

Wenn generaliter aP¥ =1 L g=PY~1=b, so ist

_ Cwp 1 (b Y (E—EN® Y (b — BN
A Y 1_( - ) _I_( : ),
und folglich ,- wenn PVt g—pV—1—3 so wird
- —mpy—1 — (3 FVRN® 3—VENE __ [VEHINT
e amepror = (R (= (5

V5 — 142% . : : . N .
( 3 ) . Somit kommen Ew, Observationen mt memem

General-theoremate, dass a7 V=s_l.qF Y—1—9¢cos. Arc. pla
meistentheils iiberein, nur dass qur+NA/—1.1 9 —{an+g)py--1
nicht gleich ist 297 V—1i_ 9—9PV—1 wenn nicht entweder
@n 4+ q)pl2 oder 2np [2 gleich st mu denotante 1:7 ra-
tionem diametri ad, peripheriarxi. '

. Euler.
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LETTRE XLIIL

Goupsacu i Euren

Somuarng Gentinuation sur les mémes sujets. Denx thdorémes d’analyse.

Moscau d. 7 Juni m. st £742.

— — — Ohngeachtet- ich mich in meinem vorigen Briefe
mit der particula vielleicht précautionniret, so “hitte doch
nicht geglanbet, dass die Formul (a -+ b)? — a? — b7 sich
nicht allezeit durch einen von den divisoribus numeri p
sollte dividiren lassen, wenn solches nicht durch das von
Ew. angefithrte exemple deutlich bestitiget wiirde.

So viel ich mich erinnere, hatte ich mir in meinem
letzten Briefe die Formul g=pV—1 | 2—*PY—1_ posito
grV—1 .1 2—PY—1—0, als applicatas einer curvae serpen-
tiformis, deren abscissae x sind, vorgestellet, und welche
den axem so oft durchschneidet, als die Formul =0 wird,
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so dass, wenn die formula ipsa =2 ist, die applicata ma-
xima unten oder oben herauskommt, folglich unzihlige an-
dere applicataé unter sich gleich seyn miissen; michts desto
weniger ist in meiner damaligen Fxpression ein Fehler ein-
geschlichen, den Fw. mit Recht angemerket haben, und leicht
verbessert werden kann, indem es heissen sollen, dass wenn
g ein numerus quicungue und 9PV =1 | 9=PV—1 = () ge-
selzel wird, alsdann posito pro.n integro quecunque, seyn
‘werde -
g(ﬂﬂ—&—q)m/—-l,_‘_gA(sn— f— PV — L 2qp1/—1+2ﬁqm/-—1_

Ev. haben gefunden, dass alle Zahlen, so nicht kmn—m--n
seyn kénnen, in dieser Formul begriffen sind v*-}- v-t+u*, und
ich finde, dass alle ¥mn-—m-—n zu dieser Formul y*+y—a*
gebracht werden kénnen, so dass eine jede gegebene Zahl
gleich ist p* 4 p = ¢*, woselbst p et g numeros integros
anzeigen, oder auch eine von beiden litteris 0 bedeuten
kann; woraus zu sehen ist, dass eine jede Zahl aus einem
duplo numeri triangularis * numero quadrato bestehet.
Weil aber auch eine jede Zahl gleich ist der Formul

u 4ot o4yt 4y —at,

so wird, wenn man setzet u == fz—;l_—z +1, 2= i:_—z —1,
2t g —a? + 2, folglich jedes numeri dati dimidium

e v il w7 i i
2 = 2
id est tribus trigonalibus.

p—Nxr—-(p—a z
9.

wenn sie gleich werden soll kmn—m —n, p weder 5+ 2
noch 5 =1 seyn konne, sondern alle trizonales, letrago-

Dass in der formula polygonalium

nales, hexagonales und heptagonales ausgeschlossen werden,
folget ex iisdem principils.

s
v

A -
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Tch halte es nicht fiir undienlich, dass man auch dieje—
nigen propositiones anmerke, welche schr “probabiles sind,
ohngeachtet es an eciner wirklichen Demonstration fehlet,
denn wenn sie auch mnachmals falsch befunden werden, so

konnen sie doch zu Entdeckung einer neuen Wahrheit Ge-

legenheit - gében. Des Fermatii' Einfall, dass jeder numerus
g2 4+ 1 eine seriem numerorum primorum gebe, kann
zwar, wie Kw, bereits sezeiget haben, nichl bestehen; es
wiire aber schon was Sonderliches, wenn dicse series lauter
numeros unico modo in duo quadrata divisibiles gibe. Auf
solche Weise will ich auch eine conjecture hazardiren: dass
jede Zahl, welche aus-zweyen ‘numeris primis ‘zusanmmnen-
gesetzt ist, ein aggregatum so vieler numerorum primorum
sey, als man will (die unitatem mit dazu gerechnet), bis auf
die congeriem omnium umitatom *}); zum Fxempel

143 2+3
p=1 4112 5— :iiii+2
TRt B B R
145 |
(4243
=<1+ i+143 ef

144414142
T4 141414

*) Nachdem ich dieses wieder duvchgelesen, finde ich, dass sich die con-
jecture in summo rigore demonstriven lissct in casu r--1, si successerit in
casu n, et -} 1 dividi possil in duos numeros primes. Die Demonstration
ist sehr leicht. Es scheinel wenigsiens, dass eine jede Zuhl. die grosser ist
als 1, sin aggregalum iriwm numerorum primorun sey. &
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_ Hierauf folgen ein Paar observationes, so demonstriret
werden konnen:
8i ¢ sit functio ipsius x ejusmodi, ut facta ¥ = ¢ numero
cuicunque, determinari possit « per ¢ et eveliquas constantes
in functione. expressas, poterit etiam determinari valor ip-
sius  in acquatione ¢*" 1= (204 1) (¢ 1)""%

Note marginale d’ Euler: ,
. 027l — (ot o) )77 divisib. perov —v —1
addatar (w —e— 1)1~
g2l (p b 1y (w4-1)”— ! divisib. .per vy — o—1.

Si conmplatur curva cujus abscissa sit , apphcata vero
ﬂ

sit summa seriei -—2—2;1; posita n pro exponente terminoram

hoc est, applicata — =5 +2 2*4—3 70 —{-«4 57 1 etees dico,

si fuerit abscissa —

L =l-!;—, nam sit haec applicata. =y,

1, applicatam fore--—

5 (et y= £ Z;-E: WNote marginale d' Fuler
S
3 . . . . .« . 22
5 velmajor . . . infinitam.

Goldbach.

P. 8. Die beiden anderm formmulas numerorum non qua-
dratorum, deren Ew. Erwihonung thun, habe ich
noch nicht un_tersuchet, ich gfaube aber, dass selbige,
wenn man setzet
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a—he-tk, b=lx+tm, c—=nx4p

sich wohl machten unter nachfolgende Formul ran-

given lassen, allwo f, g, 7, ¢ numeri integri affir-
mativi sind

@f — by &) - b f— 27 0)(2g — 07w+ (26—0%?

— hy® —2f —2g

denn diese kann niemals ein quadratum geben.....

Positis m et p numeris integris affirmativis, haec

p-2-0V (fp —mid-3)

expressio
m

non polest fieri numerus
integer.

Cury, math, et phys. T. 1 9
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LETTRE XLIV.

EuLer 4 GorLpBacH.

Sonmuarre Travanx d'Euler. Sommation des séries des puissances réciproques.
Formaules 4 exposans imaginaires, Recherches sur les nombres et diviseurs,

Sur les deux théorzmes de la lettre précédente.

Berlin d. 80 Juni 1742,

— — TIch werde nun bald wieder eine Dissertation nach
Paris schicken Sur la meilleure manitre d'observer l'incli-
naison de laiguille aimantée, und da ich bei dieser Gele-
genheit auf die theoriam magnelis meditirt, so habe ich
endlich ein sehr simples und den legibus naturae gemisses
systema gefunden, wodurch ich alle proprietates und phae-
nomena magnelis et ferri auf eine sehr leichte und deut-
liche Axt erkliren kann, tber welche Materie ich kinftiges
Jahr eine pitce nach Paris senden werde.

Letztens habe ich wiederum eine pidce nach Petershurg
de oscillationibus pendulorum flexibilium geschickt, und
niichstens wird hier der 7% tomus Miscellaneorum zum Vor-
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schein kommen, darin ich eine ziemliche Anzahl Piecen ge-
geben; Einige davon handeln von einer neuen Art die sum-
mas serierom potestatim reciprocairum zu finden. Erstlich habe
ich eine Mcthode gegeben alle formulas differentiales rationales
zu integriren, da daon das integrale, wenn dasselbe nicht
algebraicum ist, entweder a logarithmis, oder a quadratura

circuli, oder von heiden zugleich dependiret. Hieraus habe

. . . o xm—1l __ anr—m—1
ich das integrale dieser Formul f S

raliter exprimirt und dabei gefunden, dass wenn man setat

dx " géne—

&— 1, alsdann im integrali sich die membra logarithmica
destruiren, und nur diejenigen, so a quadrafura circnli
dependiren, ibrighleiben, welche zusammengenommen end-

m
75 CO$ — 77
lich auf diese Expression reducirt werden. Hieranf
nosim—7 '
i
. . pEmt gt . .
habe ich die Formul f — = dx per series. inte-

grirt, modo ordinario, und nachdem ich x=—1 gesetzet,
diese Aequation gefunden

m
T COsS— Tt
n

1 1 3 1 1 i

—m n-r-m—l—n—]—m_ 2n.—'-n1+‘2n+m __311—-m+

n sin — 7%
” etc.

alwo 1 :7 rationem diametri ad peripheriam bedeutet, und

folglich posito radio, seu sinu toto =1, die halbe peripheria

oder der arcus 180° duich 7 angedeutel wird; und also

Wu‘d;— 7t ein arcus determinatus, davon man den sinum und

N - N . nm
cosinum anzeigen kann. Nun seize 1011;: «, so kommt
diese series heraus

neosex A 1 1 1 i 1
“sin +1+xm2—x—|—2+x“5-—x+eum

3

sin L x i—2



— 132 —
1 ) . i
Setzt man 2—--, so wird 7 == ¥5° und cos mz =%
. 1 : 5 & 4 & &
et sin mw— 3> und folglich = — T——?—}——s—-—?-}—g-—- ete.
Hieraus kann man aber per differentiationem auf hohere po-
testates kommen, denn sumto @ variabili, ist d.cosme =
— qndz sin wz und d.sin nz — ndx cos nx; dahera wird

d meoswr__ —arxdr(Enrz) — wwdx (cosna)* __ —mmdz
‘sinmx T (sin = x)* “ (sin wx)*

ob (sin ma)* 4 (cos ma)*= 1, nempe quadrato radii. Also
wenn die series auch differentiirt wird, so kommt

_:a’n:dx__-—dx da o dx e dx . dx = et
(;inﬂ:x)z'— xx (1—x)* Ad-fx)* (2 —x)* @F=)* G1C.»
und durch —dz dividirt

Z
(sin n'a:)2 + (i z)? +(1+x)2+(§‘_ t)2+(2+x)2 '|‘ ete.

Setzt 1 ellsm1 —_! so wird
etzt man & — > W T wir

16 16 16 F:7:4 1 1 1 1
2an——- 5+ 3 +- ete. oder o —— -+ Hotete.
"‘Man kann aber auch weiter differentiiren, und solchergestalt
ad summas quarumque potestatum gelangen, denn es wird

g _ —2nidrcosmx __ —2dx 2dx 2dx
a- (sinmazy* ™  (@hrx)d T x® +(1 —x2)3 " (14-a)? + ete.
und folglich
adcosmx 1 1 1 1
Ema)t 23T (1—a)? + (1+x)3 T a- )3 + QF=3 ete.
S 1 . 64 64
Sit @ = erit D75 i 33 —[— 7 73 =+ etc. Solcher-

gestalt finde ich also die summas omnium potestatum und
noch viel generaler als durch die vorhergebrauchte Methode,
weil ich hier loco @ quamcunque fractionem substituiren
kann. Diese Methode habe ich dem Hn, Nicolao Bernoulli
nach Basel geschrieben und erwarte daritber noch seine

433

Meinung *). Ich erinnere mich aber, dass Ew. schon vormals
angemerkt haben, dass wenn man die Summ von dieser

. . 1 1
serle wisse a+a.r+b+,ﬂx + pei + etc., man darvaus per

differentiationem die Summ von dieser finden kénne
afi—1 m—1 . 11—-1

aFady —+ ey + 2 +?ﬂf)"+ ete,, wovon meine summatio
hier ein casus ist.

Generaliter ist 27Y 127 PY—1—2cos A.pl{2. Wenn
also 2°Y—1.4 2—PY—1 goll == 0 seyn, so muss p/2 einem
solchen arcui circuli gleich seyn, dessen cosinus — 0. Diese
Figenschaft aber haben alle arcus in hac formula contenti

(‘M—H)”: und folglich wird p — un;;;) Dahero posito p =

(2”"{‘1)“ oder 27V 1} 2—PV—1—0, so wird gapy—1 +2—xPV—1:
2 cos A zpl. 2-—=2cos 4. (2"'+ DZ% Wenn also seyn soll

9PV —1 + 2~ 9PY —1 — 2””/_1 —{—9“”’]/_‘, $0 IMUSS
A (2:z+1)q o0s A - (‘2.)2—[—-1)1:1‘.

cos Die cosinus aber von

Zweyen Versehledenen arcubus sind einander gleich, wenn
entweder die snmma oder differentia arcuum gleich ist ei-

nem multiplo von der ganzen Peripherie 27. Dahero” wird
Qrn4-Dygn +(9.n—|-1)rm
2 - 2

— 2mn und folglich g+ r— 2«3:_1—1,
so dass seyn wird

ka:ﬁx 7)p¥—1 +2 (u‘ﬁl‘?)f"/_lzgqu—i Lo,
worin alles dasjenige enthalten ist, was Ew. von dieser Ma-
terie mir iiberschrieben haben. -

Nicht nur alle Zahlen, welche diese Formul ¥mn—
m—-n gibt, sind enthalten in yy4y—zx, sondern gar
alle mogliche Zablen, welche sowohl in kmn —m — n,
als nicht darin begriffen. sind, und also ist independenter

¥ Voire la 1're letire de Nic Bernoulli dans Je 2%we volume.
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von diesem theoremate eine jede Zahl in dieser Formul
uw -+ o0+ v 4 yy 4 y — @z enthalten. Hieraus lisst sich
aber nichts ad resolutionem - numeri cujusque In numeros
irigonales vel quadratos schliessen, und da ein jeder Buch-
stab z, v, y und =z eine jegliche Zahl andeutet, so kann

zz-}-2
4

— 1 seizen,

z+“—1—i noch fir 2,
B2
4

man nicht fir 2,

weilen-diese formulae + { picht mehr alle mdglichen

Zahlen geben, welche doch durch z und z angedeutet wer-
den. Denn da eine jede Zahl sogar in dieser Formul -
enthalten ist, so misste, kraft dieser Substitulion, auch eine
jede Zahl in dieser zz 4z enthalten, und also ein numerus
trigonalis seyn.

Wenn alle in dieser formula 92" -+ 1 enthaltenen
Zahlen nur unico modo in duo quadrata divisibiles wiren;
so missten auch alle diese Zahlen nothwendig numeri primi
seyn, welches aber picht ist. Denn alle diese Zahlen sind
in dieser formula &m - 1 enthalten, welche so oft sie ein
numerus primus ist, unfehlbar in duo quadrata, hocque unico
modo, resolviret werden kann. So oft aber km—+1 kein
numerus primus ist, so ist dieselbe Zahl entweder gar nicht
resolubilis in duo quadrata oder pluribus uno modis. Dass
aber 2°* 4 1, welche Zahl kein numerus primus ist, zum
wenigsten duobus modis in duo quadrata divisibilis sey,
kann ich also zeigen: 1. Wenn ¢ und & in duo quadrata
resolubiles sind, so wird auch das Product ¢b in duo qua-
drata resolubile seyn; 2. Si productum ab et alter factor a
fuerint numeri in duo guadrata resolubiles, tum quoque
alter factor b in duo quadrata erit resolubilis. Diese theo-
vemata konnen rigidissime demonsivivet werden. Nun ist
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2% | 1, welche Zahl in duo quadrata est resolubilis, nempe
2% ef 1, divisibilis per 6%1 =25 - 4* Dahero der andere
factor, den ich brevitatis gratia b nennen will, gewiss auch
eine summa duorum quadratorum. Sit b —pp -}-gq, ifa ut
it 2% - 14— (25> ") (pp+ 94), erit 27 1=(25p{-kq)" I
(25 — hp)* et simul 2°* |- 14— (25p — kq)* 4 (239 | kp)*
und folglich zum wenigsten duobus modis eine summa duo-
rum quadratorum. Hierans kanm man nun die resolutionem
duplicem a priori finden. Denn es wird p — 2556 et ¢ — 09
und folglich 2% + 1 — 65536 - 1° = 62264* | 204497
Dass eine jegliche Zahl, ‘welche in zwey numeres primos
rvesolubilis- ist, zugleich in quot, quis voluerit, numeros
primos zertheilt werden kénne, kann aus einer Observation,
so Ew. vormals mit mir communicirt haben, dass nehmlich
ein jeder numerus par eine summa duorum numerorum
primorum sey, illustrirt und confirmirt werden. Denn, ist
der numerus propoesitus n par, so ist er eine summa duo-
rum numerorum primorum, und da n— 2 auch eine summa
duorum numerorum primorum ist, so ist n auch eine summa
trium, und auch quatuor w. s. f. Ist aber n ein uumerus
impar, so ist derselbe gewiss eine summa trivm numerorum
primorum, weil n—1 eine summa duorum ist, und kaﬁn
folglich auch in quotvis plures resolvirt werden. Dass aber
ein jeder numerus par eine summa duorum primorum sey,
halte ich fiir ein ganz gewisses theorema, ungeachtet ich
ALV (Ep—mi3)

n

dasselbe nicht demonstriren kann. — Dass

nimmer ein numerus integer werden kénne, erhellet daher,
weilen wenn man diese Formul einem numero integro
n gleich setzt, heravskommt p — mn —_"_]/(‘J:mn——‘l); es
kann aber ¥mn— 1 kein quadratum seyn.
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Ew. theorema, dass wenn man ex aequatione ¢ = ¢,
existente ¢ functione quapiam ipsius x, die radicem z fin-
den kann, man auch ex hac aequatione

pritie—=(2¢ | {) (v 4 1)" 1

den valorem ipsiils x bestimmen kénne, — hat mich zu

ergrimden viel Mihe gekostet, bis ich endlich gemerket,

dass diese Aequation ¢*" 1! — (20 4 1){v | )"”‘-:0 di-

visibilis sey per v¢ —. ¢ — 1. Denn es 1st .

A (B0 1) [o 4 1) = 0 (62— (o 4 1))
(o0 — 0 —1) (o 1)~

und ¢** — (v} 1)" ist durch oo (v -} 1) divisibilis. Quic-

quid ergo sit n, aequationi ¢** ! = (¢ + 1) (v L 1)"*

. . 1i+v¥5
satisfacit v¢v = ¢ 4 1, und ist also v = ——5—» aus welcher

Aequation man per hypothesin die radicem 2 finden lkann,
Si concipiatur curva, cujus abscissa posita :m, applicata sit
= %-*_2_1; -+ si'; +;§;—8—{—- ete. erit generaliter y— lzft_—x,'
und folglich ist die curva eine logarithmica, darin die appli-
cala zum asymtoio wird, wenn x—%. Essey (Fig. 6) V(B eine
logarithmica ordinaria asymtoton habens VD), deren subtan-
gens constans AT 1. Caplatur applicata AC—1, et ducta
alia gnacunque PM, positisque 4P —¢, et PM — u, erit
t=lu, sen udi—du. Jam dncatur applicata D B— WAC—%4,
erit AD=1I%, et ducta MQ, fiet BQ=wx et QM—y pro
casu proposito. ¥rit enim AP—(—I[b—y et PM:u:!l-—ae

unde ob t =/lu erit ¥ —y—I{(% —x) et y

--.:r.‘
Sonsten haben Ew. pro summa seriei ipsi y aequahs casu

a—1 geschnehen—, da dlese Summ ist —= 1 -—4--

REuler.
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LETTRE XLYV.

Goupsacu A BEuLEsm.

SoMmairg. Sur un passage des oeuvres de VVallis, relatif au déchiflrement.
Réponse a la leitre précédente. Considérations sur la somumalion des scéries.

Théoreme de géométrie.

Mo:scarx' d. 8o. Juli v.S1. 174%.

Bch gratulive Ew. zu der bevorstehenden perpetuellen Pension
aus Paris, denn es scheinet je linger je mebr, dass Ew. die
dortige Académie des sciences sich bey Austheilung der Preise
ginzlich tributaire machen werden....

Ich erinnere mich in den von Wallisio dechifrirten Brie-
fen einige Stellen angemerket zu haben, die einer andern
interprétation bediirfen, wie es Fw., wenn sie nachfolgende
remarques mit den Briefen selbst conferiren wollen, ohne
Zweifel befinden werden. Tom. IIT Op. p. 666 lin, & hatte

in dem Briefe gestanden 125. #h. 24, 123, 65.28. Er setzet
125. hh. 26, 123, 68. 285,

T . Q
anstait 2% die Zahl 26 und lieset 0 d umi st e
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welches kein franzosisches Wort ist, da doch vielmehr von
dem Copisten die zwel Zalhlen %0 und 20, oder die eine
348 ausgelassen worden und das ganze Wort heissen soll
Conclaviste. Tin. 10 ibid. setzet er fir 128 die Zshl 138
und interpretivet sie Hongrois; es ist aber viel wahrschein-
licher dass 128 recht geschrieben und Aomme heisst. Auch
ist nicht zu sechen, warum pag. 665 lin. 7 von unten, die
Zahl 380, welche er gar nicht in den clavem gesetzet, pall
heissen soll, da dieselbe vielmehr paye bedeuten wird. Die
Zahl 136, welche er gar nicht interpretirt, soll vermuthlich
heissen Dame. Dessen ohngeachtet halte ich die von Wallisio
hewerkstelligte Dechifrirung vor cinen grossen effort de 1'es-
prit humain. Er gestéhet aber aufrichtig, dass thm unter-

schiedene chifrirte Briefe in die Iinde gekommen, daraus
er nichts finden konnen.

Ich sche wohl, dass bey meinen Briefen allezeit die Er-

" innerung néthig ist: Omnia probate, weil es mehrentheils

an gehoriger Attention fehlet; indessen wird es mir doch

lieb seyn, wenn nur Etwas darin enthalten ist, so Ew. Ap-

probation meritiret. An die Observation, welche Sie mir
schon lingst communiciret, dass die numeri 4m 4+ 1 nur
auf einerley Art in zwey quadrata getheilt werden kénnen,
habe ich damals, als ich den letzten Brief geschrieben, nicht
gedacht. Dass alle Zahlen in der formula y* +y — 22 be-
griffen sind, ist gewiss; doch hitte dieses meiner damaligen
Intention nichts gehindert, wenn nur die suppositiones

22z 23z v . "
7 :—j— —+1 und z = —j— — 1 aus zulinglichen Grinden

wiren hergeleitet worden. Denn wie es in dieser Proposition:
Quilibet numerus est aequalis tribus trigoualibus uni affie-
mativo et duobus negativis, darauf nicht ankommt, dass in
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. . . X —32 .y omz¥—z
den tribus formulis = Tz=y 3 T : » ¢, y und z alle

nur migliche Zahlen bedcuten, sondern vor x auch gar

wohl gesetzt werden kann 2#*, wenn man nur erweiset,
dass diese adhibita substitutio dem numero cuicunque dato,
so aus der ganzen erwihnien Tormul herauskommen soll,
picht hinderlich ist, so wirde es auch mit dem casu, dass
jeder numerus aus tribus trigonalibus bestchet, eine sleiche

. - 212 E<l
Bewandniss haben, wenn die suppositio m:—j; -1 gnug-

~sam gegrimdet wire.

Bald nachdem ich meinen Brief geschrieben. hatte, sahe
| pH2VEp kD)

m
tegro von keiner ‘Erheblichkeit ist. Vielleicht sind diese
etwas Desser: 1 -+ 162% - 166> nunquam habet radicem
hujus formae kn—1, sed semper hujus &n - 1. Numerus

ich, dass die Observation T numero -

ha* 41 in unico casu est primus, si =—1.

Gleich wie es ‘aber series Dumerorum gibt, welche ent-
weder nicht kénnen durch tn-— 1 dividiret werden, oder
gar numeri primi sind, so wiren auch dergleichen series
von Zahlen zu suchen, die entweder numeri primi sind,
oder durch %n - 1 micht kénnen dividiret werden, oder
wenigstens den divisorem minimum niemals hu:jus forfnae_
kn-+1 haben; denn so oft es sich trife, dass ein term‘mus
¢jus seriei gleich wiirde a* 4+ 1, kinnte man demenstrlrep,
dass es ein numerns primus sey. In der gerie numerorum
trigonalivm unitate auctorum sind gewiss sehr wenige casus,
da der divisor minimus ad hane formam %n |1 gehoret.
Einer von diecsen casibus ereignet sich, wenn der exponens
termini ist 252, und der numerus trigonalis unitate. auctus
aus den factoribus 29 nnd %01 bestehet. Wenn man aber
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dergleichen casus, in quibus divisor minimus est hujus for-
mae. ¥n -+ 1 durch eine generale Exception ausschliessen
konnte, so wiren alle termini hujus formae ¢*4-1, in so-
fern sic in selbiger Exception nicht begriffen sind, numeri
primi.

Was ich von ¢*"*1—(2o+1)(v+1)""* geschrichen

. . . A+V5

hatte war blos ex consideratione numeri —=— hergenom-
men, ohne zu vermuthen, dass die aequatio dividirt werden
kénote, welches doch, wie ich jeizo sehe, in dergleichen
Fillen unumginglich néthig ist.

So viel ich mich ermnere, ist mir niemals eine Methode

data summa serlei

1 1 1 ; . e
P s + . +ﬁ£ - _{_”—|— etc. Invenlendi
_iﬂ—-l pn

(a-fax)? + (b—l-ﬁr)" + (C-r)’-'c)71

wesen, ausser in dem Fall, da swnma prioris seriel aus

~+ ete. bekannt ge-

einer bekannten functione ipsius @ bestehet; solchergestalt
wird auch dato cx -+ Bz* 4+ yx® 4 dz* 4 ete. summabili,
die series ax—+ 2" -} 3"ya® + ¥ da* + ete. summabilis;
welches aber nichts sonderliches ist, da hingegen die grosste
Schwierigkeit darin bestehet, dass man in Ermangelung el-
ner solchen functionis finitae ipsius «, eine expressionem
aequivalentem substituiren und selbige hernach immer wei-
ter differentiiren kénne, wie Ew. es mit den sinibus arcuum
circuli gemachet. Indessen will ich doch ein theorema hicher
setzen, so mir nur seil einigen Tagen eingefallen: Sint tres
series: A...ae-b+4c¢ +d+etc., .ab+4-(a—+ b)e+
(a4 b+ e)d -+ ete., C...a* 4 b*4¢* +d*+ ete., dico

esse B— -, unde sequitur cognitis summis duarum se-

rierum ex his fribus, darl etiam summam tertiae seriei, et

— i —
cognita summa unius seriei, darl etiam rationem, quam
alterutra series reliquarum habet ad. alteram. Sit ex gr.

1 1 1 . 1 .
4 —=— b= m,_; ¢ = —ete. erit B— o 1y it

m
1 i,. . )
a—1, b— 5 =5 d—— T (signis post binos quos-
que terml.nos alternantibus) erit series B—=10. Si ponatur
1 4 i1 o 1 1\ 1 . .
an (1 —“ﬁ) e -+ (1 “**57—1—]— '3—")-@— ete, — ﬂ,?zn, ubi =

circumferentiae circuli cujus diameter 1, erit f funetio ejus-

_modi ipsius n, quae posito n — 1 fiat = 22 » ubi p—=12.

- 8i vero n ponatur numerus integer major unitate, tota

functio - fiat nomerus rationalis, propterea quod in illa
functione his casibus quantitates numeris p et n affectae sese

destruunt. Hiebey habe ich ohserviret, dass 1 - pzz%’;—zfere.
Ich méchte wohl wis;en, ob Ew. die swmmas nachfol-
gender serierum ab® 4+ (a + b) ¢4 (a4-b-+-c) d*-} ele. und
2[)—]—( o b c+(a 4 -e*) d--etc., wenn a1, b= _-——,
:?, d—=— ? oder a5} e+ete. =12 per logarithmos
et quadraturam circuli exprimiren kénnen? '
Neulich fand ich einen Zettel, darauf von meiner Hand,
vermuthlich schon vor einigen Jahren, geschrichen war:

Seriei 1 27 37 + 47 1 etc. summa ad datum terminum
o est:

{27 (w—1) 4 (37— 27) (2 —1) (33°) +
(4P—2.3P+2P)(w—1)(’;2)(""3)—!—
(57 — 3.47 4+3.37 —27) (@ — 1) (322) EF2) (Z52) + ete.

quae series abrumpitur si p sit numerus 111teger affirmativus,
nec plures continet terminos quam p - 2 continet unitates.
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Auf einem andern Zettel fand ich Folgendes: Ex his
formulis
I u”
I np"tt—(n+ ) :
Ol n?u™+2—(2n% 20— 1) u"" 14 (n4-1)*u”
LIV, nfum (307430 = 3n+1)u" T A-(3nf 60> —k)u !
—(n+1)%u",
quae in infinitum continuari possunt ea lege, ut si antece-
dens fuerit
nPuttP o qut P Ut TR yu'PT3 L oete.,
sequens fial
nPriyn Pt pPntp +4)u"tP— a(n4 p)uttF
+a(@41) +Am—2)
—B (4 p—1)u TP —ete.
4y {n—3) |- ete.

Sumatur formula quaecunque A et in casu particulari, ubi

it n— 0, eadem formula ponatur — B, dice asse

4—B
(it — 1)1
summatricem seriei 1 4+ 2Pz + 37 ® + 8P u’ ... -0 u"‘l‘
Sit exempli causa p=1, erit A=nu"T1—(n-{1)u”
in casu particulari, ubi n—20, transit 4 in —1 =218, qua-
propier '

4—B ___nu"‘l'l __.(n_l_:{)u,fl_!..i____1 g 3]‘&2 lpus. .. nun—l_
i @ iP —A+2u-30 -kl

Sonst habe ich auch bemerket, dass die surmma seriei
1 —{—22” 4 3%" 4 5%" + etc. gleich sey
n—2 P - te—
& (@4 1)"— G @ w4 )"

('7:1.-—8)(?&—-1)()’-'-—-3) =2, {31 —% __ ote.
2% 3%.5 e 4-1) ete.

oder (posito y @ (2 -~ 1)) erit summatrix

= (y" ey T - by A my ),

B3 —

.ubi a, b, etc, determinantur hoe modo:

(n—1)atn(n—1)(n—2)=20
(n—2)b -+ a(n—1)(n—~D(n— 3) + r(n—1Yn— D(r—3)(n —4&)

2.3 1.5.6.5 =0
b(n—2) (n — (H‘. —4) a(n —1)(n—2) (n—-3)(n—i) (n—5)
(n—3 et + 2.3.4.5
n n(n—1)cn~2><n—s)(n—4)(n— D=8 _ 4

_ 2.5.4.5.6.7
Sollte aunch hierin etwas verschriecben seyn, so kann ich es
doch gleich rectificiren, wie denn auch dasjenige, was jetzo
von den exponentibus paribus gesagt worden, aunf alle ex-
ponentes in genere zu exiendiren nicht schwer seyn wiirde.

In den compendiis geometricis, wo das theorema Pyt]ia-
goricum demonstriret wird, sollte man billig solches auch
von allen figuris similibus demonstriren, woraus denn dieses

“corollarium folget: Si (Fig. 7) triangulum rectangnlum 4BC

tangatur a curva quacunque AFBGCin tribus punctis 4, B, C,
et super basibus A5 et BC describantur curvae 4D A, BEC,
ipsi curvae ABC per omnia similes, nec sese in aliis punciis,
practer 4, B, C intersccantes, fore (deductis segmentis can-
cellatis AFB, BGC) reliquas quasi-lunulas ADB¥ + BECG
— A ABC , quae quasi-lunulae in lunulas veras transibunt,
si curva ABC fuerit semicirculus.

Goldbach.
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Eurer 4 Govrpsach.

SomasinE. Pieces de concours aux prix des académies de Paris et de Dijon, Re-
cherches sur les nomblres et les divisears, Considérations uliérieures sur

les séries.

Berlin d. 28. August 1742,

Pass Ew. mir einen bestindigen Tribut von der Akademie

zu Paris prophezeien, erkemne ich als eine deutliche marque
Dero gegen mich hegenden besondern Wohlgewogenheit mit
der schuldigsten Dankbarkeit. Ob ich aber gleich zu Erhaltung
dieses Vortheils meinerseits nicht ermangeln lasse, so schei-
net doch meine von hieraus abhgeschickten pidcen eben das-
jenige Schicksal betroffen zu haben, welches vor etlichen
Jahren den Hn. Cammerherrn Korff so viel Mihe gekostet
hat zu redressiren. Denn ich habe schon zu Anfang des
vorigen Monats meine pidce iiber die Inclination des Mag-
neten an den Hn. De Mairan geschickt, und gleichwoh! noch
keine Antwort, dass selbige angekommen, erhalten. Hernach
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. hatte ich verwichenen Martium eine piéce uber den motum

.

fluidorum in canalibus elasticis an die Académie des sciences
nach Dijon, von welcher iber diese Materie ein Preis von
30 Louisd’or bestimmt war, gesandt, und gleichfalls dariiber
noch keine Antwort empfangen, welches mich glauben macht,
dass diese beiden DPiecen entweder irgendwo aufgehalten,
oder gar verloren gegangen seyn missen, wobet ich nur

dieses am meisten bedauere, dass ich von diesen beiden
Piscen keine Copien gehalten habe. —-——

Fw. Emendationen der von Wallisio dechifirivten Briefe
halte ich fir ganz richtig, erkenne aber dabei mein Un-
vermigen, selbsten diese tiefsinnige Materie zu untersuchen.

Dass diese Expression V(1 |- 16ea - 1655) niemals eine
Zahl von dieser Form 4%n —1 geben konne, ist ein sehr
schones theorema, davon die Demonstration nicht so lescht
in die Augen fillt. Denn gesetzt, dass

wn—1—= V{i + 16aa+ 16bb),
so wiirde 16nn— 8n—16aa 4 1650 und folglich
. n(2n—1)=2(e® + 5%
Weilen nun 2 (aa - bb) cin numerus par ist, so misste n
ein numerus par.seyn, indem 2n— 1 gewiss impar ist. s
sey also n==2p, so wird 2p (kp —1) =2 (ae +bb) und
dannenhero %p— 1 ein divisor formulae aa 465, welches
nicht seyn kann: oder p (5p— 1) miisste eine summa duo-
yum quadratorum seyn, welches ebenfalls nicht maglich ist.

Dass 4a® -+ 1 niemals ein numerus primos seyn kénne,
ausser dem casu wenn @ -—1, ist kein Wunder, weilen
diese formula generaliter in duos factores resolviret werden
kann, denn es ist ka® 41 =(2zz 2z + 1)(2ze—2x4-1).

Ob es solche serics numerorum gehe, welche entweder
durch %n - 1 nicht divisibiles, oder gar mumeri primi sind,

] Corr. pucth, ef phys. T. L 10
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zweifle ich sehr. Wenn aber gleichwohl dergleichen sich
finden sollten, so wiirde man daraus einen grossen Vortheil
zu Erfindung der numererum primorum ziehen kénnen.

Uebrigens halten die divisores primi aller serierum von
Zahlen, welche in dieser formula enthalien sind ¢z == *Byy,
eine sehr artige Ordnung, welche, ungeachtet ich davon
noch keine Demonstration habe, dennoch ihre vollige Rich-
tigkeit zu haben scheint. Ich nehme deswegen die Freyheit
Ew. cinige dergleichen theoremata zu ﬁbefséhréiben aus
welchen mnoch unendlich viel andere hergeleitet werden
kénnen.

I. Si x et y sunt numeri primi inter se, haec formula
@ + yy per alios numeros primos non est divisibilis, nisi
qui coniineaniur in hac forma bn4t, atque hi numeri
primi omnes ipsi in hac forma za + _y_y_ continentur. Dieses
bekannte  theorema setze ich voraus, um die Connexion
der ibrigen desto besser vor Augen zn legen,

II. BHaec formula 2@ --yy alies divisores primoé non
habet, nisi qui in his formis 8n -1 vel 81+ 3 continean-
tur. Bt quoties 8n 41 vel 8n -3 fuerit numerus primus,
erit is aggregatum ex quadrato et duplo altevius quadrati,
sen erit formae 2z -+ yy.

[il. Haec formula 3zx - yy alios divisores primos non
habet, nisi qui in his formis 12n -1 et 12n 4 7 (oder in
dieser einzelnen 6n 4 1) contineantur. Bt quoties 6n + 1
est numerus primus, contmebltur in forma 3azx —]- Y.

IV. Haec formula 5xz - yy alios divisores primes non
habet, nisi qui in his formis 20n 1, 20n | 3, 20n4-9,
90n—|-7 contineanfur, et omnis numerus Prunus in una

hcll‘lll'ﬂ quatuor formularum (ontentu:s (‘I]t IPSG numerus
formae Sxax 4 yy.
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V. Haec forma Gxax -+ yy alios divisores primes non ha-
bet, nisi qui in una harum quatuor formularum 2kn-4-1,
2hn 45, 2n -+ 7, 2¢n 411 contineantur, et omnis nu-
merns primus in una harum formularum contentus est ipse
pumerus formae 6xa |- yy.

VI. Haec forma Twza - yy alios dIVISOI‘ES primos non
habet nisi qui in una harum 6 formularum 28n 41,

28n 49, 28n | 11, 28n-+ 15, 28n - 23, 28n -} 25 (oder
in einer dleser dreyen 1hn 4 t, 1hn + 3, tin -+ 11} con-
tineantur, et omnis numerus primus in una harum formu-
[arum contentus est 1pse numerus formae 7 mac —4-ry-

Nun aber ‘ist omnis numerus trigonalis unitate auctus
in dieser formula 7xz + yy enthalten, und folglich kénnen
die numeri trigonales unitate aucti keine andern divisores
primos haben, als welche in diesen formulis thn -1,
14n + 9, 1kn 4 11, oder welches gleich viel, in dieser
7xa -+ yy enthalten sind. Hieraus lassen sich nun leicht alle
numeri primi finden, welche einen numerum. trmonalem
unitate anctum dividiren. Solche sind nehmlich 1, 11, 23,

29, 37, %3, 53, 67, 71, 79, ete. Dahero kénnen keine an-

dere numeri primi hujus formae &m -1 divisores seyn

numeri trigonalis unitate aucti, als welche in einer von

diesen drey formulis begriffen sind 28n--1, 28n-4-9,
28n 4- 25. 3

Hieraus ist also klar, dass diese Expression pxrzx Yy
keine andere divisores -habe, als welche in einer gewissen
Angzahl. von solchen formulis kpn s enthalten sind, allwo
s einige Zahlen bedeutet, welche, ob sie gleich Reine Ord-
nung unter sich zu haben scheinen, dennoch nach einer
schonen lege fortgehen, welche aus diesen theorematis
erhellet:
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VI Si numerus primus formae hkpn -} s fuerit divisor
formulae pax-4-yy, tum etiam omnis numerns primus in
hac forma generaliori contentus &pn + s* erit divisor for-
mulae pxwe - yy atque etiam ipse erit numerus formae
pxx+-yy. Bx. gr. Quia numerus primus 287 4 9, est nu-
merus formae 7xx - yy, erunt etiam numeri primi 28n-{- 81
{(28n 4+ 25): 28n 4+ 729 (28n-+-1) ete. numeri formae
Txx—+Yy

VIiL b1 duo numeri prum kpn 4 5 et hpn 4 ¢ fuerint
divisores formulae paa 4 yy, tum omnis nwmerus primus
hujus formae kpn—-s®¢ erit simul numerus formae PL—A-YY.

Wenn man also von einer solchen Expression pwa-tyy
schon einige divisores primos entdecket hat, so kann man

durch diese theoremata leicht alle mogliche finden. Als, es .

sey diese Formul gegeben 13xx 4 yy, worin diese Zahlen
ih, 17, 22, 29, 38, &9, 62 ctc. enthalten sind. Numeri
igitur primi, qui sunt divisores formulae 13zx - yy erunt
1, 7, 11, 17, 19, 29, 31. Folglich miissen alle numeri primi
in his formubis-52n -1, 52n + 7, 52n |- 41 ete. divisores
von {3axx-+yy seyn konnen. Die Formul 52n -7 gibt
- aber nach dem theorema VIl noch diese 52n4-49, 52n4- 343
(oder 52n-- 31), 52n-+7.34, oder 52n -9, ferner 520 7.9,
oder 52n 4 11, ferner 52n-4-7.44, ader 52n - 25, ferner
52n - 7.25, oder 52n | 19, ferner 52n-4-7.19, oder
52n 4+ 29, ferner 52n -4 7.29, oder 527, + &7, fermer
58n + 7.47, oder 52n -+ 47, ferner 52n 4 7.47 oder
52n -+ 15, ferner 52n - 7.15, oder 52n -1 und hier
dudert sich die Verschiedenheit der Zahlen, welche zu 52n
gesetzt werden kinmen, ww numeres primos in forma
i3xx 4 yy contentos hervorzubringen. Also nur allein da-
7 ein divism‘_ formae i3wx - yy seyn kann,

raus, dass 7

- ) —

" weisen die beiden letzten theoremata, dass alle numeri primi

»

in his formulis
52n + 1; 52n 4 31; 52n4-25; 2n 47
52n4 7; 5204 9; 524195 52n4- T
52n4+89; 52n-L-41; 52n-++29; 5 n-+ 15

-contenti diese Form 43zz 4+ yy haben und auch divisores

von solchen Zahlen i3za-t-yy seyn konnen, und mehr
formulae konnen auch durch die theoremata nicht heraus-
gebracht werden. Dahero: gewiss ist, dass kein anderer nu-
merus primus ein divisor formae 13xa-yy seyn kanm,
als welcher in einer der gefundenen 12 Formuln enthalten
ist. Weilen nun cin jeder numerus primus in hac forma
contentus ¥pn—1 ein divisor von pwx 4 yy seyn kann.
Hicher kénnen schone proprictates hergeleitet werden, als
z. Ex. weil 17 ein numerus primus und auch von die-
ser Form 2ax -|-yy, so ist gewiss, dass so oft 47" £ &n
¢in numerus primus 1st, solcher auch eine solche Zahl
2w - yy seyn misse. Und wemn 17 X 8n eine Zahl ist

- yon dieser Form 2xz -+ yy und doch keinen divisorem von

dieser Form admittirt, so ist dieselbe gewiss ein numerus
primus.

Fine gleiche Beschaffenheit hat es auch mit den diviso-
ribus hujusmodi formularum pwx —yy oder xx —pyy,
welche wenn sie primi sind, in dieser Form Anp = s ent-
halten seyn missen, da s cinige determinivte Zahlen be-

‘deutet. Nehmlich in einigen Fallen wird seyn

1. Omnes divisores primi formae xzx—yy continentur
in bn = 1, welches klar.

2, Omnes divisores primi formae 2xx —yy eontineniur
in 8n 1 1. ' :
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Coroll. Ergo nuwmerus primus 8n % 3 non est nu-
merus formae 2ax— yy. 7

3. Omnes divisores primi formae 3xx -—yy confinentuir
in forma 12n = 1.

% QOmnes divisores primi formae 5xa — yy continentur
vel in 20n2-4 vel in 20n = 9 (oder in dieser einzeln
10n 1)

efc.

Et si numerus primus kpn - s fuerit divisor formae prr—ryy
oder xax—pyy, tum =+ knp = s* erit ipse numerus formye
pxx — yy vel xe—pyy, quoties fuerit numerus primus.
Si duo numeri primi s et £ fuerint numeri formae prT—YY,
tum quoties 7~ knp £ s#¢” fuerit numerus Priinus, simul
erit numerus formae pax—yy. Also weil 7 und 17 nu-
meri primi und von dieser Form 2xx—yy sind, so wird
auch == 8n = 7°.147" eine Zahl von dieser Form seyn, so
oft dieselbe ein numerus primus ist. s sey u=—=1, v=1,
so ist 7.17 — 119 und 119 + 8 — 127 — numero primo,
folglich wird seyn 127 — 2xx— yy = 2.6k — 1. Hieraus
ist nun klar, dass es nicht méglich ist Sniten ven Zahlen,
so in einer solchen Formul pxx X gyy begriffen sind, zu
finden, welche nicht divisores von dieser Art &n | 1 ad-
mittiren sollten.

Ich glaube aber fest, dass ich diese Materie bei weitem
noch nicht erschépfet habe, sondern, dass sich darin noch
unzahlig viele herrliche proprietates numerorum entdecken
lassen, wodurch die doctrina de divisoribus zu einer weit
grosseren Vollkommenheit gebracht werden kénnte; und
hin dabei gewiss, dass wenn Ew. diese Materie einiger At-
tention wirdigen werden, Dieselben darin sehr wichtige
Découverten machen wiirden. Der grisste Vortheil wuarde
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aber sich alsdann recht zeigen, wenn. man fir diese theo-
remata demonstrationes finden sollie. '
Wenn drey Series also beschaffen sind, dass 4 —a
b+e+d-+etc., B—ab 4 (e-+ b) e+ (a}-btec) d+-ete
et C— a*-}-b*+¢* {-d*+-ete., so ist B die summa fac-
torum ex binis terminis seriei 4, nnd ist folglich die dupla
summa factorum ex binis, 2B, una cum summa quadratorum
singulornm C gleich dem quadrato seriei 4, sen 2B C—=44
et B = 44-C

testates extendirt werden. Als wenn
A=a + b ¢ +d -+ ete
B—a* 0%} e* - d*+ et
C=a® 4 b eP - dF A et
D—a* 4+ b*4-c*+ d* 4 ete.

so wird seyn terminorum a, b, c, d, e ete.

. Solche theoremata konnen auf hshere po-

. yoe s 4> B
samma factorum ex binis =7
. A% _3 4B }1C
s ” ex ternis =
. A*_ 64?8 84C-}3B2—6D
- 3 ex quaternls = o
etc.

Wenn Ihre mir proponirten Series gesetst werden
P—ab®4-(a+b)c*+ (ad-b4-c)d*+ (a0 c-d)e* - ete.
Q=a*-}(&+ ") e+ (o™ b ¢*)d -+ (@*4-b*4-c*-d”)e 4 ete.
so wird seyn P+ Q—=4B—C, folglich wenn '
A:i-—%—}—% - —i——}—-;— — ete.
B=t+4 o+t +4 5+ g+ ot

1 i 1 1
C—1 __é_+ﬁ__%7k+i?5_ etc.
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so kann die summa der beiden serierum P - Q nicht per
logarithmos et quadraturam circuli angegeben werden, wei-
len die series C noch nicht summirt werden kann. Viel we-
niger kann also eine jede fir sich summirt werden. Wenn
aber dieses geschehen kénnte, so hitte man die summam seriel
C, Welche ich bisher vergebens gesucht. Die valores 1 —-p*

2.
und ——, wenn p—{2,.differiren so wenig von einander,

dass ich dieselben bald fir villig gleich %ehalten hiitte; ich
habe deswegen beider valores genauer gésucht und gefun-

den 1 - p?= 1,4805530139 und - 7®— 1,A80K4066.

Die formulac, welche Ew. mir fir die summationem
seriei 1 - 27 4 37 - #” 4 ete. usque ad datum terminum

iiberschrichen, érinnere ich mich noch in Petersburg bei

Denselben geschen zu haben, und entspringet die erste Ex-
— )

pression 1 4 27 (x—1) 4 (87 — 2F) = = l) (x )—1— ete. ex

differentiis continuo sumtis, und die andern formulae kom-

men per differentiationem heraus, Um aber die summam in

der hequemsten Form zu finden, so halte ich diese Art fur
die leichteste:

1427 4 37 447 .. 4 2P =

+1Ii. I —_—

L e g PO DD s
R D= L LETRRTD. G
B s = L
“}"P(p;i?;‘”(ﬁ;u) .5;5 P15 __ oic.

allwo das Hauptwerk auf diese seriem fractionum ankommt,
welehe Bw. genugsam noch bekannt seyn wird:
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H [ 7 8 9 i 11
i i ?l f”» 5 691 b 3617 53867 1212277 s 85-&515,
-7 &2 &' io’ ® 2w’ 2? z0 0 &2 10 6

12 13 B
1181820455 769779217
526 7 .
so weit habe ich sie continuirt. Der terminus generahs ex-

ponenu n respondens kann also exPruxmt werden
(zm 2.9)  (3*"—35.22"45.1)
@t (=5 :
{@2™— 52"-;—5.2“—-4. i) etc.)

"welche gleichlalls abrumpirt w1rd

Obgleich diese series 1+ —\— + 1G+ etc. per qua-

draturam ClI‘C‘llh exprlmut Wn’d so kann doch die Summ
von dieser m+ —]— —]— —]— ete. nicht generaliter gege-
ben werden, und aunsser dem casu « — 1 habe bisher noch

1
kemen andern, als wenn x—=-+- snmmiren konnen, Nehm-

2
hch p051t0 p == 12 et m:1— Peuph :diam., so kommt heraus
1 1 1 1 i 1 ete. —
T I'T+?'?+1615+2552 566’1—+ _
' 7w —8pp,
12

Endiich habe die Ehre noch dieses theorema hinzuzufi-
gen, welches oftexs einen grossen Nutzen haben kann:
Theorema, Si fuerit

a aa - a® at ,
S:i+ E:F_l- + ‘ln—l—l +3n+1 + an-i-1 + etc,

erit
% — 7 . n-—l—‘)(i n—{—i) + 271--{-‘1(1 ;r._—i}-T—l_i:;-—*]:I)
| +5 —[—-‘1(1 n—}—‘1+2n+1+3n+)

+ t&n-’,—2( +n+1+2n+1 r 5::+1+&n+1)+em
l.aonh. Euler.
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LETTRE XLVIL

Gorpsiacx 2 EunEem.

Sommarie, Réponse 3 la lettre précédente. Introduction de deux nouveaux signes:

8 et -, Globules de sang de Leuwenhoek, Notice littéraire.

Moscau d. i October st, n. 1743,

— — - Dass p{tp —1) keine summa duorum quadratorum
seyn kann, wird von Ew. als bekannt angenommen; ich
deducire es aber daher, quia n== 2p = V/ (4p* — p—a%,
und dieses, quia n* = kpn-—p—a®. Sonst habe ich auch
gefunden, dass eine summa trium datorum quadratorum
nicht gleich seyn kann dem facto ex duobus, multiplicatc.J
per quadratum par, oder dass e® 4 f* |-g*--ke® 7 p?;
imgleichen si est fmn—m—n=——a® (ubi f, m, n, o sint
integr? affirmativi), erit etlam fp*mn-—m—n=a*, ubi p

praeterea sit integer. Da es aber mit dem casu f==% be-
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kanntermaassen in aequatione priori sginé Richtigkeit hat,
so wird auch kmnp*—m—n=a®, und kann gar wohl
seyn, dass f fir sich selbst noch viele oder unzihlige va-
lores ausser dem quaternario hat, wie es sich denn findet,

‘dass wenn alle divisores primi hujus numer Jzxtyy

(ubi = et y sunt numeri inter se primi) unter dieser for-

" mula 6n - 1 begriffen sind (de quo dubitare pefas), f auch
=12 gesetzt werden kann, folglich 12mnp*— m —nd”

Ich habe unter den remarques, so Ew. mir von den divi-
soribus formulae px*+y* communiciren wollen, insonder-
heit diese betrachtet, dass ein jeder numerus trigonalis unitate
auctus in dieser formula Taz--yy “enthalten ist und dahero

" keine andere divisores primos haben soll, als welchein diesen

formulis 1kn -1, thn-+9, thn+4 11 bestehen. Weil aber
unzihlige numeri trigonales (als z. Ex. 21) unitate anctl zu

" dieser Formul 7z - y?® gleichwol nicht gebracht werden

kénnen, so verstehe ich Ew. theorema nur von den numeris
trigonalibus Parihﬁs, quorum scilicet exponentes sunt hujus

i1 . . . ]
formae &mn ~—(——;'_~), denn dieser exponentium trigonales uni-

tate aucti sind offenbar 7m? - (m == 1)*, und gehdren alle,
sic mogen primi oder non priml seyn, unter nachfolgende
% classes: Tn -0, Tn+1, Tn+-2, Tn+k, welches je-
doch mit Ew. Specification der divisorum (als worin der
numerus 7 ausgelassen ist) nicht ibereinkommet. Ich bin
indessen Ew. fir die Communication dieser besondern theo-
rematum sehr verbunden, ohngeachtet ich nicht alles pro

rei dignitate einsehen kanm,

Nach dem von Fw. mir schon lingst communicirten va-
lore 12, hatie ich 14-(2./2 gefunden 148055301791520...,
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welcher von den in Dero Schreiben angefithrten Zahlen et-
was differirt, weil aber der error sich erst mach der neun-
ten Ziffer #ussert, will ich den von Ew. angegebenen valo-
rem lieber fiir wahr annchmen, als die Multiplication wie-
derholen. |

i . .. 1 1 1 3 . .
1e 12 terminos seriel 37 T 10 ete. habe ich auch

schon lingst abgeschrichen gehabt und den 13t aus Dero
letztem Briefe bereits dazu geselzet.

—al. _a 1 a? i 1
ss =21 +n+2(i + ﬁ—i) +2n+2(1 +,’;ﬁ+m+1)+ e'tc')
scheinet nur blos deswegen merkwirdig zii seyn, weil die
cosfficientes in einer so leichten Ordnung fortgehen.

A Was ich in meinem vorigen von den lunulis geschrieben
hatte, ist von Ew. vermuthlich iibergangen worden, mnicht
weil es unrichtig, sondern weil es gar zu offenhar ist. '

Da nach der angenommenen Bedeutung der signorum
+ und 3 diese Formul = a 7z b entweder a — b oder
— a -+ b heissen muss, so ist allerdings ein signum niitzlich,
welches ausser diesen beiden valoribus auch o & und
— a— b andeutet; dieses erinnere ich mich in einigen Bu-
chern mit 8 ausgedruckt geschen zu haben, und auf solche

Weise halte ich dafiir, dass man durch ! 1 algligly ele
; 2 3 &4 :

alle guantitates rationales, surdas et a quibuscunque qua-
draturis pendentes exprimiren kéunne; die ganze Kunst be-
stehet nur darin, dass die signa 4 et — suis locis rechi
substitniret werden.

— 457 —

Weil aber doch das signam 8 nur alternative entwedér
- oder — bedeutet, so kann man noch ein signum, etwa

.= (wélches der Stifelius vor — zu gebrauchen- pileget) n die-

sem Verstande annchmen, dass es simul et + et —- bedeute.
So gibl es.ex. gr. eine seriem numerorum n, der apparence
nach valde irregularem, und die wohl noch von Niemanden
consideriret seyn mag, von dieser Beschaffenheit n+ p=2~>_,,
wo p und P numeros primos bedeuten, so -dass, wennn—p
ein numerus primus ist, ex natura numeri n auch n—-p
ein NuMerus primus seyn Huss; “durch n aber werden fol-
gende nuinerl angedeutet 2, 3, K, 5,6, 8, 12, 18, 2k,
30, etc. Gleichwie nun alle pumeri Primi majores {uam 3
pnter die Formul 6m = 1 gehoren, so hat es das Ansehen,

". dass, die termini dieser neuen seriei, welche grésser als 8

sind, in der Formul 6m begriffen seyen.

Die series numerorum 2, &, 6, 10, 1%, 16, 20, 2k, etc.
deren quadrata, unitate aucta, numeri primi sind, scheinel
diese proprietatem zu haben, dass eine jede Zahl aus zweyen
der vorhergehenden bestehe, als 6 —2 4k, 2= 10 4 1%,
90 — & -1 16. Oftmals ist der termijius unico modo ex duo-
bus praecedentibus compositus, als 7h — 20 + 54

Es ist unlingst bei einer gewissen Gelegenheit dariiber
raisonniret worden, ob die glohi sanguinel, welche nach
des Lieuwenhoeks Ohservation, 6 zusamimen einen globl‘utn
majorem formiren, nicht ferner aus 6 kleinern, und diese
wieder aus & kleineren, et sic In infinitum zusammengesetat
seyn Lkonnten? Wenn aber 6 globi inira cavitatem globi
majoris solchergestalt concipiret werden, dass sie sich ein.
ander so viel moglich berihren, so wird der diameter globi

cujusvis minoris gch ad diametrum slobi majoris, in quo
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continentur, verhalten wie 1 zu 1 4+ 72, und wenn dieses
auf die globos sanguineos, deren ein jeder fiir sich selbst
nicht eigentlich ein globus, sondern ein aggregatum sex
minorum globorum ist, appliciret wird, diese kleineren glo-
buli aber, wie gemeldet, aus 6 noch kleineren ete.. bestechen
sollen, so findet es sich, dass man nothwendig bei einem
gewissen gradu deferminato mit solcher diminutione globo-
rum aufhéren muss; denn weil die soliditas omnium glo-

borum ex ordine n ad soliditatem unius globi ex ordine
n—1

6
1-fvayan—8
divisio auf gleiche Art in infinitum fortginge, propter

primo ist wie ad 1, so wirde, wenn die sub-

n=— o0, das aggregatum omnium istorum globorum respectu
globi maximi infinite parvum seyn, folglich auch mit dem
besten microscopio nicht gesehen werden kinnen, welches
der expérience zuwider liuft, Ich habe (Tit.) den Hn. von
Bi....*), mit welchem ich hieriiber gesprochen, meo pe-
riculo versichert, dass es Ew. eben so finden wiirden, und
bitte mir desfalls Dero sentiment hievon mit wenigem zu
melden. Bei dem meo pericudo fillt mir der Matanasius
ein, davon ich unlingst die 6% Edition gelesen, nachdem
ich das Buch in 18 Jahren nicht gesehen hatte. Die appro-
bation générale, so es bey dem Publico gefunden, und da-
von der Autor selbst unterschiedene passages anfithrt, zeuget
in der That von dessen mérite, und trifft hier gewisser-
maassen des Ciceronis Ausspruch ein: Id ipsum est summi
oratoris, summum oratorem populo videri.

Ich habe mich nach einem Buch, so den Titul fithret
Labyrinthus Algebrae, Aut. Joh. Jac. Ferguson, Hagae

*) Blumentrost?

Com. 1667. % und ich selbst schon vor 30 Jahren in Hin-
den gehabt (wiewoh! nichts daraus behalten) bey unterschie-
denen Personen vergeblich erkundigt. Dem Hn. Hermann,
welcher doch eine grosse conmeissance von dieser Art Bii-
chern hatte, war es auch ganz unbekannt. Neulich fand ich
ohngefihr obgedachten Titul in meinen excerptis, und dabey
geschrieben, de quo tractatu indicium vide in Actis Angli-
canis ad ann. 1669 mens. Jul. p. 202. Vielleicht ist etwas
darin, so einige Attention meritiret.

Goldbach,
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LETTRE XLVIII.

Furer & Goubpsace

Sammarne Réponse. Continuation sur les rodmes sujets,

Berlin d. 27 October 1742

WV enn Ew. eine solche Demonstration haben, dass n*>—=hpn
— p—a®, worin nicht angenommen wird, dass g (kp —1)
keine summa duorum quadratorum seyn kann, so 1st die-
selbe hochst merkwiirdig, indem daraus nicht nur diese
Wahrheit, somdern ‘noch. viel andere weit leichter demon-
strirt werden konnen. JIch muss inzwischen gestehen, dass
ich aller angewandten Mihe ungeachtet keine andere De-
monstration habe finden kinnen. Hingegen sehe ich deutlich
ein, dass ee -+ ff - gg—=1he® f*p*; denn soll eine summa

trium quadratorum einen numerum parem machen, so muss
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entweder nur ein quadratum oder alle drey quadrata paria
seyn. Im ersten Fall kommt ein numerus nnpariler par
heraus, welcher folglich kein Quadrat scyn kann; dahero
ist klar, dass alle drey quadrata paria seyn roilssen Es sey
also e—2a, f=2b, g = 2¢, so miussle aa - bb+ce

2

gleich seyn 16 a® b* p*, und folglich. miissten um so viel
- mehr a, b und ¢ numeri pares seyn, und so fort in infini-

tum. Aus diesem Grunde folget also noch dieser generalere
Satz, dass .@® 4 b* + c* — kabn. Si fmn—m-—nx a,
erit quoque- positis mpp et npp pro m et n, Jmnp* —
mpp — npp =0 und folglich fmupp —m — nzr 0. Damit
aber die erste Aecquation ihre Richtigkeit habe, so kann
freylich der coéfficiens f praeter K unendlich viel andere
valores haben, wie Ew. angemerket haben; viobel ich
hierauf gefallen, dass si formulae faa { nullus extat di-
visor formae kfm — 1, auch immer hfmn—m—nc O
Weil nun nach den letziens iiberschriebenen Observationen,

hujusmodi formula fa a-+bb dividi nequit per numerum.

primum formae %fm —1, so folget ceneraliter dass & fmn
——m — n = quadrato, welcher Universal-Satz sich vielleicht
noch leichter demonstriren lisst, als ein casus particularis.
Es kime also daranf an, dass man demonstrirte, dass

aa+m4n _. . . .
_-:AI:E—‘- nimmermehr ein numerus nteger seyn konne,

oder dass ‘:a'{_p—q » ubi p et g uterque vel nnmerus par vel

impar esse debet, kein numerus integer seyn konne, oder

dass mpp — mgg — p kein quadrvatum seyn konne. — Bey

Ueberschreibung der divisorum primorum formmnlae prx 4-yy,

welche alle in solchen formulis exprimirt werden kannen

hp-a, kp+f ete, habe vergessen zu melden, dass aus-

ser diesen, der binarius et ipse numerus p ejusve divisores
Copr. math, ef pis. T L i i
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Platz finden, deren numerus determinatus ist, und in den

vorigen formulis nicht begriffen sind, mnd folglich a part

bemerkt werden missen. Also sind- alle divisores primi for-
mae Txx -+ ¥y entweder 2, oder 7, oder in diesen Formuln
enthalten 14n + 1, 1&n+ 9, Uhn--11; und so oft 1hn+4-1,
oder 14n 49, oder 14n—- 14 ein numerus primus ist, so
hat derselbe selbst diese formam 7azx—yy. Alle numeri

trwonales aucti unitate —+1 sind zwar nicht eigent-

x'r:—l—'; r.

lich in Txx+4-yy enthalten, sondern in ; und sind

also alle’ numeri trigonales unitate aucti et quater sumti in
dieser Form begriffen 7zz-}-yy. Da nun das simplum keine
andere divisores haben kann, als das quadruplum, so folzet
dem ungeacht, dass alle numeri primi, qui sant divisores
cujusque numeri trigonalis unitate auct, in diesen Expres-
sionen begriffen sind: 2, 7, 1hn 1, 1kn +9, thn 411,
und dagegen wird keine Exception gefunden werden. Dass
unsere expressiones pro [2.12 nicht vollig ibereinkommen,
rithrt ohne Zweifel daher, dass dér {2 in beiden calculis

nicht gleich aceurat genommen worden, Ieh erinnere mich -

nicht mehr auf wie viel Figuren ich den /2 genommen;
ich habe solchen in meinen Schriften nur auf 16 Figuren
anfgezeichnet; es ist aber noch accurater

-~ 1222 0,6931471805599453094172321
und nachdem ich die Multiplication nochmal gemacht, so
finde ich /2.12 — 0,58045301391820142546671024.
 Das gemeldete theorema: St

2
&7

a
s—=1 '+r:+1+'ln+'l+'5n+.[ Pf(‘

a5 @ 1 Ct'i__ ; 1 ; __?_"_ . .
?mT_}-n—!—‘l(l +J1+1)+2_u+'l(! 3 }1.-!—-1 _i—".lu—!;-l) +GlL.
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ist deswegen merkwiirdig, weilen durch dassclbe sehr leicht
die summa hujus seriei oyt 1

M el 1 - g=+ g+ a5+ 5.9 T et
gefunden werden kann. Denn weilen ist '

” 1 1 1 1 1

4 3 + 5 7 + 9 11 T ete.
pongtur summa quadratorum horum terminerum

1 1 1 1
o+t o Tt ee.=p;

et summa factorum ex ]Jinis terminis illivs seriei

(1 ——% —+ ete. )‘“q, erit p—k—ﬂq“-'——-
TBrit autem i
1 1 i _ i,
f?-f 1‘5—4ﬁ~ﬁ—etc.:—?(i)
1 1 1 .1
-{'—-rg+ﬁ+3—9—+*ﬁtﬁ.:+—(i
1 1
— 1533 Tid etc.:———(l—{— -—{- )
+19+311+515+et‘3— ( +5 + + 3 )
Es ist also

1 1

”—9:7""“'7;*(1+i +i(i +"1“+i)"
(1+ + + )"l"etc

‘Wenn nun In oblger serie genommen wird a"—u—~1 und
n—2, und also gesetzt erd

s=1 —F—-}-——————l———— etc, —

__ss__ mm ; . - mm .
erit — g ——-—=—- Dahero, weilen p——-ﬁ;n—Qq, so ist

Arm

—3zm _ mmw 1,1 r o, 1 .
ﬂ—?@"-——_:1+5_2+5_2+7_2+§‘z"+3t9- Und glei~

chergestalt kann dieses theorema bey andern Gelegenheiten

ganz unerwartete mitzliche Dienste leisten. Dass in meinem
*
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vorigen [av. Finfall de lunulis nicht beantiwortet habe, 1st
aus Verschen geschehén. Der Grund davoen ist zwar ex 81-
militudine figurarum leicht einzusehen , indessen kinnen
daraus doch solche curieuse CGonsequenzen gezogen werden,
welche aul eine andere Art schwerlich bewiesen werden
konnen. . ‘

Was fiiv Zahlen fir n angenommen werden kénnen, dass
wenn n—p ein numerus primus ist, auch n--p en sol-
cher werde, und dabei p einen numerum primum bedeute,
kenn meines Erachtens nicht generaliter angezeiget werden.
Wenn aber fiir p eine determinirte Zahl angenommen wird,
so kénnen quovis casu series numerorum pro gefunden
werden; als, wenn p—1, so hat man fir n diese Zahlen
2, &, 6, 12, 18, 30, 42, 60, 72, etc., als welche Zahlen
dive auch sive minuti unitate numeros primos geben, st
p—2, so ‘kommt fir n diese series 3, 5, 9, 15, 24, 39,
¥5, 69, 8t, elc. Weil aber hier lauter nwmeri bhmparcs
kommen, so sey p— 3, und fir alle valores von n kommt
diese series &, 8, 10, 1k, 16, 20, 26, 3%, &0, ete. Datur
ergo wumicus numerus % qui ommibus numeris ?rirnis (ex-
cepto 2) se minoribus sive auctus sive minutus producat
numeros primos. Der grosse Vortheil, welchen uns die ana-
lysis bringt, kommt in der That nur ven den signis her,
welche man nach gewissen Grundsitzen zu tractiven pllegt,
and dahero stehen noch sehr wichtige Erweiterungen zu
vermnthen, wenn man neue signa introduciren sollte. Ihe
Hauptsach aber wird auch auf die BErfindung der Regeln
ankommen . nach welchen man dieselben signa tractiven
muss. Der Newton in Arithmetica universali hat die signa
dubia nur ducch puncta angedeutet, und- kann deswegen,
weil dadurch die Multiplication angedeutet zu werden pflegt,
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nicht imitirt werden. — Ew. Reflexion dber die composi-
tionem globulorum sahguineorum hat ihre vollige Richtig-
keit; dergestalt, dass wenn einc similis compositic in infi-
nitam fortginge, die quantitas materiae vollig evanescirte,
Es sey 4 das volumen eines globi sanguinei, welches zu-
gleich die quantitatem materiae, oder sein Gewicht, anzeigen
wirde, wenn der globus solid oder massiv wire. st aber
derselbe aus 6 globulis zusammengeseizt, welche alle solid
i . 6d 64
14V 14+5v2
— 04264068706 A, das ist, die quantitas materiae in einem

sind, so ist die quantifas materiae nur =

. . . . 14
solchen globulo sanguineo contentae wird beinahe - mal
kleiner seyn, als wenn derselbe solid wire. Sollten diese 6

globuli wiederum aus 6 noch kleinern zusammengesetzt

seyn, so wirde die quantitas materiae, und folglich das
14 14 . 196 .
pondus e d. i T oder 5 mal geringer und auf solche

Art bald imperceptibel werden. Da nun aber doch ein jeder

globulus sanguineus ein Gewicht hat, so ist klar, dass diese
Art der Zusimmensetzung nicht weit fortgehet und nicht
einmal sich {iber die dritte Ordnung erstreckt. Denn sollte
ein jeder von diesen globulis wiederum aus 6 andern bhe-
stehen, wenn aqch diese so schwer als Gold angenommen
wiirden, so kénnte doch das wirkliche Gewicht nicht heraus-
kommen. Um dieses deutlicher einzusehen, so sey die gra-
vitas specifica materiae, ex qua globuli non amplius com-
positi constant, — n. Wenn also die globuli sanguiﬁei
selbst solid wiren und aus dieser Materie bestinden, so
wirde ihre gravitas specifica gleich seyn n = 1,0000000 n
wiren aber die globuli Il ord. solid, so ist _

die gravitas specifica.................. .= 04264068 n
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sind erst die globuli TIT ord. solid, so ist die
gravitas speeifica...........0. ... —0,1818228.n
sind die globuh IV ord, solid; so 1st die
- gravitas speeifica...........iiaLL L — 0,0775305.n
sind " die globuli V ord. solid, so ist dle
gravitas specifica.............. ceen =0, 0330595.n

Wenn also die gravitas specifica ultimae materiae sanguinem
constifuentis so schwer wire als Gold, und erst die globuli
VY ordinis solid wiren, so wiirde doch die gravitas speci-
fica sanguinis schon 30 Mal kleiner seyn, als des Golds, und
also fast um die Hilfte leichter als Wasser. Da nun die gra-
vitas speciﬁ'ca sanguinis nicht kleiner ist als des Wassers,
und die ultima materia bey weitem nicht so schwer als Gold
angenommen werden kann, so ist ganz' klar, dass dieser
modus compositionis cujusque globuli ex sex minoribus sich
unméglich ultra "™ ordinem erstrecken kénne.

Bey dem obgedachien theoremate, dass hnab —a —b
nimmer ein numerus quadratus seyn konne, oder dass

prtett
ab

kein numerus integer per quaternarium divisibilis

sey, habe ich zwar gesehen, dass }% infinitis casibus

ein numerus integer werden kann; derselbe ist aber allezeit

entweder impar oder doch impariter par; iofinitis autem va-
loribus pro e et & assumiis, kann }W‘Tg'{-é nicht einmal
ein numerus integer werden. Sit a =1, b— 1, erit

PP‘]““‘"I“ —PP+

2 und also entweder impar oder impariter par.

Sit a—1, b —2, eritpptz+b P‘”;l—a (2. 6, 1%, 26, etc.)

nehmlich allezeit impariter par. Sit e =1, b= 3, erit

—_— 187 -
IM-—M, welche Formul nimmer cin numerus in-
=5

ab
' ty.v—l— +b_ pets.

4

teger seyn kann. Sit a—1, b==—h, en
diese kann auch nimmer ein.numerus mteger werden. Sit

a—1, b5, erit PP-!;;:-H* p‘v_[_ﬁ (2 3, 11, 1k, 30, etc,)

entweder impar oder impariter par. Sit a =2, b=—2, erit

PP+;+b:pp;l—’&: (1, 2, 5, 10, 17, 26, eic.) welche nu-
. a

meri entweder impares oder impariter pares. Sit a —2,

b—3, erit Pp'+z+b:}’1’;-5; (1, 5,9, 21, ete.), alle im-
& .

. ) . b 6
pares. Sit a—2, b—%, erit pptat :_—_PPS_}- » also muss

ab
%&’Eﬂ — int., welches unmoglich. Sit

seyn p— 2¢q und

s welche Formul kein

a—=2,b=35 erit]’P—‘_“‘w-—P*u_l—rI
=, 09, 2F  — 1

numerus integer seyn kann. Sit a =2, b = 6, erit

pptatd PP+5 (1,2, 6, 9, 17, 22, etc.) -wo kein mul-

ab
tiplum quaternaru vorkommt. Wenn man vielleicht diese

casus -weiter continuiret und wohl erwiigt, so kénnte man
» a-b . .
den wahrén Grund finden, warum }ﬂ;bi niemals, ein

numerus integer per & divisibilis werden kann. Es scheinen

’ b v qe
auch aus der Form }Ltfiw ausser den multiplis quater-

narii noch andere Zzhlen ausgeschlossen zu seyn, als z. Ex.

7, denn ich habe noch keine valares pro a, b et p finden

kénnen, ut m’:—-{_b. fieret — 7, dem ungeachtet aber kén-
a

nen multipla von 7, als 1%, 2t, etc. heranskommen Es

scheinen also in dergleichen Speculationen noch grosse
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Geheimnisse verborgen zu liegen, wovon dem Fermatio
cinige wichtige bekannt gewesen seyn mégen, deren Ver-
lust um so viel mehr zu bedauern ist. Ich habe an Mr.
Clairaut ‘geschrieben, ob die Manuscripte von Fermat noch
zu finden waren. Da aber der gout fir dergleichen Sachen
bet den Meisten erloschen ist, so ist auch die Hoffnung
verschwunden . . . _

Der Herr Brigadier Baudan ist hier noch ausser Dienst
und hat sich mit einer Mlle. Mirabel verheirathet, die ein
artiges Haus besitzt, welches ich far 2000 Rihlr. gekauft
und dazu von Thro Kénigl. Majestit das Privilegium eines
Freyhauses erhalten habe. Dasselbe liegt zwischen der Fried-
richs- und Dorotheen-Stadt, nahe bey dem Ort, wo L M.
_der Kénig das neue Schloss und die Akademie zu bauen
beschlossen hat; dass also die Situation nicht erwimschter

-seyn konnte.
Fuler,
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LETTRE XLIX.

Fvier a4 GoLDBACH,

Sommatre. Affaires de I'Académie de St.-Pdtersb. Oeuvres de Jean Bernoulli,
Correspondance -avec Nic. Bernonlli, Noaveau volume des Miscellanea

Berolinensia.

RBerlin d, 15 Dec. 1742.

— — Der Zustand der Akademie in Petersburg gehet mir
wegen des Hn. Raths Schumacher sehr zu Herzen; am mei-
sten aber ist der H, Bernoulli dariiher allarmirt, weilen er
befiirchtet seine bisher genossene Gage zu verlieren. Es wer-
den anjetzo des alten Hn. Bernoulli Schriften, so noch nicht
publicirt worden, in Geneve gedrucki. Dieses Werk soll
unserm Konig dedicirt werden und der Verleger will selbst
herkommen solches zu praesentiren. Mit demselben werde
ich bei dieser Gelegenheit einen Accord wegen meiner
Scientia navali zu treffen suchen, welches vermuthlich die
Akademie nicht iibernehmen wird. — —



