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DECOUVERTE

D'UN NOUVEAU PRINCIPE DE MECANIQUE,
rar M. EULER

L

l l n corps eft appellé folide, dont I'intérieur n'eft affujetti 2 aucun
changement, ou dont toutes les parties confervent conftam-
ment la méme ficuation entr'elles , quelque mouvement que puifle
avoir le corps entier. Nonobftant cette ferme & invariable liaifon
des parties, un corps folide peut recevoir une infinité de mouvemens
differens, dont la determination & les loix, qui s'y obfervent, font
I'objet de la Mecanique, ou Dynamique: & c'eft par la, que cette fcien-
ce fe diftingue de 'Hydrodynamique, ou Hydraulique, qui s’occupe
dans la recherche du mouvement des corps fluides, dont toutes les
parties font tellement dégagees les unes des autres, que chacune peut
avoir un mouvement a part.  Entre ces deux efpeces de corps on peut
conftituer une moyeane, quirenferme les corps fiéxibles, dont la fi-
gure eft fufceptible d'une infinit¢ de changemens: mais la confideration
du mouvement de ces corps fe reduit aifément ala Mecanique, &
peut étre dévelopée par les mémes principes, de forte que dans cette
Science il ne s'agit que des loix du mouvement, qui regardent les

corps folides.
Mim, de {' Acad, Tom. Vi, A 1 : II. En-
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I1. Entre l'infinité des mouvemens, dont un corps folide eft
fufceptible, le premier, qu'il faut confidérer, eft celui, ou toutes les
parties demeurent conftamment dirigces vers les mémes points de
I'efpace abfolu. C'eft a dire, fi nous concevons une ligne droite tirée
par deux points quelconques du corps , cette ligne confervera tou-
jours la méme direétion, ou ce qui revient au méme, elle demeurera
perpétuellement parallele a elle-méme.  Un tel mouvement eft nom-
mé purement progrefiif, dont la propriété conlfifte en ce qu'a chaque
inftant toutes les parties du corps fe meuvent avec des vitefles egales
felon la méme direftion. Ainfi lorsqu'un corps fe meut d'un mou-
vement purement progreflif, il fuffic de favoir le mouvement d'un
feul de fes é1émens, c'eft a dire, le chemin qu'il parcourt avec la vi-
teffe a chaque endroit, pour connoitre le mouvement du corps tout

entier,

II. Or un corps, quoique folide, peut recevoir une infinité d'an-
tres mouvemens; car il peut arriver qu'un point du corps demeurant
immobile, tout le corps tourne autour de ce point; & il eft clair que
dans ce cas la vitelle des differentes parties de ce corps ne fera plus
la méme, & que la direftion du mouvement fera differente dans les
differentes parties du corps. Neantmoins dés qu'on fait le mouve-
ment d'un feul point de ce corps, pendant qu'un autre point demeu-
re en repos, on fera en ¢tat de determiner le mouvement de tous les
autres points du corps pour le méme inftant; car, puisque le corps
eft folide, il faut, que tous fes points confervent toujours la méme
ficuacion par raport a ces deux, dont I'un eft en repos, & le mouve-
ment de 'autre connu.  Ce mouvement de rotation fe peut aufl join-
dre au mouvement purement progreflif, d'ou réfulte un mouvement
mixte, tel que nous oblervons dans la Terre, dont toutes les parties
fe meuvent en forte que le mouvement de chacune eft different du
mouvement de toutes les autres, tanc par raport a la vicefle, qu'a
I'egard de la direétion.

IV. Mais
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IV. Mais comme le mouvement de rotation peut varier i l'infini,
on n'a confidéré jusqu'ici dans la Mecanique quune feule eflpece; fau-
te de principes fuffifans pour ramener les autres au calcul. Cetre efpe-
ce renferme les cas, ol un corps tourne autour d'un axe, ou immobile,
ou qui demeure conftamment parallele a (oi-méme, pendant que le
corps fe meut d'un mouvement progrefif. Car dans ce dernier cas on
peut décompofer le mouvement du corps endeux, dont 'uneft pure-
ment progreflif, & l'aucre fe fait autour d'un axe fixe, confervant tou-
jours laméme direftion. C'eft ainfi qu'on fe repréfente le mouvement
de la Terre, en le décompofant dans le mouvement annuel, qu'on re-
garde comme purement progreflif; & dans le mouvement diurne, qui
{e faitautour de 1'axe de la Terre, entant qu'on regarde cet axe comme
conftamment dirigé vers les mémes points du Ciel; faifant abftraftion
tant de la préceflion des équinoxes,que de lanutationde I'axe delaTerre.

V. Quelque compofé que foit le mouvement d'un corps folide,
on le peut roujours décompofer en un mouvement progreflif & en
un mouvement de rotation. Le premier s'eftime par le mouvement
du centre de gravité du corps, & il eft toujours permis de confiderer
ce mouvement {¢parément & indépendamment de I'autre mouve-
ment de rotation; & cette circonftance nous fournit 'avantage, que
nous pouvons toujours reciproquement confidérer le mouvement
de rotation ind¢pendamment du mouvement progreflif, s'il y ena;
ou on peut entreprendre la recherche du mouvement de rotation,
tout comme fi le corps n'avoit aucun mouvement progreflif. Pour
cet effet onn'a qu'a imprimer dans la penfée a I'efpace, ou le corps
fe crouve , un mouvement progreflif ¢gal & contraire au mouvement
du centre de gravité du corps, & par ce moyen on obtiendra le cas,
ou le centre de gravité du corps demeure en repos, quelque mouve-
ment de rotation que puille avoir le corps.

Vi. Done, quelque mouvement qui zit é¢é imprimé d'abord
un corps folide, & de quelques forces qu'il foic follicité enfuite, pour
déterminer fon mouvement a chaque inftant, on commencera par

Aa 2 con-



& 188 &

confidérer le corps , comme fi toute fa maffe éeoit réiinie dans fon
centre de gravité, & alors on déterminera par les principes connus
de la Mecanique le mouvement de ce point produit par les forces fol-
licitantes; ce fera le mouvement progreflif du corps. Aprés cela on
mettra ce mouvement progrefif a part, & on confidirera ce méme
corps, comme {i fon centre de gravité ¢roit immobile, pour déter-
miner le mouvement de rotation, ayant égard tant au mouvement
imprimé au commencement , qu'aux forces dont il doic étre aleéré
dans la fuite. Et quand on fera venu a bout de cette recherche, en
combinant enfemble ces deux mouvemens trouvés feparement, on
fera en état d'afligner pour chaque inftant le vrai mouvement dont le
corps fera porte.

VIL Suppofant donc le centre de gravité d'un corps folide
quelconque en repos, ce corps fera néantmoins fufceptible d'une in-
finité de mouvemens differens.  Or je démoncrerzi dans la fuite, que,
quel que foit le mouvement d'un tel corps, ce fera pour chaque in-
ftant non feulement le centre de gravité qui demeure en repos, mais
il y awura aufli toujours une infinit¢ de points ficues dans une ligne
droite, qui pafle par le centre de gravité, dont tous fe trouveront
épalement fans mouvement. C'eft a dire, quel que foit le mouvement
du corps, il y aura en chaque inftant un mouvement de rotation, qui fe
fait autour d'un axe, qui pafle par le centre de gravité : & toute la
diverfité qui pourra avoir lieu dans ce mouvement, dépendra, outre la
diverfic¢ de vitelle, de la variabilité de cet axe, autour duquel le
corps tourne a chaque inftant; ou bien la queftion revient a ce qu'on
cherche, fi le corps tournera conftamment autour du méme axe, qui
feroit par conféquent immobile, ou fi I'axe de rotation changera lui
méme de fituation, de forte que le corps tourne fucceflivement autour
de diverits lignes, qui paffent par fon centre de gravité.

VILL. Pour faire voir maintenant combien on eft avancé jus-
qu'ici dans la détermination de ces mouvemens de rotation, dont un
corps folide eft fulceptible, je remarque que les principes de Mecani-

que
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que, oui ont été éeablis jusqu'a préfent, ne fone fuffifans, que pour le
cas, ou le mouvement de rotation fe fait continuellement autour du
méme axe. Donc, puisqu'on peut nommer les extrémirés de cet
axe les poles du corps, c'eft le cas ou les poles du corps demeurent
conftamment aulli bien en repos, que le centre de gravité. Or dis
que l'axe de rotation ne demeure plus le méme, & que les poles,
aucour desquels le corps tourne, changent eux - mémes, alors les prin-
cipes de Mecznigue connus jusqu'ici ne font plus fuflifans a détermi-
ner ce mouvement. Il s'agit donc de trouver & d'éeablir de nou-
veaux principes, qui foient propres a ce deffein; & cette recherche
fera le fujec de ce Mémoire, dont je fuis enfin venu a bour aprcs plu-
fieurs eilais inutiles, que j'ai fait depuis long-tems.

IX. Mais, avant que d'entrer dans cette recherche, il fera a pro-
pos de déterminer plus exaltement les cas, ou un corps folide peut
tourner autour d'un axe immobile paffanc par fon centre de gravité,
afin qu'on puifle mieux juger, en quelles occafions les principes con-
nus de Mecanique peuvent étre emploiés aves fucces : & dela on
connoitra en méme tems, que dans tous les autres cas ces principes
ne feront plus fuffifans, mais qu'il faue avoir recours a ces principes
nouveaux, dont j'entreprends ici la recherche.  Or, pour juger fi un
corps peut tourner autour d'un axe immobile, ou non? il faut avoir
égard tant a la confticution du corps méme, quaux forces dont
il eft follicité.  Car, quand méme il n'y a poinc de forces, qui
agiffent fur le corps, dés qu'il commence a tourner autour de quel-
que axe, chaque particule fera pouflée par fa force centrifuge; & ce
n'eft que dans le cas, ou toutes ces forces centrifuges fe détruifent
mutuellement, que le mouvement autour de cet axe immobile pour-
ra fubfifter.

X. Soit donc un corps folide quelconque, qui tourne librement fig,
autour d'un axe immobile Aa, qui paffe par fon centre de gravité O.
Je confidererai cet axe A g comme perpen-::hculmre au plan de la plan-

che, dans lequel foit le centre de gravité O; & dans ce plan je congois
Aa g deux
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deux autres axes BO} & CO¢, normales tant entr'eux qu'au pre-
mier axe AQu: & ceft par rapport a ces trois axes, que je déter-
minerai la polfition de chaque élément du corps pour un inftant quel-
conque. Car il eft clair, que ces deux autres axes BO/ & COv, en-
tant qu'ils traverfent le corps, tourneront aufli avec le corps autour du
premier axe AQa, qui eft 'axe de rotation, & qui demeure immo-
bile par hypothefe. Donc le point C de lI'axe OC fe mouvra en
vertu du mouvement rotatoire par un arc de cercle Cy, dont le cen-
ere eft en O fur le plan BOC: & fi nous pofons la diftance OC —= f
& la vitefle du point C dué a la hauteur v, de forte que la vitelle
méme fera exprimée par Vv, la viteffe de tout autre point du corps

fera partout a fa diftance de l'axe AOa comme Vv a f: ou bien Vv

f

marquera partout c¢ qu'on nomme la vitelle angulaire, ou la vitefle
de rotation,

XI. Cela pofé, foit Z un ¢lémenc quelconque du corps, dont la
malle foit indiquée par M, la malfe du corps entier érant — M;
qu'on tire de ce point Z fur le pian BO C la perpendiculaire ZY, qui
fera parallele a I'axe de rotation AOga, & du point Y 2 OC la per-
pendiculaire Y X : qu'on nomme de plus OX —x, XY=y &
Y Z—z, qui feront les trois coordonnées orchogonales, par lesquel-
les le lieu du point Z eft déterminé. Soit la droite ZY perpendicu-
laire a I'axe de rotation A O, & elle fera parallele & égale a la droite
YO, & partant il fera asliOV = YZ—z. Donc la diftance du
point Z a I'axe de rotation fera ZV—= OY—= V(rx—-yy), dou
la vitefle du point Z, dont il tournera autour de l'axe AO, feraafa
diftance ¥V («xx—y)y) comme Vv elt a f. Par confiquent la vi-

teffe du point Z fera — Vv{x.r—l—}-y]’ & la hauteur du? a cette

vitelle — o< {? = H?J*

XII, De
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XII. De la il s'enfuit que la force centrifuge de P'elément Z

_tv(xxtyy) dM _ 20dM

ozt era — = . com ).
ol dM marque le poids, que cet élément auroit aux environs de la
terre.  Ceft donc de cette force que I'elément Z rtachera de s'eloigner
de l'axe AO felon la direftion V Z, & partant |'effet de cetre forcefera
le méme, que fi 'axe de rotation €toit follicité au point V felon la di-

reftion V Z par une force — z ::';M V(xx—yy). Donc, puisqu'il

réfulte de chaque ¢lément du corps une force femblable qui agit fur
I'axe de rotation AO«, pour qu'il demeure néantmoins immobile, il
faut que toutes ces forces fe dérruifent mutuellement.  Car a moins
que cela n'arrive, il eft clair que I'axe de rotation ne fauroic demeurer
immaobile, mais comme il eft fuppofé libre, il cederoit a 1a force réful-
tante; & tomberoic dans le cas, qui ne fauroit plus etre développé
par les principes deja €rablis de la Mecanique.

XIII. Décompofons chacune de ces forces V Z en deux autres
dont les dire&tions foient paralleles aux axes OC & OB, & puisque
V Z eft parallele & egale a OY =V (xx—~yy), la force qui agira
fur I'axe de rowation QO A en V felon la direftion parallele a O C

x 2vdM 2vxdM
s ‘ XX —— -
fera TGy F V (xx—-yy) 7 & la for

ce felon la diretion parallele a OB fera — wﬁﬂi . Ayant donc

réduit toutes les forces centrifuges a deux efpeces, dont I'une agic fur
I'axe de rotation en des direftions paralleles a O C & l'autre en des
direttions paralleles 2 OB, pour que l'axe de roration n'en foit point
aleéré, il faue que toutes les forces de chaque efpece fe dérruifent mu-

tuellement. Premiérement dong, il faut que la fomme de toutes les for-
. 2vxd M
ces de I'une & de l'autre efpece évanouille,ce qui dunnef I;. '

ou
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ou =2 f.rdM:aﬂz%,fJﬂ’M:a: ou bien il fant qu'il foit

JxdM—o & fydM—o. Or cette condition fe trouve remplie des

que nous fuppofons, que I'axe de rotation A O ¢ pafie par le centrede
gravité du corps O.

XIV. Mais cette feule condition ne fuffit pas pour maintenir I'axe
de rotation A O« en repos, il faut outre cela que tous les momens de
toutes les forces de chaque efpece, fe détruifent mutuellement. Car
Ia premiére condition ne délivre I'axe de rotation que du mouvement
progreflif, & cette feconde condition eit requife pour empécher, qu'il
ne s'incline de quelque cété vers le plan BCO. Or le moment des

h';:fll , qui agilfenc fur le point V de l'axe, érant réduit au

2vxzd M

v
Zﬂjr__zd'M

.ﬁ- -
dition qui doit empecher l'inclinaifon de 'axe de rotation, exige qu'il
SrvxzdM__ - S2vyzdM

forces

centre de gravité O fera — , & le moment de chaque

force de I'autre efpece fera — Done cette feconde con-

foit tant 7 7 —o, ou puisque pour l'in-
{tant préfent }‘" eft une quantité conftante, il fautqu'il foit fxrzd M —o,
&/ yzdM—o.

XV. Donc, pour qu'un corps folide puiflfe tourner librement au-
tour d'un axe A Oz immobile, il faut premiérement que cet axe palle
par le centre de gravité O du corps, & outre cela il eft néceflaire, que
la matiere, dontle corps eft compofé, foit tellement difpofée autour
de cet axe, qu'il foit tant fxrydM—oque [yzdM—0o. On voit
bien que cette derniere condition peut ne pas avoir lien, quoique
I'axe de rotation palle par le centre de gravité; & partant dans ce cas,

il
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il fera impoffible de déterminer par les principes connus de Mecanique
la continuation du mouvement, apres que le corps aura regu un mous-
vement quelconque autour d'un tel axe. Car alors dés le commence-
ment l'axe de rotation s'inclinera, & le corps tournera achaque inftant
autour d'un autre axe, ce qui rendra impoflible ['application des prin-
cipes, dont on fe fert ordinairement dans la détermination des mouve-
mens de rotation. -

XVI. Mais fi I'axe de rotation pafle non feulement par le centre
de gravité du corps, mais qu'ily aic aufli tant frzd M — o que
Jyzd M —o, alors quelque mouvement de rotation que le corps puille
avoir regu aucour de cet axe, ce mouvement fe continuera uniformé-
ment, fans que I'axe fouffre le moindre changement; ou le corps tour-
nera autour de cet axe immobile d'un mouvement uniforme, a moins
que le corps ne foic follicité par quelque force externe. Or il peut arri-
ver que des forces externes agiffent fur le corps fans troubler la pofi-
tion de I'axe; c'eft lorsque la moyenne direftion de ces forces tombe
dans le plan B OC, perpendiculaire a I'axe de rocation dans le centre
de gravité méme du corps O, Car alors ces forces n'auront pointde
moment ni par rapport a I'axe BO ni a CO, & parrant toute la force
fera emploice ou a accelerer ou a retarder le mouvement de rotation
autour de 'axe AQ, [ans altérer 'axe méme.  Et ceft ce cas, ou
I'on peut dérerminer ces changemens caufés par des forces externes a
I'aide des principes connus de Mecanique.

XVIL Or fi la moyenne direftion des forces, qui agiflent fur le
corps, ne fe trouve pas dans le plan BOC, l'axe de rotation AOa ne
pourra pas demeurer immobile, mais il s'inclinera vers le cot¢ ou il
fera forcé par le moment de ces forces.  Ainfi, quoique I'axe ait les
propriétés , qui viennent d'ecre expliquées, les forces le rendront
mobile, & fans la découverte de nouveaux principes de Mecanique
on ne fera pas en éac de développer ce cas, ou l'axe de rotation ne
[auroit demeurer immobile. Donc toutes les fois que les conditions
marquées ne fe rencontrent pas dans l'axe de rotation, ou que les

Mim, de Pdcad, Tem Pl Bb forces
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forces follicitantes renferment un moment pour incliner l'axe de rots-
tion, ou que I'un & l'autre arrive a la fois, il faut recourir a ces nou-
veaux principes pour déterminer les changemens, qui feront caufés
tanc dans le mouvement de rotation, que dans la poficion de l'axe, au-
tour duquel le corps tournera a chaque inftant. Or pendant tous ces
changemens on peut toujours fuppofer, quele centre de gravit€ du
corps demeure immobile.

XVIIIL. Quoique les principes dont il s'agit ici foient nouveaux,
entant qu'ils ne font pas encore connus ou étalés par les Auceurs, qui
ont traicé la Mecanique , on comprend néantmoins , que le fonde-
ment de ces principes ne fauroit étre nouveau, mais qu'il eft abfolu-
ment nécellaire, que ces principes foient déduits des premiers prin-
cipes, ou plutot des axiomes, fur lesquels toute la doftrine du mouve-
ment eft érablie. Ces axiomes fe rapportent a des corps infiniment
petits, ou tels, qui ne foient fufceptibles d’'autre mouvement, que de
progrefif; & c'elt de la que tous les autres principes du mouvement
doivent étre déduits, tant ceux qui fervent a déterminer les mouve-
mens des corps folides que des fluides : tous ces autres principes d¢-
rivés n'étant que des applications des axiomes felon les diverfes ma-
nieres, dont les corps font compolfés des €lémens, & felon la diver-
ficé du mouvement, dont toutes les parties du corps font fufceptibles.

XIX. On trouve ordinairement plufieurstels principes, qui fem-
blent devoir étre mis au rang des axiomes de la Mecanique , puis-
qu'ils fe rapportent aux mouvement des corps infinimenc petits ; or
je remarque que tous ces principes fe réduifent a un feul, qu'on peut
regarder comme l'unique fondement de toute la Mecanique & des
autres Sciences, qui traitent du mouvement des corps quelconques.
Et c'eft fur ce feul principe, que doivent étre érablis tous les autres
principes. tant ceux qui font déja recus dans la Mecanique & I'Hydrau-
lique, & dont on fe fert aftuellement pour déterminer le mouvement
des corps folides & fluides ; que ceux auffi qui ne font pas encore

connus, & dont noas avons befoin pour développer tant les cas mar-
qués
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qués cy-deflus des corps folides, que plufieurs autres qui fe trouvent
dans les corps fluides. Car dans tous ces cas il ne s'agit que d'y
appliquet adroitement ce principe fondamental, dont je viens de par-
ler, & que je m'en vai expliquer plus (oigneufement.

EXPLICATION DU PRINCIPE GENERAL ET FON-
DAMENTAL DE TOUTE LA MECANIQUE.

XX. Soit un corps infiniment petit, ou dont toute la maffe foit
réiinie dans un feul point, cette mafle érant — M; que ce corps ait
recu un mouvement quelconque, & qu'il foic follicité par des forces
quelconques. Pour déterminer le mouvement de ce corps, onn'a
qu'a avoir égard a I'éloigriement de ce corps d'un plan quelconque
fixe & immobile; foit a l'inftant préfent la diftance du corps a ce
plan —x; qu'on décompofe toutes les forces qui agiffent fur le corps,
felon des direttions, qui foient ou paralleles au plan, ou perpendicu-
laires, & foit P la force qui réfulte de cette compofition felon la di-
reftion perpendicalaire au plan, & qui tachera par conféquent ou i
éloigner ou a rapprocher le corps du plan.  Aprés l'elément du tems
dz, foit x——dx la diftance du corps au plan, & prenant cet élément
dt pour conftant, il fera 2 M #d x — -+ Pd ¢2, felon que la force
P tend ou i eloigner ou a approcher le corps du plan. Et c'eft cette
formule feule, qui renferme tous les principes de la Mecanique.

XXI. Pour mieux comprendre la force de cette formule, il faue
expliquer a quelles unités fe rapportent les diverfes quantites M, P,
x & t, qui s'y trouvent. Or d'abord il eft a remarquer, que M
marquant la malle do corps, exprime en méme tems le poids que
€e corps auroit aux environs de la fuperficie de la terre; de forte
que la force P érant anfli réduite a celle d'un poids, les leccres M & P
contiennent des quantites homogenes, Enfuite la vitelle du corps
dont il s'eloigne du plan érant comme ;-'—:

Bb 2 cette

; fi nous fuppofons, que
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cette vitelle foit egale a celle qu'un corps grave acquiert en tom-

bant de la haoteur », il faut prendre f;; — v, ou l'elément du tems

fera dr— %; d'ou l'on connoit le rapport entre le tems 7 &

I'efpace x.

XXII. Comme cette formule ne détermine que I'eloignement
ou l'approchement du corps par rapport a un plan fixe quelconque,
pour trouver le vrai lieu du corps a chaque inftant, on n"aura qu'a le
rapporter en méme temsa trois plans fixes, qui foient perpendiculaires
entr'eux. Donc, comme .x marque la diftance du corps a un de ces
plans, foient y & z fes diftances aux deux autres plans : & aprés avoir
décompofé toutes les forces qui agiffent fur le corps, fuivant des di-
rettions perpendicalaires a ces trois plans, foit P la force perpendi-
culaire qui en réfulte fur le premier, Q fur le fecond, & R fur le troi-
ficme. Suppofons que toutes ces forces tendent a eloigner le corps
de ces trois plans ; car en cas qu'elles tendent a le rapprocher, on
n'auroit qu'a faire les forces negatives, Cela pofé, le mouvement
du corps fera contenu dans les trois formules fuivantes:

L 2 Mddx—Pd:*; 1. 2Mddy—Qd:*; lll. 2Mddz=—=Rd:r=.

XXIIL Si le corps n'eflt follicicé par aucune force, de forte
que P —o0, Q — ¢, R — o0, les trois formules trouvées, a caufe de
.d¢ conftant, fe réduiront par Vintégration a celles-cy:
Mdx—Adt; MJdy—Bds; & Mdz—Cdu
d'ou I'on voit d'abord, que dans ce cas le corps fe mouvra dans une
ligne droite, avec un mouvement uniforme; & partant ces formules
renferment en foi la premiere loi du mouvement, en vertu de la-
quelle tout corps étant en repos y demeure ; or étant en mouve-
ment le corps continué uniformément felon laméme diretion,a moins
qu'il ne foit follicité par quelque force de dehors, Mais il eft clair que
nos
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nos formules ne fe bornent point a cette grande loi , elles renfer-
ment outre cela les loix, fuivant lesquelles des forces quelconques
agiffent fur les corps. ' Par confcquent le principe que je viens d'eta-
blir contient toar feul tous les principes qui peuvent conduire a la
connoiffance du mouvement de tous les corps, de quelque pature
qu'ils foient,

XXIV. Ceft donc de ¢e méme grand principe, d'ou il faudra
dériver les regles, dont nous avons befoin pour décerminer le mou-
vement d'un eorps folide, lorsque Vaxe de rotation ne demeure pas
immobile. Pour cet effet il faudra confidérer non feulement tous les
elémens du corps, mais aufli leur liaifon mucuelle, en verta de la-
quelle tous les éiémeas confervent entr'eux le méme ordre & les
mémes diftances. Car le mouvement du corps entier eflt compofé
des mouvemens de tous fes ¢1émens , & le mouvement de chacun
doic fuivre le principe, que je viens d'expliquer, entant que chaque
élément participe des forces, qui agiffent fur le corps , & qu'il eft
outre cela follicité par de certaines forces , qui l'empéchent, qu'il
n'abandonne la connéxion avec les autres. Or avant que de déter-
miner cet effer des forces, auxquelles les ¢lémens font aflujettis, il
faut confiderer en general le mouvement, dont un tel corps eft fu-

fceprible.
DETERMINATION DU MOUVEMENT EN GENERAL,

DONT UN CORPS SOLIDE EST SUSCEPTIBLE, PENDANT QUE
SON CENTRE DE GRAVITE DEMEURE EN REPOS,

XXV. Soit donc O le centre de gravité du corps, fuppoft en
repos, qu'on- confidére trois plans fixes, qui fe croifent perpendicu-
lairemient dans ce point 0. Qu ce qui revient au méme, confidérons
trois axes AOQ, BO, CO qui fe rencontrent en O a angles droits,
dont deux BO, CO foient fur le plan de la table, & le troificme
AO y foit perpendiculaire. Ces trois axes détermineront les trois

- Bb 3 plans

Fig. IL.



- S {1 -

plans normales entr'eux, dont je viens de parler, & qui feront AOB,
AOC, & BOC, dont celui-cy eft le plau de la table.  Or je fup-
poferai que ces plans, & partant aufli ces trois axes, demeurent immo-
biles, pendant que le corps fe meut d'un mouvement quelconque ; fon
centre de gravicé reftant pourtant toujours en O fans mouvement.
C'eft pour avoir des lieux fixes, par rapport auxquels on puifle dé-
terminer a chaque inftant la ficvation du corps.

XXVI Soit maintenant un £lément quelconque du corps en Z,
duquel on baifle fur le plan BOC la perpendiculaire ZY; & du point
Y a OC la normale YX: qu'on nomme OX —x, XY —y &
YZ—z: & O X —.x marquera la diftance du point Z au plan AOB;
XY —y fa diftance an plan AOC, & YZ z3uz fa diftance au plan
BOC. A préfent, quel que foit le mouvement du point Z, on le
pourra réfoudre felon les diretions de ces trois axes; fuppofons donc
qu'apres un tems infiniment petic — Jr, fa diltance au pian AOB
devienne — x ——Pd¢; au plan AOC =y - Qd ¢, &au plan
BOC — 4+ Rdr, ouque ce point Z s'eloigne dans le tems +r du
plan AOB de l'elément —Pd¢; du plan AOC de l'elément —=Qds,
& du plan BOC de l'elément — R4#: ou ce qui revient au méme
foient P, Q, R les vitelles, dont le point Z s'eloigne de chacun des
plans fixes AOB, AOC, & BOC.

XXVIL Or puisque le corps eft fuppofé folide, il faut que le
point Z demeure touvjours a la méme diftance depuis le centre de
gravice 0.  Mais au commencement du tems 4¢ la diftance OZ
¢roit = V' (wx ——yy -+ 22), & au bout de ce tems elle fera

— V((x—~+Pde)* + (y+ Qd¥)® ~+(z+Rde): ). 11 faur
donc que ces deux diftances foient egales entr'elles, d’ou, en aﬂ'at;n.ut les
termes qui ¢vanouillent par rapport aux autres, réfultera cetre équation:

2x F’u"r—{— 2y Qde—4=22Rdr —o.
qui fe réduic a ccile- cy:

Px—4- Qy—+ Rz —o

Ces
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Ces lettres P, Q, R, marquent des fon&tions de nos trois variables
*, ¥, 2. & partant apres avoir trouvé la nature de ces fonétions, on
fera en etat de déterminer le mouvement de chaque point du corps
a l'inftant propofé, c'eft a dire, au commencement du tems 4¢.

XXVIIL Confidrons de plus pour ce méme inftant un autre
point du corps en 2, qui foit infiniment proche du précédentZ. Soient
pour ce point 2 les trois variables Ox — x—=dur, xy —y—-dy,
& yz—z—/2: ouil fauc remarquer que ces differentielles dx, dy,
dz font indépendantes entr'elles, vi que l'autre point = eft pris a
volonté. La diftance de ce point au premier Z fera donc =1/ (dx?
~+dy* —4-dz*); or diffcrentiant les fonétions P, Q, R en donnant
adx, dy,azles valears, que la polition du point z par rapport aZ
exige; apris le tems ¢, ce point z avancera dans la direftion OC
de I'elément (P ——d4P) 41, dans la direttion O B de I'elément (Q -4
A4 Q) dt, dans la direétion QA de l'elément — (R—+7R) de. Ou
bien apres le tems dr les diftances feront

du point z or du point Z
au plan AOB = +—+do 4 (P4dP)de . . . —a—-Pdt
au plan AOC = y—4-dy 4~ (Q4+-dQ)dr . . . —=y—4-Qd¢
au plan BOC = 2+4-dz 4 (R—4dR)dr . . . —24Rdx

XXIX. Ainfi au bout du tems 4 la diftance entre les points Z
& zfera—= V ((Ix—4-dPds)* +(dy—+dQds)* +(dz+dRd1)*)
qui a caufe de la folidité du corps doit étre la méme qu'au commens-
cement. Pofant donc cette expreflion égalea V' (dx® +dy* +4d22)
nous obtiendrons cette ¢quation 2 dxdPdr -4 2dyd Qdz -
2dzdRdez=0, en négligeant les termes qui font incomparable-
ment moindres que ceux-cy. Cette équation fe réduic done a cetce

forme plus fimple
dPdx—4= dQdy~4—- dRdz—o»
qui (rant jointe a celle qui a éé trouvée, favoir

Pxr 4= Qy +— Rz—zo

ROus
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nous feryira a découvrir la nature des fonétions P, Q, R, d'ol nous
connoitrons tous les mouvemens, dont toutes les parties d'un corps
folide font fufceptibles a la fois, pendant que fon centre de gravité
demeure immobile en Q. D'ou il eft dabord clair que polant x —e,
y — o, z — 0, toutes ces trois fonttions P, Q, R, doivent évanouir
auffi.

XXX. Pour mieux connoitre ces fonttions, fuppofons qu'il foit
Oxr—O0X & XY —xy, oudx—o & dy—e: & I'équation trou-
vée en dernier licu donnera dRdz—¢ & parcant +R —o¢. d'ol l'on
voit que la fonttion R ne fauroic renfermer la variable z.  Car fup-
pofant pour prouver cela /R — LAx 4 MdJy N4z, il feradans
le cas préfent IR —— Ndz acaufe de dx —o & dy—o, & partant
N—o¢: donc il fera en général dR — Ldx——Mdy, & par confi-
quent la fonftion R ne contiendra point la variable 2. De méme po-
fant dove—o0 & d:—0o, il doit étre d’Qd‘}r o ou 4Q —p¢, dou
I'on voit que la fontion Q ne fauroit contenir la variable y.  Et en-
fin fi nous confid¢rons le cas ou 7y —o & dz —o, nous apren-
drons pareillement qu'a caufe de 4 Pdx —o, la fonttion P ne fau-
roit contenir la variable .

XXXI. Ayant reconnu ces propriéeés de ces fonftions F, Q, R
pofons donc:
dP— Ady—+-Bdz; iQ=Cdz-4-Ddx; dR—Edx—Fdy.

& ces valeurs crant fubfticuées dans I'équation
dPdx 4+ dQdy—+4 dRdz—o
produiront I'équation fuivante:

—+ Adxdy 4+ Bdrdz - E.‘f}.:fz _=

—+Ddxdy 4+ Edxdz <4 Fdydz —
d'ou il eft clair qu'il doit ére D—=—A; E—-H F—-C
puisque cette équation doit avoeir lieu, “foit quon mette d.v —o
ou dy——e oud?_—e¢. Ainli les differentiels de nos fonftions feront:
dP—Ady—+Bdz; dQ—=Cdz—Adx: dR—=-Bdx—-Cdy.

Or
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Or comme ces formules doivent étre intégrables, il eft dvident de
la premiere, que ni A ni B ne fauroic renfermer x; de la feconde on
comprend que ni C ni A ne fauroit contenir y, & enfin !a troifitme
nous donne a connoitre que ni B ni C ne peut contenirz, Ainli A
ne contenant ni x ni y, fera fonétion de z, B fonttion de 3, & C fon-
Etion de x.

XXXIL Pofons donc en conféquence de ce que nous venons
de trouver :

dA—Ldz, dB—Mdy & IC=N/dx.
& puisque Ady - Bd z doic ére un differentiel incégrable, il faut

ooe. dA db a3 .
qu'il foit oz — ﬂr_}.: ou L—=NM. Enfuite l'intégrabilité de la
feconde formule CJz— Ad x donne -J—C—: g ou N—=-L:
dx dz

enfin l'intégrabilicé de la troifiecme formule —Bd» —C4 y donne

—%}E‘_l :*;if ou—M—-—N. Ayantdonc M—L; N—=-L
& M—N ou L—-L, il eft clair que L—¢ & partant auli M—o
& N—¢. Donc les leteres A, B, C marqueront des quantités con-
ftantes; d'ou l'on tire par conféquent, en intégrant
P—Ay—+-Bz; Q=Cz—Ax; R=—-Bx—-Cy
expreflions, qui fatisfont déja d'elles mémes a la premiére condition:
Px—+4+ Qy—+ Rz—zTo

XXXIIIL. Tout mouvement donc, qu'un corps folide peut re-
cevoir, fun centre de graviceé demeurant immobile , doit toujours
avoircette propriceé: Quefi d'un pointquelconque ducorps Z ontire
les trois coordonnées orthogonales OX—ux, AY "y, & YZ =g,
[elon les trois axes perpendiculaires entr'eux OA, OB, OC, &
qu'on décompofe le mouvement du point Z felon les mémes rrois
directions, en nommant la vitefle du mouvement felon OC — P,

Mimm, de [Acad, Tom. FI, Cc celle
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celle du mouvement felon OB— Q & celle du mouvement felon

OA —R; ces leures P, Q, R ne fauroient jamais avoir d'autres

valeurs, que telles, qui font renfermées dans les formules fuivantes.
P—Ay—+Bz; Q=Cz—-Ax; R—=-Bx-Cy.

Donc toute la diverfité, qui peut avoir lieu dans le mouvement du

corps, ne provient que des diverfes valeurs, que pecuvent recevoir

les quantités conflantes A, B, C.

XXXIV. Puisque ces formules ferviront 3 déterminer le mou-
vement de chaque point du corps pendant 'elément du tems d't, vo-
yons 5'il y a, outre le centre de gravite O, des points defticués de tout
mouvement ; ou pour lesquels devienne P—o, Q —o & R —o.
Or pofant P—o nous aurons A y—~ B 2 —», & partant 2 — Aw
& y——Bu, ou ¥ marque une nouvelle variable quelconque; donc
prenant ces valeurs pour y & z quelque valeur qu'on ne donne a v,
les points du corps qui répondent ne changeront point de diftance
par rapport au plan AOB. Soit de plus Q —o¢, & il deviendra
Cz—Ax,oux==Cu; & la méme valeur fe crouve pour x, en
pofant R —¢. D'ou il s'enfuit que tous les points du corps, qui
font contenus dans ces formules ¥ —=Cu; y —=—Bu; 2=—=Au de-
meureront en repos pendant le tems /¢, Or cous ces points (e
trouvent dans une ligne droite, qui pafle par le centre de gravic¢ O
donc cette ligne droite demeurant immobile fera I'axe de roration,
autour duquel le corps tourne dans le préfenc inftane.

XXXV. Pour trouver le mouvement de rotation du corps au-
tour de cet axe, que nous venons de trouver, foit YZ —z—s, &
que le point Y foit tellement fitué, que la droite OY devienne per-
pendiculaire a I'axe de rotation. Pour cec effec il fera y: »— Cu:
Bu. Prenonsdoncx —DBu & y— Cu, & la diltance du point Y
a l'axe de romtion fera —« V(BB CC). Or a caufe de
#—DB+; y=Cu & 2—¢, les trois vitelles du point Y felon les
trois directions OC, OB, O A feront:

P—ACu; Q—=-ABw; R—-BBs-CCuwu
Donc
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Done la vraie viteffe du point Y érant == V(PP 4- QQ -4~ RR)
fera —u V(BB CC) (AA -4 BB 4= CC); qui cuant divilde
par la diftance OY ==« V' (BB +-CC) donnera la vitelle argulaire
ou rotatoire du corps autour de l'axe de rotation, laquelle fera par
conféquent — V (AA—+DBB—4-CC).

XXXVI Quelque mouvement donc, qui puiffe étre imprimé
a un corps folide, fon centre de gravicé demeurant en repos, ce mou-
vement fe fera a chaque inftant autour d'un axe, qui fera immobile
pendant cet inftane, & qui paflera par le centre de gravicé du corps;
& la vicelle roratoire autour de cet axe fera — V' (AA+ BB+ CC).
De la il fera aif¢ de décerminer la vraie vitelle de tous les points du
corps; on n'aura qu'a chercher la diftance d'un point quelconque
a I'axe de rotation, & cette diftance érant pofée —r, la vitefTe vraie
de ce point fera — sV (AA-+BB—4-CC), dont la direftion fera
connué par la nature du mouvement de rotation. Il eft donc impof-
fible que toutes les parties d'un corps, qui tourne {ur foi- méme, ou
autour de fon centre de gravitd, foient en mouvement a fa fois; puis-
que il y a toujours une ligne droite, dont tous les points feront en
repos du mains pour un inftant, & le mouvement des autres points
du corps fera dautant plus rapide, plus ils feront Cloigneés de l'axe
de roration.

XXXVIL Sans entrer dans le dérail du calcul, que je viens de
développer, on peut aufli prouver la méme verité par la feule Geo-
metric. Qu'on confidére dans le corps une couche fpherique, dont Fig,
le centre foit dans le centre de gravité du corps; car il eft ¢videns,
qu'ayant connu le mouvement de cette fuperficie fpherique, le mou-
vement du corps tout entier fera déterminé.  Soit AB un arc quel-
conque d'un grand cercle de cecee furface {phérique, qui par le mou-
vement du corps parvienne en a f aprés le tems ¢, de forte qie a6
— AD, &de lail fera aifé de décerminer les endroits ou tous les 2u-
eres points de la furface fphérique feront transportés.  Qu'on pro-
longe ces deux arcs AB & ab jusqu'en C, ou ils s'entrecoupent, &

Cca pre-
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prenant a¢ — AC, le point C fera transporté en¢, & l'arc CAB en
cal pendant le tems d¢.  De plus fi nous confi dt.rnnﬁ hors du cercle
CAB un autre point quelconque M, & que nous tirions de la a C
I'arc d'un grand cercle MC, pour trouver ou ce point M fera trans-
porté pendant le méme tems 4t, on n'a qu'a conftituer en ¢ un arc
cm — CM, de forte que l'angle acm foic egal a l'angle ACM, & il
eft clair, que m fera le liew du point M apres le tems ds,

XXXV 1l eft aufMi clair que ces deux arcs CM & cm éeant
prolongés 2 rencontreront quelque part en O, & parcanc dans le
tems 4+ larc entier CMO fera transporté en emQ, & s'il éroit
CMO — ¢mO,le point O demeureroit immobile, Or il eft certain
qu'on peut toujours conflicuer en forte I'arc CM O, qu'ayane décrit
fon arc correfpondant ¢em O, il foie emO —= CMO. Car pour que
cela arrive on n"a qu'a confticuer I'arc CMO en forte, que l'angle
¢ CO devienne egal a l'angle C¢ O; afin que le triangle fphérique
CO¢ devienne ifoflcele, & partant les cotés CO & ¢ O egaux entr'eux.
Pour trouver cette pofition il faut remarquer que langle « C O
—ACO=ACe &CcO 180°—ac0; & de la puisque I'angle
ACO—acO & e CO=Cc0O,ontireraz2:CQ — 180°—-A (e
& partant ¢CO —go® - ACe.  Donc, fi nous partageons I'angle
ACre en deux parties ﬂg:les par I'arc Cy, I'angle yCO deviendra
droit, & partant Farc CM O doit érre perpendiculaire a l'arc Cyy.

XXXIX. Ayantainfi décerminé la pofition de I'arc CM O, pour
trouver le point O méme, qui demcure immobile pendant le tems
dr, le plus court moyen fera de tirer du point O fur le milieu w de
la bafe Ce I'arc perpendiculaire Ow. Car alors conneillant dans le
triangle fphérique CwO reftangle 2 w 'e coté Cw — 1Ce & l'angle
wCO = go°— 3+ ACe, onentirera tang Cw — tang CO cof w CO,

__ tangCw _ tangf Ce
outang CO — ofwCO — i ACs
eft fuppofé infiniment petit, tanc lintervalle Ce que langle ACe

feront

Mais comme le tems ¢
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feront aufli infiniment petits, & partant ¢gaux iéeurf finus outangentes.
&

Donc la tangente de l'arc CMO fera — A7 Ou bientang CO

Ce i :
et Par ce moyen on dcterminera aifment la grandeur de

= AL
I'arc CMO, dontla pofition étant perpendiculaire a I'are Cy, ou
a I'arc BAC méme, l'angle AC¢ étant infiniment petit, on connoitra

le point O, par lequel paffe Yaxe de rotation, autour duquel tourne
le corps pendant I'elément du tems &,

RECHERCHE DES FORCES REQUISES

POUR CONSERVER LE CORPS DANS UN MOUYEMENT Q#’ELCDH{EE;

XL. Ayant rapporté le corps a trois axes fixes AO, BO, CO Fig. IV’
perpendiculaires entr'eux, qui fe croifent dans le centre de gravicé O
du corps, qui demeure toujours immobile; foient OX—ux, XYy
& Y Z —z les trois coordonnées orthogonales, qui determinent le
lieu d'un élément quelconque du corps fitué en Z, pour ['inftant pré-
fent, & foic d M la malle de cet ¢lément.  Que le mouvement de cet
€lément foic tel, qu'en le décompofant felon les direftions de nos
trois axes fixes, la vitelle felon O C foic — Ay — u2; la vitelle felon
OB = vz— hx; & la vitefle felon OA —px—vy: pofant pour les
leceres A, B, Cdu §. 33. les leteres Ay— u,v.  Donc l'axe de rota-

tion dzns Pinflant préfent fe crouvera en prepant «* —vu; ¥y = pu
3 = An; &la vicelle roacoire autour de cer axe fera — V' (A

- S

—=pp—vv. Orje fuppole queces viteffes étant affirmatives ten-
denc a eloigner le poine Z felon les direétions des trois axes du
point O.

XLL Donc pendant I'elément du tems — d¢, I'elément 4 M
en Z s'eloignera du plan A OB par I'elément d'efpace — (A y—u2) 4,
du plan A OC par l'elément — (vz—Ax) J¢, & du plan BOC par
elément — (wx~vy)de. Prenanc donc v ——da, y—-dy & z—-dz
Ce s pour
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pour les coordonnées, qui déterminent le lieu de notre élément M
aprés le tems d¢; nous aurons pour les differenticls dux, dy & dz
les valeurs fuivantes,
doe— (hy—p ..]rh‘ dy =(vi=hx)dt; dz— (px—vy)de

qui ont cette prr:-f-m.u. Comme nous avons vu, que tous les élémens
du corps demeurent a la méme diftance, tant entr'eux, que du centre
de gravite ().  D'ou il eft clair qu'il eft impoffible que toutes ces
trois expreflions foient affirmatives a la fois, quoique nous les regar-
dions comme telles ; puisqu'il faut qu'il foit roujours (a -4 x)?
—+ (y4=dy)  +(2—+d=2 )" —xax—-yy—4322, oubien xdx
—+ydy+zdz—o

XLIL Maintenant pour la continuation du mouvement en fup-
pofant I'elément du tems d# conftant, il faut par le principe général
du mouvement, que I'elément 4 M en Z foit follicité par trois forces
felon les direttions de nos trois axes. Car la maffe de cer élément
érant pofée — d M, il faut qu'il foit follicie¢ dans la direftion O C par
une force— E—ggg—x dans la direétion O B par la force :1—173%@

dMdd
& dans la direftion O A par la force — EL_E;_Z Ces forces ren-

ferment en foi tant les forces externes, dont le corps peut éere folli-
cit¢ par dehors, que les forces internes, dont les parties du corps font
lices entr'elles, afinquelles ne changent pas leur ficuation rélative.
Or il eflt a remarquer que les forces internes fe déeruifent mutuelle-
ment, de forte que la continuation du mouvement ne demande des
forces externes, qu'entant que ces forces ne fe décruifent pas mu-
tuellement.

XLILL Pour rendre notre recherche générale, fuppofons que
I'zxe de rotation change aprcs le tems ¢ d'une manicre quelconque,
de méme que la vicefle angulsire, ce qui arrivera, lorsque les let-
tres . b, v, ne marqueront plus des quantités conftantes. Soient
donc les quantités X, 2, v, variables, & pour trouver les differentio-

differen-
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differentiels ddx, ddy & ddz, les valeurs de dx, dy, dz nous
fourniront :

ddx = (Ndy—-ydp—pdz—z2dp)ds

didy — (vdz—zdv—Ndx—xd\)de

didz — {Fff-r—]-.rsfﬁ—kﬂ’y—y:ﬁr)zfl

ou bien :

ddxe — (ydN=zdp)de 4 (Ndy—pdz)de

ddy —= (zdv—xdi)dt = (vdz-Ndx)dt

ddz — (xdp—ydv)ds 4 (pdx—yvdy)de

XLIV. Dans ces formules remettons pour dx, dy, 42, leurs

valeurs données cy -deffus, & nous obtiendrons :

ddx — (ydh—zdp)dr 4= (hvz-pry—(AN—-pp) x) 412
ddy — (zdy —xdN)ds == (pve—-Apz—(vv = AN) y) dr?
ddz — (xdp—ydv)det 4 (hpy—+rva=(pp——vv ) z) ds?

Donc files lignes Ze, Z 3, Zvy font tirées pour marquer les trois
forces, qui font requiles a folliciter I'élément /M en Z felon les di-

reftions des trois axes OA, OB, OC, nous aurons pour ces for-
ces les expreflions fuivantes.

force Zy — -%i—h-ll (ydA—2d p)—=2d M(Avz—-pvy—(AN—pp)x)

force Z B — -E;:E[ (zdy—xd )= 2dM (v r—=Ap2=(yv—-210) )

force Z e — :—:;EI (xdp=ydv)—=2d M (A py—Avar—(pp—vp)z)

XLV. Pour réduire ces expreflions dans une fomme, ou pour
trouver les forces totales, il faur remarquer que dans ces intégrations
on n'aura d'autres variables, que I'vlément ¢M & les coordonnées

1
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x, v, z, qui déterminenc le lieu de cet élément, & que dM doit
fuccelivement pafler par tous les €éi¢mens du corps, de forte que 1'in-
tegrale /7 M rende la maffe du corps entier M : ainfi dans coutes ces
incégrations, qui ne regardent que la variabilit¢ du point Z, les quan-
tits A, @, v, avec leurs differenticls /A, #p, dv, & I'élément du
tems ¢ feront a confiderer comme invariables. De la il eft clair que
lintégrale de chacune de ces trois forces deviendra — ¢, puisque
par la nature du centre de graviecc Q il elt fx /M —o, fyd M —o
& [z d M —eo. Donc, quelles que foient les forces requifes a folli-
citer le corps, il faut qu'ctant appliquées au centre de gravieé O, cha-
cune felon fa direftion , elles fe détruiient mutuellement.

XLVI. Donc, pour connoitre exatement I'état de ces forces, il
ne faut qu'avoir ¢gard a leurs momens par rapport a nos trois axes
OA, OB, OC. Or la force Z e donne pour I'axe OC un mo-
ment dans le fens BA — Z a. y, & pour l'axe O B un moment dans
le fens CA— Za.x. Enfuite la force Z 8 donne pour 'axe OC un
moment dans le fens AB—Zf.z, & pour I'axe O A un momenr dans
lefens CB— Z[3.x. Enfinla force Zy donne pour l'axe OB un
moment dans le fens AC— Z .z, & pour I'axe OA un moment
dans le fens BC — Zvy.y. Par conféquent des forces Za, Z3, Zy
réfulcera pour I'axe OA un moment dans le fensBC = Zy.y—Zf. x;
pour 'axe OB un momenc dansle fens CA —Zo.x —Zy.2; &
pour I'axe OC un moment dans le fens AB — Zf.2 — Za. 5.

XLVIL Si nouvs fubfticuons pour ces forces les valeurs trouvdes,
Je moment qui en réfulte pour I'axe O A dans le fens BC fera

— z—gf—I{yjdh—i-xxﬁh-hytﬁp—:zJp}
4 2dM(hvyz—hprs—pyyy—pver—(pp—vv)xy)
Le moment qui €it réfulte pour I'axe O L dans le fens CA fera

Frasts 2—3;—1- (xxdp—tzzdp—xydv—=yzd\)
—~+ 2d M (Apxy—pvyz - Mvaw—Aviz— (vw—AN)xz)
Eufin
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Enfin le moment qui réfulte pour I'axe O C dans le fens AB fera
— 24M (zzdv—tyydv—xzdh—xydp)

—+ 1JM (prre=Avxy—=hApzz—Apyy—(AA—pupd) ye)
Or quand je dis qu'il y 2 un moment pour I'axe O C dans le fens A B,
il faur entendre que la force de ce moment tend a tourner le corps
autour de l'axe O C, & cela dans le fens A B.

XLVIIL. Maintenant on n"aura qu'a prendre les intégrales de
ces trois formules trouvées, pour avoir les momens tout entiers des
forces, dont le corps doit éere follicité, afin que fon mouvement foit
tel, que nous venons de le fuppofer. Or ces intégrales fe réduifent
a l'intégration des formules, qui dépendent uniquement de la figure
du corps & de la diftribution de la matiere donr il eft compofé, par
rapport a nos trois axes fixes, OA, OB, OC. Suppofons donc
qu'il foit

JiM(xx—-y)) = M§F SxydM — MZ

SdM (xx—z3) = Mgg fxzdM —= Mmm

SdM (yy—+tz2) = Mhh [f12dM — Munn
ou il faut remarquer que M # eft le moment d'inertie du corps par
rapport a 'axe OA ; M gg le moment d'inertie par rapport a l'axe
OB, & M/ 4 le momenc d'inertie par rapporta I'axe OC. Les trois
autres formules contiennent les forces centrifuges, qu'auroit le
corps, s'il tournoit aurour d'un de ces trois axes.

XLIX. De la les momens totals , dont le corps doit éire follici-
té, fe crouveront E:Lprimés de la maniere {uivante ;

I. Le moment pour 'axe O A dans le fens BC fera:

M {’ﬁ;‘} - zfp' il + W= N — (- )il + py(hh—gg) )

II. Le moment pour iaxe OB dans le fens CA fera

o M{‘:{E__ e, sk + Al —py 1= - DN+ N F=1h))

Mim. de P Acad, Tom, FI, Dd I1]. Le
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M. Le moment pour 'axe O C dans le fens AB fera
hhov I L i.-
2 M {-%;— s -1 .:f:# + 1y mm—Wyli—(Nh—up)an+ Nl gg—1F))
D’ol I'on voit que ces momens de forces dépendent, tant des quanti-
tés A, u, ¥, qui fe rapportent a I'axe de rotation & au mouvement
rotatoire, que de leurs changemens inftantanés 4N\, @, dv, qui ar-
rivent dans 'elément du tems J7.

L. Rapportons maintenant ces formules a I'axe de rotation qui
foit Oz ; & nous avons vi qu'il feraOx—vw, xy—pu & 3z =Mhnu;
& que la vicefle angulaire autour de cet axe et — ¥/ (AN —-pp —-w);
or en quel fens cetce vitelfe foic dirigée, on trouvera en confidcrant
I'élément du corps ficué en X, dont laviteffe a caufe de y —o & z—o
ferafelon OBou XY = — A xr & felon OA —px. Doncce point
s'elevera au deffus du plan BO C, & dela on conclura aifement en quel
fens le corps tourne autour de I'axe O=z. Soit maintenant la vicefle
angulaire autour de cet axe O z ——v,de forte que V(AN fps-tw) —o.
Enfuite foient ¢, 4, §les angles AOz, BOz, COz, que l'axe de
() & conftitue avec les trois axes OA, OB, OC & puisque O =

—uV(ANA—+pp—+vy) —uv, onaura cofl { — %; ml‘v;:ﬂ

& col f = :u; d’oli I'on voit qu'il y a toujours cof ¢* ~= cof 1 —=

col 82 — 1 : & ainfi on aura
A—vcofd; p—vcofy; v—wvcofl

L1, Suppofant donc pour la variabilice de I'axe de rotation Oz
les angles . », § variables, & outre cela la vitefle angulaire v variable,
on obtiendra ; .
dN—rlvcol ¢-vdEind: du—7zcoy—vdyfiny: dv—dvcoff—vslfinf
Or a caufe de cof {* —— cofn? ——cof §2 — 1 _on aura

n’g in g’m c_f—l-::'!}‘*mijlml'!]-—-{—;:-ﬁlrnﬁcn"ﬂ —
Or puisque nos formules deviendroient trop compliquées par ces
fubfticutions, & que la pofition de nos trois axes eft arbitraire, p-:}funs
qu'a
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qu'a I'inftant préfent, ou au commencement de I'elément du tems de, le
corps ait courné exaltement autour de I'axe QO A, de force que u —o
&y=—=»s, & que partant le mouvement fe fic dans le fens BC, avec
la vitelle angulaire v, la valeur de A etanc affirmative. Il fera donc
g’": 0; 1=—=90%; §—go°; douhN—uv: k"o, v —0; or
apres lelémencdu tems 47, I'axe de rotation s'ecarte infiniment peu
de I'axe O A, de forte qu'il falle alors avec I'axe OA un angle — ¢,
avec l'axe O B un angle — 90° —— 9, & avec l'axe OC un angle
—go® —dl; &il doit étre I &* — dn? - 452
LIl. Dans cette fuppofition nous aurons donc :
dN—=dv; dp—=-vdy &dv—=-vdl.
Ec ces valeurs érant fubfticuées dans nos expreflions precédentes du

§ 49 donneront.
1. Le moment requis pour I'axe O A dans le fens B C ——

R, nunvdy mmvdf
= ( i T i )
II. Le moment requis pour I'axe Q B da;s le fens CA ——
—nndv vdy Hod
IM( dr _g-gn’r i de
1Ii. Le moment requis pour I'axe QO C dansle fens AB ——
—mmdov  Nvdn hhovdd
M= A = - e
Ou il faur remarquer que le mouvement rotatoire autour de l'axe
A O eft fuppofe fe faire dans le fens BC, avec la vitefle angulai-
re — .
LIII. Donc, pour que le corps tourne conftamment autour du
méme axe O A, ou qu'il foitdn —o & d9— ¢, mais d'un mou-
vement variable, il faut que ce corps foit follicit¢ par des forces, qui

f~ mmuyv)

fourniflent
M
. Pourl'axeO A unmoment dansle fens BC —= 3-3?{—;@

Dd 2 IL Pour
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nnd
II. Pourl'axe OB unmoment dansle fensC A— (mmw— —d-;

IIL. Pour 'axe Q C unmomentdansle fens BA — (wn vy + rf;%'
D'ou I'on voit que pour accélerer le mouvement rotacoire, il fauc un
moment de forces pour I'axe de rotation O A, lequel foit proportio-
nel a M f, c'eft adire au moment d'inertie du corps par rapporta l'axe
O A. Mais, pourque le corps tourne autour de I'axe immobile O A
d'un mouvement uniforme, il faut que ce corps foit follicité de de-
hors par des forces, qui n"ayent aucun moment pour l'axe O A, mais
qui donnent pour I'axe O B un momencdansle fens C A —2 Mmm vy,
& pour l'axe Q C un moment — 2M srvev. Donc ce mouvement
ne faura fubfifter fans le fecours de forces externes, a moins qu'il n'y
foit mm—o & nn— 0, oufxzdM—o&fyzdM —o, cequi
eft précifement le cas remarqué cy - deflus, ou les forces centrifuges fe
detruifent mutuellement.

RECHERCHE DU MOUVEMENT D'UN CORPS
SOLIDE AUTOUR DE SON CENTREDE GRAVITE,LES FORCES
DONT IL EST SOLLICITE ETANT DONNEES.

LIV. Le corps éuant rapporté aux trois axes fixes OA, OB,
O C, qui fe coupent perpendiculairement au centre de gravité O, foic
comme nous avons polé cy - deflus, nommant les coordonnées
OX—=x, XY—y, YZ—2z, &I'élément du corps enZ—d M.

SJdM(xx—-yy) =M §f SxydM —= MU
fdM(xx—-zz)=Mgg JfxzdM — Mmm
fdM(yy —-2z2)=Mihb JyzdM — Muan

Cela poé, que le corps ait déja un mouvement quelconque qui fe faffe
autour d'un axe Oz, deforte que Ox —vu; 2= pu; n2=Ag,
& que la vitelle rotatoire autour de cet axe foic =V (AN —+pp —+w).

LV. Dans
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LV. Dans cet ¢état le corps foit follicité par des forces quelcon-
ques, & pour trouver le changement, qui en fera caufé dans le mou-
vement du corps, on n'aura qu'a avoir €gard aux momens des ces for-
ces par rapport aux trois axes OA, OB, OC: foit donc l¢e moment
qui réfulte de ces forces

pour l'axe OA dans le fens BC — Pa.
Le moment pour l'axe OB dans lefens CA — Qua.
Le moment pour l'axe Q Cdansle fens CO — Ra.
Maintenant ¢galant ces moments a ceux qui ont été trouvés cy - des-
fus (§. 49. ) nous obticndrons les trois €quations fuivantes.

g__‘ff dn _mndu wrrixd v
aM ™ d:r dr  d:

? h:_" Eif# T v ”:ﬁ Ml pwian — (=) mom = Wo { F— hi)

Ra _ hhav mma‘h. Fa’
L Eh'_l R ¢ + pymm ——hrﬁ'—{hh—p{.n) nn+ h#lfgg‘—jﬂ

d’ou on pourra déterminer ies changemens infiniment petits 4\ ,dg
& dv, qui feront produics dans l'elément du tems 4.
LV1. Mais, puisque la réfolurion de ces équations nous conduiroit
a des formuies trop longues, pofons, comme nous avons fair auparavant,
que le corps tourne a l'inflanc préfent autour de I'axe O A dans le fens
B C avec une vitelle angulaire — v: & qu'apres le tems — ¢, l'axe
de rotation change, en forte qu'il falle alors avee I'axe O A un angle
— d¢, avec l'axe O B unangle — 90° - 4 n & avec I'axe OC un
:ngle 90° ~}—«b; & que la vitefle angulaire devienne alors
— v =4 dv: & nous avons vii qulil et 4¢* = dn* - 402,
Cela fupp{}fé, nous aurons les trois ¢quations fuivantesv:
__fdv | mnvdy mmedl
4 2M I T e Y
Dd s II. Qa

~+Nvnn— W — (pp—yw )i F-”(ﬁﬁ"EE]
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Qa — mndv u.':’q Fvdb
LM = o — S g mme
m Ra __ —mmdv ﬂ'u:fq hluvdh

oM — “dr U dp T Tdp T PuY

LVII. Maintenant la réfolution de ces trois équations nous four-
nira pour du, dn & 49 les valeurs (uivances:
wv _ Pa(gzhh—14) 4 Qa (bbai 4 M) 4 Ra I'ﬁg-.-m: 4 ﬁ'm-n_'] —zM 'L'-.-{mmwu{ir.ﬁ —gr) == {m4 —ni})

o e e —

.

ﬂ :"l.'lrt'rﬁ'g_g&-’r f!-l—;smi_bh-r-gﬂmmuﬂ}
_ Pa(blmmt-lmm) = Q| 7 6h=m4 } 4 Ra { fl+-smmmn) — 2 Moy  [hbmm — flinn — wem (m4—-n4} )

Vi
Todr 2 M "ﬂg;bﬁ- 4 —gg m# it — hhud — ; ellmmmn)

A B Fammhl‘ﬂﬂﬂ]-i‘q_#”‘_# + ﬁ?m"?f"-hﬂd{fﬁ—ﬂ* +E“Wfﬁ_ﬂﬂﬂ—_ﬁrﬂmm—ln{ml+-1},
kT s 2 M fﬁg;ﬁﬂr—frﬂ—ggm'l-.ﬁ-bu"-—gﬁ'mmnn_l

De ces formules donc on connoitra pour chaque inftant le changement
élémentaire, qui arrivera tant dans la polition de I'axe de rocation,
que dans la vitelle angulaire.  Qr il faut pour chaque inftane changer
la pofition des trois axes OA, OB, OC afin que QA convienne
toujours avec l'axe de rotation : & alors on fera obligé de calculer
de nouveau pour chaque inftant les valeurs [, mm,nn, fpe, hh,;
puisque le changement de la ficvation du corps par rapport aux trois
axes y caulera des variations continuelles.

LVI1I. Ce feront donc ces trois formules, qui contiennent les
nouveaux principes de Mecanique, dont on a befoin pour determi-
ner le mouvement des corps folides, lorsque I'axe de rotation, au-
tour duquel ils tournent, ne demeure pas immobile, ou dirigé vers
la méme plage du Ciel, ou de 'efpace abfolu. Et il eft évident que
cesnouvesux principes fone fuffifans pour tous les cas imaginables des
mouvemens, dont les corps lolides font fusceptibles.  Or jusqu'ici on
n'a €té en étac que de réfoudre ce cas fort particulier, ou il eft pour
le corps m— e & w_—o, & enlvite pour les forces follicitantes Q —o

dv Pa
& R==¢: Mais pour ce cas on aura -~ = EM_{?‘ & dp—o0 &
dii—o:
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48— : d’oul'on voit combien fone bornées les recherchesde Me-
canique, fans le fecours de ces nouveaux principes, que je viens de
déduire de I'axiome général , fur lequel eft fondée toute la Meca-
nique.

LIX. Comme les formules qui contiennent ces principes, font
trop embaraflées, pour en pouvoir faire voir clairement leur nature ;
il fera a propos d'en faire 'application a une certaine efpece de corps,
ou ces formules deviennent aflés fimples. Suppofons donc que le
corps folide, dont il s'agit de déterminer le mouvement, foit un globe
formé d’une matiére homogene, ou du moins des couches {phériques
concentriques, dont chacune foit homogene. Dans ce cas il eft clair,
que les momens d'inertie M #, Mgg, MAk par rapport a chaque
axe feront égaux entr'eux, & partant gg —— hh — ff'; de plus il fera
toujours  — e, mm —o0, &nn—o. Donc les trois formules,
qui renferment le changement du mouvemenc caufé par les trois mo-
mens Pa, Qa, Ra leront :

dv __ Pa vdy__ —Qa & vdl __ —Ra
de —2Mf’ 4: — 2Mgg d: T aMIK
dont la raifon ne fera plus diflicile a comprendre.

LX. Les deux axes OB & O C érant arbitraires, pourvu qu'ils
foient dans le plan perpendiculaire a I'axe de rotacion QO A, on les
peut mujuurﬁ arranger en forte , que les moments de forces par rap-
port a un d'eux fe décruifent. Soient donc ces axes OB & OC telle-
ment choifis que le moment par rapport 2 QC ¢vanouifle, ou qu'il

dv Pa vdy __ —Q a

foit R — o: nous aurons donc I = *:.'_ﬁi}'; o = i_ﬁflﬁ

& d8 — ¢, d'ou nous voyons que I'axe O A approchera de I'axe OB
Q i JI
M

puisque ¢ — 0, ceflt un figne que I'axe de rotation demeure per-
pendi-

dans le tems 4r; car

par un angle infiniment petic — dy —
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pendiculaire 2 'axe OC. Donc c'eft le moment de forces, qui tend
tourner le corps autour de 'axe (OB dans le fens CA, duquel eft pro-
duite l'inclinaion de I'axe de rotation O A vers I'axe OB, pendantque
le corps tourne autour de O A dans le fens BC, & cette inclinaifon
eft réciproquement proportionelle a la vitefle rotatoire du corps au-
tour de fon axe de rotation.

LXL Soient pour mieux réprefenter cela QA, OB, OC les
trois axes, autour du premier desquels QA le corps fpheérique que
je confidere ici, tourne dans le fens BC avec une vitelle angulaire — 2.
Que ce corps foit follicité par deux forces P &Q, dont la premiereP
lui foic appliquée en B felon la direftion B P parallele a OC, & l'autre
Q en C felon la direftion C(Q parallcle a QA, de forte que les di-
ftances foient OB —a & OC — a. Cela pofé, la premicre force
n‘aura pas dautre moment que par rapport a l'axe OA, & ce mo-
ment fera — P a dans le fens BC;or l'autre force CQ — Q n'aura
pas d'autre moment que par rapport a 'axe OB, & ce moment fera
— Qo dans le fens CA. Maintenant le moment d'inertie du corps
par rapport a un axe quelconque, qui palle par fon centre de gravicé
érant pofé — M j/. l'effec de la premiere force I’ confiftera dans

o : Pade
l'accéleration du mouvement rotatoire , donnant & v — M 7 &

I'effer de V'autre force Q fera incliner I'axe de rotation QA vers QB,
: Qade
& le transportera en QO e, de forte que l'angle A Oa = ;ﬁ?ﬁ .

LXIL On comprendra mieux le fondement de ces effets, fi
nous regardons la fuperficie fpherique BCD du corps, dont le rayon
foit OB — OC — OA — a, & qui rourne autour de l'axe QA
dans le fens BC avec la vitelle rotatoire — v. Soit B P la force P,
qui accélere lc mouvement de rotation, autour de l'axe QA ; & on
voit que cette force produit le méme effec, que fi I'autre force Q n'a-
giffoit poin fur le corps ; donc cet effec efl connu par les principes

vulgai-
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vulgaires, desquels il doit étre 4 — E% Confiderons ['autre

force Q appliquée en A felon la direftion AQ parallele 3 CO, caril
eft évident que certe force produira le méme moment, que fi elle
éroir appliquée en C felon une direftion parallele 2 OA. L'effet
donc de certte force confiftera en ce qu'elle tranfportera I'axe de rora-

Qade
tion OAen O aparl'angle A Oz = M7V

LXIII. Pour donner une explication de cet effet, qu'on confide-
re d'abord le feul mouvement de rotation, par lequel le point # fera
tranfporté autour de A en o, par l'angle a A« dans le tems d7: la
vitefle angulaire étant —— v, cetangle ¢ A fera——uv d¢; & partant
l'efpace 4« — As.uvd e, Enluite faifons abftraftion du mouvement
rotatoire,, & confiderons le corps, comme s'il etoit follicicé par la feu-
le force A Q — Q, qui lui imprimera un mouvement de rotation
autour de I'axe B O D, dans lefens CA oua v ; & la vicelle rotatoi-

d
re engendrée dans le tems 4 7 fera — Q ;I} donc dans le tems 42
Q adit?
ce mouvement fe fera par un angle — YV Par ce mouvement

2
le point a fera retiré vers @ par un efpace = %%‘f} ; & il eft clair

que le point ¢ doit exaftement étre réeabli en ¢, afin que ce foit le
point a & l'axe O # qui demeure en repos. Dela nous aurons 22—

_ Qaadt? Aa __ —Qade
As.vde == Mj-i_,dzpnrrant A0 — angl. AOa — ﬁ;flﬁ'

ce qui eft la méme expreflion qui a éé déduite de nos principes.

Mim, de 'Acad, Tom FI. E e SUR



