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DE LA CONTROVERSE ENTRE My.. LEIBNITZ
& BERNOULLI

SUR LES LOGARITHMES

DES NOMBRES
NEGATIFS ET IMAGINAIRES.

rarR M. EULER.

uoique la doftrine des logarithmes foit fi folidement éeablie,

que les vérites, qu'elle renferme, femblent aufli rigoureufe-

ment demontrces que celles de la Geometrie ; les Mathemati-

ciens font pourtant encore fore partagés fur la nature des logarithmes
des nombres neégatifs & imaginaires : & quand on ne trouve pas cette
controverfe fort agitée, la raifon en eft apparemment,qu'on n'a pas
voulu rendre fufpefte la certitude de touc ce, qu'on avance dans les
parties pures de la Mathematique, en developant devane les yeux de
tout lc monde les difficultés, & meme les contraditions, auxquelles les
fentimens des Mathematiciens fur les logarithmes des nombres néga-
tifs & imaginaires font aflujertis.  Car, bien que leurs fentimens puis-
fent écre fore differens fur des queftions, qui regardent la Mathemati-
que appliquée, ou les diverfles manieres d'envifager les objets & de les
ramencr a des idées precifes, peuvent donner lieu a des controverfes
réclles; on a toujours prétendu, que les parties pures de laMathema-
tigue éroient enticrement délivrées de tout fujet de difpute, &qu'il ne
S 2 s’y
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g’y trouvoit rien, dont on ne fut'en état de démontrer, ou la vérité
ou la fauflecé.

Comme la doftrine des logarichmes appartient fans contredit a
laMachemarique pure, on fera bien furpris d'apprendre, qu'elle ait été
jusqu'ici affujettie a des controverfes tellement embarraflées, que de
quelque parti qu'on fe déclare, on tombe toujours endes contraditions,
qu’il femble tout a fait impoflible de lever. Cependant fi la véricé doit
fe foutenir partout, il n'y a aucun doute,que toutes ces contraditions,
quelque ouvertes qu'elles paroiffent, ne peuvenc etre qu'apparentes,
& qu'il n” y fauroit manquer des moyens pour fauver la verité, quoi-
que nous ne fachions point, de quel endroit nous puillions tirer ces
moyens. '

Certe controverfe fur les logarithmes des nombres négatifs &
imaginaires fe trouve agitée avec aflez de force dans le Commerce lit-
teraire entre M. Leibnicz & M. Jean Bernoulli. Ces deux grands Ma-
thematiciens, a2 qui nous fommes pour la pluspart redevables del'Ana-
lyfe des infinis, furent tcllement partagés fur cet article, qu'il n'y avoit
pas moyen de les mettre d'accord la delfus ; quoique l'un & l'autre
n'ait eu en vut que la vérieé, & qu'ils fulfent egalement eloignés de
foutenir leurs fentimens avec opiniatreté. Mais chacun a trouvé dans
le fentiment de l'autre tant de contradifiions, que ¢auroit étd unc
complaifance trop outrde, fi l'un avoit chang¢ fon fentiment en faveur
de l'autre.  Car il faut remarquer que les contradi€tions, que ces deux
Grands hommes fe reprochoient, etoient réelles, & point du tout du
nombre de celles, qui ne paroiffent telles, qu'a la partie oppofée, en~
técée de fon propre fentiment. -

Pour mettre donc cette remarquable controverfe dans tout fon
juur,j'expul'ﬂrai ici féparément les fentimens de M. Bernoulli & de
M. Leibniz; |’y ajouterai enfuite tous les argumens, dont chacun s'eft
fervi pour maintenir fon fentimenc: & enfin je détaillerai les objeétions,
qu’'on peut faire,tant contre les argumens,que concre chaque fentiment
meme, & je ferai fentir en toutes leurs forces toutes les contaditiions,

auN-
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auxquelles 'un & l'autre de ces deux fentimens eft affujetti, afin qu'on
foic d'autant micux cn éwac de juger, combien il doit étre difhcile de
découvrir la verité, & de la garantir contre toutes les objeftions,
aprés que les deux plus grands hommes y ont travaillé en vain.

Sentiment de Mr. Bernoulli.

M. Bernoulli Jouting, que les logarithmes des nombres négarifs eroient
les memes que ceux des nombres afffrmatifs: ou que le logarithme du
wombre negatif —a iroit égal au logarithme du nombyre affirmasif - a.
Ainfi le fentiment de M. Bernoulli porse gi'il ya l—a — | -~ a.

M. Leibniz a donné occafion a cette declaration de M. Bernoulli,
lorsqu'il avanga dans la CX C Epitre du Commerce, que la raifon de
~=12—1 oude—1a—=1 ¢toitimaginaire, puisque le logarichme
ou la mefure de cette raifon, c.a d. le logarithme de — 1, qui eft I'ex-
pofant de cette raifon, éroit imaginaire. La deffus M. Bernoulli de-
clara dans la CX C111 Epitre qu'il v'etoit point de meme avis, & qu'il
croyoit méme,que les logarithmes des nombres negatifs éroient non
feulement réels, mais aufli égaux aux logarithmes des mémes nom-
bres pris pofitivement. Mr. Bernoulli fortifia auffi fon fentiment par
les raifons [uivantes.

1. Reifan. Pourprouver gue /—x—/~}-x, quelque nombre
qu'on marque par x, il recourt aux differentiels ; & puisque le differen-

d d
til de /—xcit :;f ou -'-rf de méme que celui de /—4=x, il en con~

clut, que ces quantités mémes /—x & /- x, dont les differentiels
fort ¢gaux, doivent éere cgales eptr'elles, & partanc quiil eft
l—x— I+

2. Raiferr.  Certe raifon eft tirde de Ia nature de la courbe loga-
rithmique. Pour la faire mieux comprendre,foit VB M une logarith-
mique décrite fur 'axe O AP, qui eft en méme tems fon afymtote.

Soit Ia foutangente de cette logarichmique, qui eft, comme on fit, con-
S 3 ftante
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ftante, — 1; & que Tappliquée fixe AB foit aufli— 1. Cela pui'é f
I'on nomme une abfcifle quelconque AP — x, prife depuis le point
fixe A, & l'appliquée quiy repond PM —y, on fait que » exprimele
logarithme de y, ou que x —/y. Donc prenant les differenciels, on
aura pour cette courbe logarithmique cette équation differentielle

dy — 9 ouydx—dy. Cette ¢quationdemeurant la méme, quoi-

qu'on mette —y au lieu de y, M. Bernoulli conclut de la, que cette
courbe VBM eft accompagnée, en vertu de la loi de continuité, de la
branche v bm, qui lui eft égale & femblable, érant fitude de l'autre part
de 'axe OP, de forte que cer axe foit en méme tems un diamecre de
la courbe endere. Et partant, puisque la méme abfcifle A P r*pond
¢galement aux deux appliquées PM & Psm, dont l'une eft la negative
de l'aucre, de forte que pofant PM—y il eft Pm—~y; il senfuit
que x eft 2ufli bien le logarithme de —y que de —~y, par cunféquent
=y = {—y-

3. Raifon, Comme tout revient a prouver que la logarichmi-
que eft compofce de deux branches ¢gales, fituces de part & d'aurre de
I'afymtote O P, M. Bernoulli apporte encore une autre raifon, qui
elt, qu'en confidérant les courbes comprifes dans cette équation plus

gintrale dr— Er;j-' , on eft daccord, que toutes ces cuurbes, lors-

que l'expofant # eft un nombre impair, ont deux branches telles, que
I'axe, fur lequel font prifes les abfciffes &, en eft un diametre. Donc
il faut que cette propriéeé aic auffi liew, in=—1; or dans ce cas on
aura la logarithmique de I'article précedent; d'ou il s'enfuic done, que
tant le logarithme de PM——y, que le logarithme de Pm——y
eft le méme — AP—ux.

4. Raifon, Puisqu'il eft certain par la nature des logarichmes,
que le logarichme d'une puiffance quelconque p» elt ¢gal au logarithme
de la racine p multipli¢e par I'expofant m, ou que /p” —nl/p; il s'en-

fuit
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fuit, que prenant powr p un nombre négacf —a, ity aura /{—a)"? =
n/(—a). Soitw—2,&ilfera /(—a)2—=12/(—a}. Or parce que
(—a)2 —a?*, nousaurons/(—a)*—=/a?—=12/a; d'ouil s'enfuit
que 2/(—a)—2/a, & partant /—a— /=}-a. Cela fe montre plus
promtement de cette maniere; Puisque (—a)? — (<—«)*, il fera
H—a)*—=1/(—+0)?, oubien 2/—a—= 2/—}-a, & par conféquent
I—a—l—a.

Toutes les autres raifons, qu'on peut alleguer pour prouver ce
fentiment, fe réduifent aifement a une des quatre, que je viens d'expo-
fer. Je m'en vai donc éraler les objeétions, qu'on fait contre ce fen-
timent, & les raifons dont il eft appuyé,

1. Oljcéfion. M. Leibniz oppofa contre la premiere raifon; que
Iz regle de differentier le logarithme d’une quantité variable x, en di-
vifant le differenticl de x par la quantité méme x n'avoit lien, que
lorsque x marquoit une quantit¢ pofitive, de forte qu'on (e trompoiten

polant le differentiel de /— x egal a =4 ou a f_:r Or il faut

—x x
avoiier, que cetre objcétion eft non fenlement extrémement foible, n'e-
tant [outenue par aucune raifon valable; mais qu'elle renverferoit tout
a fait fe calcul differentiel des logarithmes. Car comme ce calcul rou-
Ie fur des quantites variables ¢. 3.4 fur des quanticés confidérées en gé-

néral, il p'etoit pas vrai généralement, qu'il ford. Ja— ?, quel-

fque quantité qu'on donne a x, foit poficive, ou négative, ou méme ima-
ginaire, on ne pourroit jamais fe fervir de cette régle: la véritd du
calcul differentiel érant fondée fur la géndralicé des regles, qu'il ren-
ferme. Or M. Leibniz n'auroit pas eu befoin de fe tenir a cette obje-
flion pour maintenir fon fentiment, puisqu’il auroic pu attaquer la
raifon de M. Bernoulli par une objeftion beaucoup plus forte, que

voila.
2. Oljeffion. Mr. Bernoulli voulant prouver par I'egalité des
differenticls, qu'il etoit /—x =/~ x, prouveroit par le méme raifon-
nement
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nement que J2.4=—'/x; car le differentiel de /2 & eft 11':"':‘;@:""""'
X

tout comme celui de /x.  Et partant file raifonnementde M. Bernoul-
li éeoit jufte, il s'enfuivroit que non feulement /—x — /——., mais
aufli que /2 x—/x & en général que /n x —/x, quelque nombre que.
marque # : conféquence, que M. Bernoulli lui méme n'accorderoit ja-
mais. Or on faitque,lorsque les differentiels de deux quanticés varia-
bles font égaux, il n'en fuit pas davantage, que ce, que ces quantités
variables different entr'elles d’'ung quaprité conftante; & on n'en fau-
roit conclure, qu'elles fuffent égales.  Ainfi quoique le differentiel de
x —- a foit — dx aufli bien que celui de x, la conféquence feroit bien
faufle, fi I'on en vouloit conclure que r—~4~a—x. Par cette raifon
il eft donc clair, que puisque le differentiel de /—x & de /——a ¢t Ie

méme d?'-r, les quantits /—x & /~-x ne different entr'elles que

d'une quantité conftante, c¢ qui cft epalement évident, vuque /— » —
[—1—=Ix. Et de la on comprend aufli aifément, que puisque /7 x ==
Ix—1In, le differentiel de /mx doit étre ¢gal au differentiel de /x.
1l eft vraique M. Bernoulli fuppofe /—1 — o,de méme qu'il et/ 1—o,
de forte qu'il feroit /—x—=Ix—4-/—x1—=/x. Mais comme ceft
précifément ce que M. Bernculli veut prouver par ce raifonnement, on.
voit bien que cette fuppolition ne peut pas étre admife.

. Objedlion, On peut oppofer la méme chiofe contre la fecon-
de raifon de M.Bernoulli, quand il veut prouver par I'equation diffe-
renticlle de 1a Logarithmique ydx = 4y, que cette courbe a deux
branches femblables fimdes de part & d autre de I'axe.  Car non fen-
lement cette équation demeure la méme, fi V'on met —y au lieu de y,
mais aufli {il'on met 2 y, ou engénéral ny pour y; d'ou il fuivroicque
cetee courbe eut une infinit¢ de branches, & que l'abfciile x fut le lo-
garichriie communirion feutement de y & de —y, mais auffi de 23, &en
général de ny, quelque nombre que foit #.  Ainfi par laméme raifon,
qu'on ot enndroi. de nier U'infinité des branches dela Lﬂguiﬂ;mique, on
niers aufli l'exiftence des deux branches, que M, Bernoulli veuc écablir.

4. Ob-
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4. Objection, Cetreobjettion eft encore dirigée contre les denx
branches de la courbe logarithmique. Car quoique qu'on puiffe fure-
ment conclure l'exiftence d'un diametre d'une courbe, lorsque fon
équation entre les coordonnées x & y eft telle, qu'elle demeure inal-
terce, fi 'on met —y a la place de y. Cependant ce critere n'clt jufte,
que lorsque I'équation pour la courbe eft algébrique, ou renfermée ¢n
termes finis. Car on fait qu'une équation differentielle eft beaucoup
plus générale, que I'équation finie d'ou elle a été tirée, & qu'elle ren-
ferme une infinit¢ de courbes, qui ne font pas comprifes dans l'equa-
tion finie. Ainfi U'équation de la parabole yy — #x a pour diffe-
rentielle 2 y dy — & dx; mais cetre méme dquation d:fferenticlle
convient également a cette ¢quation générale yy — a x += w byqui renfer-
me a la fois une infinité de paraboles. 1l en eft de meme de I'equation
differentielle de la logarichmique ydx ——dy, qui convient aufli bien a
cette ¢quation finie x = /ny, qu'a celle-cy ¥—/y, qu'on a pourtant
uniquemenc en vald., De la il s'enfuit qu'on ne peut pas juger de la
forme d'une courbe, en ne confiderant que fon équation differentielle.

5. Oljecfion. Celle-cy regarde la troifieme raifon, quieft fans
doute beaucoup plus forte. Car fi toutes les courbes comprifes dans

# " Er i i Bl ]
cette équation generale dx — —f , Oum marque un nombre impair,

font douces d'un diametre, la méme propriéeé doit avoir liew, i n—1,
ce qui cft le cas de la logarithmique. Mais puisque cette propriéeé
n'cft evidente, qu'entant qu'on confidere les équations integrales de

d
équation dx — -—f , qu'on peut toujours afligner algébriquement
hormis le cas n == 1; de meme maniere qu'on doit excepter ce cas,
lorsque la queftion roule fur l'intégrabilité de I'¢quation J::{{.

on fera en droit de faire la méme exception, lorsqu'il s'agit du juge-
ment d'un diametre. Donc, fi I'on ne peut pas prouver par quelque
Mem, di Fdiad, Tom. T, T autre
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autre raifon, quela logarichmique ait un diametre, cet argument tiré
’ d
de I'équation générale d y — -—‘:- n'elt pas convaincant. - Pour en
montrer plus clairement linfuffifance, je ferai voir méme dans les
courbes algébriques des cas, onl une équation géncrale renferme des
courbes toutes doutes d'un diametre, & que néantmoins il en faue
excepterun cas particulier.  Qu'on confidere cette équationy =V a x

+
—+V a3 (b—4=), & on ne doutera pas de conclure, que les courbes
exprimées par cette ¢quation n'ayent un diametre, puisqu'en rédui-

+
fant 'equation y—V ax =1V a 3 (b~} «) a la rationalité, on obtient
une équation du huitieme degre, o tous les expofans de y fonr des
nombres pairs. Cependant quelque fure que paroifle cette conclufion,
il en faut pourtamt excepter le cas ou b——o; car alors I'équation

4
y=Vax—+Va?x éant delivrée des fignes radicaux ne monte
qu'au quatrieme degré devenant:
yt*=2ax¥yy—qaaxy—taaxrxr—adx—o
laquelle a caufe du terme 4 4 2 » y eft defticuée de diametre. De tout
cela il s'enfuit donc, que cet argument de M. Bernoulli n'cft pas aflez
rigoureux pour demontrer fon fentiment.

6. Objeffron.  Je pafle a la quatrieme raifon de M. Bernoulli,qui
eft fans doute la plus forte; car on ne fauroit revoquer en doute aucun
article, qui y fert de fondement, fans renverfer les principes lesmieux
€rablis de I'analyfe & de la dottrine des logarichmes.  Car on ne fau-
roit nicr que (—a) 2 = (—-4) 2, doncil n'ya aucun doure, queleurs
logarithmes ne foient égaux c.ad. /(—a)2 == /(—=a)2. Enfuite il
eft ¢galement certain qu'il eft en général /p2 — 2/p, doncil ya
l(—a)* —2l-a &l{+Ha)® = 2/——a: & partanc il fera fans
contredit 2 /=4 —= 2/——a. Les moitiés de ces deux quanticés fe-
ront donc aufli inconteftablement (gales entr'elles, & par conféquent
il fera /—a — (u, tout comme M. Bernoulli le fousient. Mais fi ce

ratlon-
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raifonnement eft jufte, on en tirera aufli d'autres conféquences, que
perfonne, & encore moins M. Bernoulli, ne fauroit accorder : car on
prouvera de la méme fagon, que les logarithmes des quanticés imagi-
naires feroient aulfli bien réels, que ceux des nombres negatifs. Car
il elt certain que {HV—I}‘I a*, doncil feraaufli /(aV —1) ¢+ =
lat, &deplus 4/(aV —1) = 4fﬂ,pu cnnfuqu&nr.‘[a V—1) = /a.

Outre cela, puisqu'il eft (_ V=3 )3 —a?, il fera

, —=~+-11:-_-.,) —1a3, &pmm:i“'_;"’——ﬂ =

% I V_ 0 *
—— n—'f.ur, ce qu'on ne fauroit admettre fans renver-
2

fer toute la doétrine des logarichmes.
Il feroit donc, felon le fyfteme de M.Bernoulli, non feulement

l—1—=/1—=o, misaulli/V —1—0; I-V—-1—"0; &

f o +V:.1: o. Or M. Bernoulli ayant fi heureufement réduit

donc / —

la quadrature du cercle aux logarithmes des nombres imaginaires,
le logarithme de V' —1 etoit —o, toute cette belle découverte feroit
faulfe; par laquelle il a faic voir, que le rayon eft a la quatrieme partie
de la circonference, comme ¥ —1a/¥V —1. Donc pofant le rap-

[V —1

pore du diametre a la circonference —1: , il fera J # = % , &
-1

partant [V —1—=1 7V —1, cequiferoicabfurde s'il etoit /V'—1—o0.
H n'eft pas donc vray que /V' — 1 —o, d'ou il faut conclure que quel-
que folide que paroifle la 47 raifon, elle doic étre fujette a caution,
puisqu’il en fuivroit auffi bien /Y —1=—o que /—1=—o0. Par confé-
quent on ne peut pas dire, que le fentiment de M. Bernoulli foit fuffi-

fament prouvé.
. Il eft ici fort ¢ronnant, que, foit qu'on ecmbrafle le fentiment de
M. Bernoulli, ou qu'on le rejette, on tombe également endes embar-
T 2 ras
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ras infurmontables, & méme en des concradi€tiuns. Car fi I'on foutient
que /| —a=—={~}a ou/—3—=/[--1—o0, on efl obligé davoutr
quil eft aufli/¥V' —1—o0, puisque /¥ —1=—4 /—1.  Orilferoitnon
feulement abfurde de foutenir,que les logarichmes des quantités: imagi-
naires ne foient pas imaginaircs, mais il feroitaofh faux que / V' —1—=
17V —1, cequi eft néantmoins rigoureufement prouvé.  Ainfi en
fe declarant pour le fentiment de M. Bernoulli, on tombe en contra-
diftion avec des veritds tres folidement écablies, it

Pofons que le fentiment de M. Bernoulli foit faux, & quiil n'y
ait peint /— 1 —o; car c'eft a quoi fe réduit le ferstiment de M. Ber-
noulli; & on fera obligé d'accufer de fanlleré quelcune des opérations
fur lesquelles le raifonnement de la 4™« raifon eft fondé : ce qu'on ne
pourra faire non plus fans tomber en contradition avec d'autres véri-
t¢s demontrées.  Pour rendre ccla plus évident, foit /— 1 = w, & s'il
neft pasw—o, fon double 2w ne fera non plus —o, or 2 wellj¢
logarithme du quarré de —1, Jequel érant = —-1, le logarithme de
=+ 1 ne feroit plus —o, ce qui cft une nuuvulle cnntmdiﬂmn De-

plus ~— x cft aufli bien = — 1. & qut:__l y donc/~x—ls—

l—1=/x-I[—1:ilferoitdonc/—1—=-—/~ 1, fans quil fuce
/—1=o0; or ceft une mnnad:ﬂmn de dire qu'il foit 4—a"——a fans
qu'il foic e —o.

Soit donc qu'on dife I'une ou l'autre de ces deux chofes, oun que
le fentmene de VL Bernoulhi ¢ft vrai, ouqu'il cft faux, on (e plonge
¢galement dans le plus grand cmbarras, ayant a combattre avec des
contradittions ouvertes. Cependanc il faue abfolument , -ou que ce
fentiment foic vrai, ou qu'il foit faux, & il ne paroit point d'aucre
parti a prendre.  Quel moyen donc de fe tirer d'affaire & de fauver
@ veérite contre de i grandes contradictions? Je palle a l'examen du
fericiment de M. Leibniz.

Senti-
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Sentiment de M. Leibniz.

M. Leilniz fourint gue les logarithmer de tous les nombres nega-
rifs, & a plus forte raifon ceux des nombres imaginaires, etoient ima-
gimaires : ou puisque I—a=la—~1—1x,il foutint yue |~ X etoit une
gitantiré Iaginaire.

Jai déja remarqué que M. Leibniz foutenoit, que la raifon de
—1a —1 oude—1a—41 ¢roit imaginaire, puisque le logarithme
de cetee raifon ou /— 1 éroic imaginaire.  On voit bien que toutes les
objcttions faites contre le fyfteme de M. Bernoulli fervent a forrifier
ce fentiment, & que les raifons alleguées pour le fentiment de M. Ber-
noulli doivent étre contraires a celui de M. Leibniz. Cependant on
peut apporter des raifons particuliercs pour confirmer le fenciment tlt:
M. Leibniz, qui ferent le fujet de mon examen, qui fuit: -

1. Raifon. Ayant fait voir que le logarithme dunombre 1——x
eft épalala fomme de cette ferie:

J(r4-z) = — i Lk o TUECE AR S P SLE
d'oli 'on voit daht:-rd que fi ¥ —1, il doit étre /x—e¢. Maintenant
pour avoir le logasichme de —1, il faut mettre ¥ —=—12, d'ou l'on
obtient.

l—1—-2- 1. 4-—%. 8-} 16-1 32—%. 64—&c
Oril y a aucun douce , que la fomme de cette ferie divergente ne
fauroit étre —— ¢ ; donc il eft certain que /—1 n'eftpas —o. Le
log.de — 1 fera donc imaginaire, puisqu'il eft dailleurs clair, qu'il
ne fauroit ¢rre réel, c. ad. ou pofitif, ou negatif.

2. Raifon. Soit y— /¥, & polante pour le nombre dont le
logarithme — 1, dont la valeur approchée eft, comme on fai,

T—

e — 2,718281828459; puisquil fera y /e — 1 /¥, on en tirera
x— ¢ . Ainfi le logarithme du nombre » ¢érant 1'expofant d'une
puiffance de ¢ qui eft €gale au nombre », il eft clair, qu'aucun expofant
ré¢l d'unc puiflance de ¢ ne furoic produire un nombre negarif: &

T 3 partant
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partant pour que ¢ devienne ——-— 1, ni y—o,ni aucun nombre réel
mis pour y fauroit remplir cette condicion. Bt pofant en général pour
x un nombre negatif —a, dont on fuppofe le logarithme —y, I'équa-
tion ¢7 — —a fera toujours impofiible, ou la valeur de y imagi-
naire.

3. Raifon. Puisqu'en geénéral la valeur de ¢ s'exprime par
cette ferie infinie :

? AT A N T b y?
=L 4 w X e,
3 1.2 1.2.3 1.1,3.4+1+L3.415 Lx
qui eft toujours convergente , quelque grand nombre qu'on mette
pour y, de forte queles objeétions tirées de la nature des fuites diver-
gentes, comme dans la premiere raifon, ne trouvent pas lieu ici.

Ainfi le logarithme du nombre » €tant pol¢ —y, on aura

Fr—1 } ._F.. I TE _Ei_. l !‘ L &,
1 1.2 1.2.3 1.2.3.4

& partant i ¥ marque le logarithme de —1, ou qu'il foit x = -1,
on aura cette égalité .

2 3 4
=St L 1
—1= 1 -f_ - 1}:1 . Iz'f? i I.ig.q g G,
a laquelle, comme il eft d'abord clair, ne fauroit fatisfaire la valeur
y—o, vuquil en rcfulceroit —1 == —~ 1. Par confiquent il eft
certain que le logarithme de —1 n'eft pas —o.

Je me contente d'avoir apport¢ ces trois raifons, puisque les au-
tres argumens , par lesquels on peut confirmer le fentiment de Mr.,
Leibniz, font déja contenus dans les objeétions faites contre le fyfte-
me de Mr. Bernoulli.  Cependant ces trois raifons que je viens d’ex-
pofer, font fujettes aux objeltions fuivantes.

1. Objetion. Contre la premiere raifon on dira d'abord, que
F'accroifle-
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Faccroiffement continuel des termes, qui font tous negatifs, de cetee
fuice ;
—2—3. 4—%. 8—%. 16—%. 32— 64— &c.

n'elt pas une marque feure que la fomme de cette [uite ne fauroit étre
—¢. Car li cecte ferie geometrique

_I___ — 2 42 e 5 T | S

1+x.__.l Foefmx? = fe Ve S ey T o — e,
donne pour le cas & — — 2, celle-cy

—1—=14+24+4+8—416 432+ 64 + &

& pour le cas x — — 3 celle-cy.

- i =143+ 9-+ 27 81243 4 &«
pourquoi, dira-t-on, ne leroit il pas poflible, que la fomme d'une ferie,
dont les termes croiffent ayant par tout le meme figne, ne fur — o.
Pour en donner un exemple,on n'a qu'a ajouter  la derniere ferie ter-
mes pour termes, celle-cy :

F——1=141=1-1=1~=1-—1—4 &¢c
& on awa effeCtivement :

s—2~4 2410~ 26 -+ 82 ~}- 242 4 730 - &«
Donc fi la fomme de cette ferie, elt —o, quelle abfurdicé feroic il done
de fourcnir, qu'il fuc aulh

0——2—4. 4—%. 8—%. 16—%. 32— ;. 64— &c.
& partant la premiere raifon n'eft pas convainquante,

2. Objetf:on. La feconde raifon eft telle, quion pourroit aufli s'en
fervir pour- prouver le fenciment oppofé.  Car puisquiilyax —e2
fuppofant y le logarithme du nombre x, toutes les fois que y eft une
frattion ayant pour dénominateur un nombre pair, il faut avouer qu'a-
lors la valeur de er & partant aufli de », eft aufli bien negative qu'af

firmative. Ainfifi E: eft un logarithme,le nombre ¥ qui lui répond
érant
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erant ¢ —Ve , feratant affirmatif que negal:if' de forte que
dans cecas tant x que — .x aura le méme Iﬂgaru:hme : . Dong, puis-
H

que les logarithmes ne font pasdes nombres rationels,& par conféquent
équivalens a des fraftions, dont les numérateurs & dénominateurs font
infiniment grands,on pourra toujours regarder les dénominateurs com-
me des nombres pairs ; il s'enfuit que le meme logarithme, qui con-
vient au nombre pofitif 4, conviendra aufli au nombre negatif — .

3. Obpoflion, La troilieme raifon eft fans doute fa plus foree,
puisqu elle femble exclure abfolument les nombres negarifs du nombre
de ceux, a qui répondent des logarithmes réels.  Car il eft clair que
quelque nombre réeI qu’ c-n mette puur y, la v:n]u:ur de cette ferie

s i ¥* 4

& l"l‘_ + +113 1 L'l-ﬁ_l_&c
ne fauroit jamais devemr negative, de forte qu'aucun logarithme réel
ne fauroit repondre a un nombre negatif. Cependant cette ferie n'etant
vraie, qu'entant qu'elle decoule de la formule finie e , les objettions
précedentes ont ici ¢galement liew.  Car fi ¢ peut donner un noms-
bre negarif , il imporee fort peu, fi la ferie qui lui eft €gale en donne
aufli un ou nen ? Pour re:onnni:rﬂ cela, on n'a qu'a confiderer une

-+ 1I
V{i=%)

formule radicale, comme — 7’ qui eft aufli bien que

V{ -
T"'—EI_J'—), quoique la ferie Lg'ale
-3- 5
!--r} l+i-4'+—-t'+”ﬁx=+m
ne donne que fa valeur affirmative, quelque nombre qu'on mette

pour &, : 2
M. Leibniz ne manqueroit pas de répondre a ces objeftipns; &
comme la premiere ne prouve pas le coatraire de [on fentiment, &

quelle
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qu'elle ne rend que douteufe [a premiere raifon, il ne perdroit rien de
renoncer a cette premiere rafon, & de s'en tenir principalement aux
aucres. Car au fond la feconde objeétion ne ddéeruie point fon fenti-
ment, qui fe réduit uniquemenc a prouver que /—1 n'elt pas —a:
or la feconde objettion ne porte aucune atteinte a cela, vuque fi
e7 doit étre — —1, l'expofant y nefauroit étre aucune frattion de la for-

m i . . .
me —, pour que le figne radical puiffe fournir une valeur negative,
n-

Car on conviendra aifément, que foit qu'on mette pour y un nombre
affirmacif ptus grand que zero, ou un nombre negatif quelconque
pour y, la valeur de la puiffance es ne devient jamais — —1. Donc
fi y n'eft pas imaginaire, il faudroic qu'il fut ey — —1x dans le cas
y—o." Mars dans ce cas ¢vanouit toute ambiguicé de fignes, qui pour-
roit avoir lieu a caufe des fignes radicaux, & il eft indubitablemene
¢° — ——1. Etfil'on vouloit dire, qu'on put regarder o comme
2, & ¢° comme V ¢° == V1, dont la valeur feroic aufli ——~1; ce

feroit uneexcepsion fort foible, puisque par la méme raifen on prou-
= 2

veroit que —a — —}-a: car pofant a — a " — Va?,onentireroit
auflj bien 8 — —a que,a.== —a. Pour prévenir ces fortes de con

m
féquences faulles on n'a qu'a remarquer, ‘qu'une telle expreflion g 3»
n'a deux 'wIeurs, {une affirmative & l'autre negative, que larsque la

fraftion ﬁ elt réduite a fes plus petits termes, & que. le d-:numm:tm

demeure encore un nombre pair.  Ainfi corame la valeur de ces puis-
fances, a',a? a?, a*, &c. n'elt pas ambigyé, aufli celle-cy #° ne fau-
roit etre ambigue. Il eft donc tovjours «® — —— 1, ce qui fuffic pous
décruire la feconde objeétion; & la troifieme n'a aucune force, gu'en-
tait que la feconde fubfiite.
Il paroic donc que le fentiment de M. Leibniz eft micux fundr-,
puisqu'il n'elt pas contraire a la découverce de M. Bernoulli, qu'il eft
Mo, de Vdcad, Tom. F. U V-1
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IV —=1=1xV —1; puisque M. Leibniz foutient, que le logarithme
de —1,& a plus forte raifon celui de V=1, eftimaginaire. Mais en
adoptant le fentiment de Mr. Leibniz on fe jette dans les difficuleés &
contradiftions fusmentionnées. Car fi /—1 ¢roit imaginaire, fon double
c.a d. le logarithme de (—1)* —=— 1 le feroit auffi, ce qui ne con-
vicnt pas avec le premier principe de la doétrine des logarichmes,
en vertu duquel on fuppofe /<41 — 0.

De quelque coté¢ donc qu’on fe tourne, foit qu'on embrafle le fenti-
ment de M. Bernoulli, ou celui de M. Leibniz, on rencontre toujours
de fi grands obflacles 2 maintenir fon parti, qu’on ne fe fauroit mettre
a 'abri des contradiétions. Cependant il femble , que fi I'un de ces
deux fentimens eft faux, l'autre doit néceffairement étre vrai; & qu'il
n'y a point de milien a choifir. Voila donc une queftion extréme-
ment importante, qui eft, d'erablir la doftrine des logarithmes, de
telle forte qu'elle ne foic plus affujertie a aucune contradiétion.

Mais aprés avoir bien pef¢ les contradiftions, qui fe trouvent de
part & d'auere, on fera porté a croire, qu'une telle conciliation eft une
chofe tout a fait impoflible ; & les ennemis des Machemariques ne
manqueront pas d’en tirer desconféquences fort facheufes contre la cer-
titude de certe fcience. Car quand les Pyrrhoniens ont attaqué too-
tes les fciences, on conviendra zifément, qu'il s'en faut beaucoup,
que les objeftions, qu'ils ont apportées contre aucune fcience, appro-
chent feulement, a I'egard de leur folidité, des objeétions que je viens
d'expofer contre la doftrine des logarithmes. Cependant je ferai
voir fi clairement, qu'il n'y reftera plus le moindre doute, que cette
doétrine eft folidement établie, & que toutes les difficultés fusmen-
tionnées ne tirent leur origine, que d'une feule idée peu jufte: de forte
que dés qu'on retifiera cette idée, toutes ces difficultés & contradi-
fions, quelquefortesqu’elles ayent pu paroitre, s’evanouiront dabord,
& alors toute cette doétrine des logarichmes fe foutiendra fi bien,
qu'on fera en étac de réfoudre aifément toutes les objeftions, qui one

paru irréfolubles auparavant. Sans ce developement, qui a pourtant
érd
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écé inconmu jusqu'ici anx Mathematiciens, je ne fai pas, de quel oéil
on devroit envilager la dotirine des logarithmes : d'un coté on de-
yroit avoulr, qu'elle eft vraie & aulfi folidement ¢tablie qu'aucune au-
ere partie de I'Analyfe; or de 'autre coté onne fauroit disconvenir, que
cette meéme doftrine feroic aflujetie a des contradittions, auxquelles
il feroit impofiible de répondre. On feroit par conféquent obligé
d'avouir, que la Mathematique, & méme I'Analyle, renferme des
myftéres incomprehenfibles 2 nos efprits.  Enfuite fi ces myfteres
n'ont £té tels qu'a caufe d'une feule idée, quin'¢roit pas entierement
exatle, on en tirera cette conféquence fort importante, qu'il eft excre-
mement dangereux de juger des chofes, donton ne fe peut former
que des idées imparfaites : or il eft bien certain, que hormis les
Mathematiques le nombre des idées diftinétes & complettes et fore
petit. .

DENOHEMENT

peEs DiFFicULTES PRECEDENTES.

11 faut d'abord avoiier, quefi I'idée, que Mrs. Leibniz & Bernoubld
ont attachée au terme de logarithme, & que tous les Machematiciens
onit eu jusqu’ici, €toit parfaitement jufte, il feroir abfolumeat impos-
fible de délivrer la doftrine des logarithmes des contradiftions, que je
viens de propofer.  Or l'idée des logarithmes étant tirée de leur ori-
gine, dont nous avons une parfaite connoiffance, comment feroit-il
poflible qu'elle fut défeCtuente ? Lorsqu'on dit que le logarithme
d'un nombre propofé eft 'expofant de la puiffance d'un cercain nom-
bre pris a volonté, laquelle devient égale au nombre propofé, il fem-
ble qu'il ne manque rien a la juftelTe de cette idée. Cela eft aufli bien
vrai ; mais on accompagne communément cette idée d'une circon-
Rance, quine lui convient point: c'eflt qu'on fuppofe ordinairement,
presque fans qu'on s'en appergoive, qu'a chaque nombre il ne répond
gu'un feul logarithme ; & pour peu qu'on y réfichiffe, on trouvera
que toutes les difficultés & contradiftions, dont la doftrine des loga-

Uz rithmes
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sithmes fembloit embaraflée, ne fubfiftent qu'entant qu'on foppofe,
qu'a chaque nombre ne répond qu'un feul logarithme. Je dis dosc,
pour faire disparoitre toutes ces difficultés & contradiftions, qu'en
vertu méme de la définition donnée il ¥épond a chaque nombre une
infinit¢ de logarithmes ; ce que je démontrerai dans le theoreme
{uivant.

Theoreme.

Ily a roujours une infinité de logarithmes, qui conviennenr éga-
lement d chague nombre propofé: ow, fi'y marque le logarithme du nom-
bre x, je dis que y renferme wne infinué de valeurs differenses.

DEMONSTRATION.

Je me bornerai ici aux logarichmes hyperboliques, puisqu'on faic
que les logarithmes de routes les autres efpeces font a ceux-cy dans
un rapport conftant, ainfi quand le logarithme hyperbolique du nom-
bre x eft nommé — y, le logarithme rabulaire de ce méme nombre
fera—o, 4342944810.5. Or le fondement des logarithmes hy-
perboliques eft, que fi w fignifie un nombre infiniment petit, le loga-
rithme du nombre 1 == w fera — w, ou quel/ (1 +w)—w. Dela
il s’enfuic que /{1 4w} ? —2w; /(14 w)? — 3w, & en ginéral
(1—w)® —nw. Mais puisque w cft un nombre infiniment petit,
il eft evident,que le nombre (1 ——w) % ne fauroic devenir ¢gal a quel-
que nombre propofé x, 2 moins que l'expofant # ne foit un nombre in-
fini. Soit donc # un nombre infiniment grand, & qu'on pofe x =
(1 - w)~, & le logarithme de x, qui a été nomm. —y, fera y — » w.

I
Donc pour exprimer y par #, la premiere formule donnant 1 —-w—5x 'F_
1
& w— & n — 1, cette valeur ¢tant fubfticuée pour w dans I'autre fos-
i
mule produiray —n ¥ n —p—1[x, D'ouilelt chir que lavaleur dela
formule
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formule # x » — » approchera d’autant plus du logarithme de x, plus
le nombre # fera pris grand; & fi 'on met pour » un nombre infini,

gette formule donnera la vraye valeur du logarichme de . Or com-
1

. : L _ T
me il eft certain, que# a deux valeurs differentes, &  trois,
I I
T . . . . — .
x ~ quatre, & ainfi de fuite , il fera également certain, que x % doit

avoir upe infinit¢ de valeurs differentes, puisque » eft un nombre in-
I

fini. Par conféquent eette infinité de valeurs differentes de x »
produira aufli une infinit¢ de valeurs differentes pour / », de forse que
Je nombre x do't avoir une infinité de logarichmes. C. Q. F. D.

De lail s'enfuit que Ic logarithme de —— 1 n'eft pas femlement
=0, mais qu'il y a encore une infinité d'aucres quantités, dont chacu-
ne eft également le logarithme de 4= 1.  Cependant on comprend
aifément quetous ces autres logarichmes,hormis le premier o ferone,des
quantit¢s imaginaires; deforte que dans le calcul on eft en droit de ne
regarder que o comme le logarithme de - 1, tout de méme quelors-
qu'il s’agic de la iacine cubique de 1, on ne fe fert que de 1, quoique

g oa o  =TdYeg o emE=Tim3g
€es quantices imaginaires - & =
des racines cubiques de 1. Mais quand on veut comparer ie logarich-
me de 1 avec les logarithmes de — 1, ou de V' — 1, qui font tous, a ce
que je ferai voir dans la fuite, imaginaires, il favt confidérer le logarith-
me de 1 dans toute fon etendul; & alors to.tes les difhicultés & con-
tradiftions rapportées cy-deflus difparoitrone d’elles memes. Car
foient a, ©. y 4, & & &c. les logarithmes imaginaires de I'unit¢, qui
tui répondent aufii bien que o, & on comprendra ai’Cment qu'il peut
étre 2/—1 — /- 1, quoique tous les logarithmes de — 1 foient ima-
ginaires: car pour fatisfaire a l'equation 2/— 1 — /-1, il fuffit que
le double de tous les logarithmes de — 1, fe trouvent parmi les loga-
rithmes imaginaires de 4 3. De méme, puisque 4/V —1=/~+1,
U s cha-

foient également
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chaque logarithme de ¥ —r multiplié par 4 fe doit rencontrer dans
la feric a, 6,7, 4,6 ¢, & Ainfi les égalitds 2/ —1 — i4—1 &
4V —1 = /-1, fe peavent maintenir,fans qu'on foic obligé de
foutenir quil foitou { —t — o ou/V —1—0, comme M. Bernoulli
a p:t.cnde.  Mais tout cela fers mis dans touc fon jour, quand je dé-
terminerai atuellement tous les Jogarithmes de chaque nombre pro-
pol€, ce qui fera le fujec des problemes fuivans,

Probleme L
Diterminer tous ler logaiithines, qui répondems d um nombre
affirmasif propofé —— a guclcongue.
SOLUTIQN.

Puisque « eft un nombre pofitif, il aura certainement un logarith-
me réel,qui fe trouve par les régles aflés connuis Soit donc A ce loga-
rithme réel du nombre ¢, & puisque a — 1.4, il fera/a — /14— A:
ou bien chaque logarithme de {'unité ¢tane ajouté 2 A donnera un lo-
garithme du nombre propofé «; & pour trouver tous fes logarithmes,
on n'a qu'a chercher tous les logarithmes de l'unité 4— 1.  Prenant
donc y pour marquer un logarithme quelconque de - 1, les valeurs

de y doivent étre tirces de l'équation du Theoreme en y metant
I

x—1, &on aura cette équationy —n 1 » —p, qui fe change en
1

I +JF: 1 », & la dclivrant des expofans rompus, on anca

(14 .:; T— 1, oun marque un nombre infini.  Cette équation

{rant maintenant pour ainfi dire rationelle, chacune de fes racines don-
nera une valeur convenable pour y, c'elt a dire un logarithme de —4— 1,
Or pour trouver toutes les racines de cette ¢quation, on fait qu'il les

fauc tirer des faftenrs de la formule (1 <= -ﬁ-)ﬂ — 1, en fuppofant cha-
que
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moe fafteur—o. Mais en géncral il eft demontré,que d’une telle fos-
AT
mule p” — 4" un fafteur quelconque eft p?—2 pgeol.—— ~=4%, ol A

marque un nombre entier quelconque & 7 l'angle de 180 °, ou lamoi-
ti¢ de la circonference d'un cercle dont lc rayon — 1; de forte que
donnant a A fucceflivement toutes les valeurs poflibles, qui font o,
~+1,+2,+3, T4, +5, & on cbtienne enfin tous les fafteurs de la

formule p"—4". Etpartanttouteslesracinesdel'équation p —g —o

foront comprifes dans cette expreflion générale p =— g (cof L}E
+V —1. fin. —-—) qui fe trouve en pofant p* —2 p¢ cof :‘ !

—-44 — o. Donc toutes les racines de notre Cquation trouve.
Y =
(x— ﬂ) 1—0
pofant p— 1 —~ -:t;& g4 = 1 feront contenués dans eette expres-

fion géncrale
e Sl RN L
I-—{-—ﬂ — cof < ¥ =1.fin ==e
; P . .
Or puisque # marque un nombre mﬁm,l:rc—n—— fera infiniment pe-
tit; il feradonc
mi‘E}E_I & fin ihﬂ*:'l'hr
n n n
2AT
d'nullscnfuu:l—l——_l'i‘-—}"—l, & partant

y—+2n7rV -1

On n'a qu'a fubfticuer maintenant pour A fucceflivement toutes Les va-
leurs
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teurs déterminées qu'elle renferme, favoiro, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, &c
a I'infini; & rous les logarithmes de l'unité, ou toutes les valeurs pos-
fibles de / 1 feront:

o t2rV -1 t45V -1 £67V —1; k87V—1; &e,
Donc tous les logarithmes du nombre propofC a, dont on faic déja le
logarithme reel A, feront:

A; A+r2rV—1; AtV —1; A+6rV—1; AtgxrV—1; &e.

C.Q.F.T.

De la il eft clair, que chaquenombre pofitifn‘a qu'un feul logarith-
me réél, & que tous fes autres logarichmes infmis font imaginaires.
chemlant tous ces lﬂgari:hmes imaginaires joiliffent de la meme pro-
pricec que le réel, & on s'en pourroit fervir également dans le caleul
en ﬂhrﬂﬁnl‘it les memes rigles.  Car foienc A, B, C, D &c. les lo-
garithmes riels des nombres poliufs 4, 4, ¢, d, {!‘ﬂ: de force qu'il

foit en gencral.
la—A+tirnagV—1; =B+ 2prV—-1;le =Ct2vxrV—-1 &c.

Maintenant foit ¢ — ab, &on fait qu'il fera C=—=A —}-B: or prenant
lcs logarithmes en géndral on verra aufli,que la fomme des logarithmes
des facteursa, b cft tonjours égale au logarichme du produic 2 § — &,
Car on aura
la 4+ 1ll—= A—4-B+ 207z V-1
mettant pour ¢ un nombre quelconque entier, qui peut réfulter en
ajoutant les termes £ 2A 7 V-1 & +2p7 V—r1. Orileft clair
que mectant A——-B—=C cette expreffion de /a~}— /& convjent par-
faitement avec cellecy fe — C *+2v7¥V—1. Le méme accord
fc trouvera aufli dans la divifion, I'clevation aux puiffances, & I'ex-
traétion des racines, ou l'on fait ufage des logarithmes. Mais pour
ce qui regarde l'extration des racines, camme le nombre des racines
¢ft toujours ¢gal a l'expofant du figne radical, cette maniere d'ex-
primer les logarichmes géncralement a cet avantage fur la maoiere
ordi-
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ordinaire, qu'elle nous découvre toutes les racines; au lieu que par la
methode ordinaire on ne trouve dans chaque cas,qu’une racine,favoir la
reelle & qui eft en méme tems poflitive : ce qu'on reconnoitra plus
¢videmment, lorsque j'aurai déterminé tous les logarithmes des nom-

bres tant negatifs qu’ imaginaires.
Probleme 1L
Déterminer tous les logarithmes, qui vépondent a un nombre

negatsf gquelcongue —a.
SOLUTION.

Puisque —@ — —1.a, ilferal/—a = la—-/-1, & prenant
pour /a le logarithme réel de #, on aura tous les logarithmes du nom-
bre negatif —a, fi I'on cherche tous les logarithmes de — 1. Mais
ayant vu, que meceant y pour le logarithme du nombre » en géncral,

I

I
il et y — nx» —n, dou l'ontire, I ._|_.£- — & » & paraant
(r4 YY —¢—o. Donc y exprimera tous les logarithmes de.
n

—1 fil'on met x——1, de forte que tous les logarithmes de — &
feront les racines de cette €quation

(1 4~ f’?)‘ —~ 1 — o, pofant le nombre # infiniment grand.

Or on faic que de cette équation générale p” ——~ ¢® ——o toutes
les racines fe trouvent de la réfolution de cette formule p?—2p4 col

(2h—1)7 — 4* —o, prenant pour \_fucccflivement tous les nom-
)
bres entiers tant affirmatifs que negatifs : & partant on aura p — ¢

(-:«::-i‘{:::ﬂ"_hﬂ'?r +V -1. ﬁn.{zh-l]::-> . Donc les racines de

e

n M
cette ¢quation propofee :
Mbmores de | Academie. Tom. F,

X (1
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. —
(I—i—;) "+"I_"=j-

feront toutes comprifes dans cette formule générale ;

o L= cof CATIT gy g AU
]
laquelle a caul'e de le n= . fe change en
y = + (2A=1)7 V-1

P:r cunfuquent mettant pour A fucceflivement toutes les valeurs, qui
lui conviennent, sous les logarichmes de — 1 feront:

+xV—1; +3xV—1; t57V-1;tFt75V=1;F+oxV-1;&c
Donc fi nous pofons /——a— A, ouque A marque le logarithme
réel du nombre pofitif —4— a, tous les logarithmes du nombre nega-
tif — 4 feront:

AdgrV—1; A+zaV—1; Ats5aV—1; A+7aV—1; &
dont le nombre eft-infini. C. Q. F.T.

De la il eft clair, que tous les logarithmes d'un nombre negatif
gueleonque, font imaginaires, & qu'il n'y a aucun nombre negartif, dont
yn de fes logarithmes foic réel. Mr. Leibniz a eu donc raifon de foute-
nir, que les logarithmes des nombres negarifs éroient imaginaires. Ce-
pendant puisque les nombres affirmatifs ont aufli une infinicé de loga-
rithumes imaginaires,toutesles obje&tions de M. Bernoulli contre ce fen-
timent perdenc leur force. Car quoiqu’il foit /—x —=+(2h—1)7 V'—¥
le logarithme de fon quarré fera /(—1)? =+ 2(2A-1)7V—1
expreflion qui fe trouve parmi les logarithmes de - 1, de forte qu'il
demeure vrai que 2 /—1 — /—-1, quoique nul des logariti mes
de —1 fe trouve parmi les logarithmes de——1. Soit A le logarithme
réel-du nombre pofitif - 2, & que p marque en géncral tous les
nombres pairs, & 4 tous les nombres impairs entiers: & ayant
en général :

l'+1_+psr‘|/-— & l—-1=+ g7 V-1

&
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& l+a = AxpaV—1 & l—a=A4+g7xV —1.
d'oit l'on voit que /(—a)? — 2/—a—=2A+29%V—1. Oray
érant —p, & 2 A le logarithme réel de a2, 0n voit que 2A +pw V-1
eft la formule générale des logarithmes de «*;ainfiilelt /(=2)* —/a®
ou bien 2/—a—2/+4 a, fans qu'il foit /—a— /—4—a: ce qui feroit
fans doute contradittoire, (i les nombres+a& —« n'avoient qu'un feul
logarithme car alors onauroit raifon de conclure, qu'il fut /~2—/+4-2
s'il etoit 2/ —a — 2/+a. Mais dés qu'on tombe d'accord, que
tant —2 que 4 a2 ont une infinicé de logarithmes, cette conféquence,
toute nécelfaire qu'elle fur auparavant, n'eft plus jufte; puisque pour
qu'il foit 2/—a = 2/+ a, il fuffit, que les doubles de tous les loga-
rithmes de — # fe rencontrent dans les logarithmes de 4—a4. Ce
'qui peuc arriver,comme nous voyons, fans quiaucun des logarithmes
de —a foic ¢gal a aucun des logarithmes de +a.

Il faut cependant avouér que toutes les valeurs de 2 /-2 font
differentes des valeurs de 2/, vu qu'il eft ;
2l+a—=2A%2pxV—1 & 2l—a—2At24%V—1,

ou 2p marque un nombre pairement pair, & 24 un nombre impai-
rement pair quelconque. Mais il faut remarquer que les logarithmes
de —+ 4?, comme d'un nombre affirmatif dont le logarithme réel eft
—=2 A, font compris dans cette formule générale /a2 —2A +pr V=,
ou p marque un nombre pair quelconque fans en excepter zera.
Celaremarquéil eft clair,que toutes les valeurs de 2 /—a font comprifes
dans celles de /a2, aufli bien que celles de 2/4-a. Ainfi quoiqu'on
puiffe dire que 2 /—a = /a* & 2/4a—/a*, prenant le figne
de — pour marquer, que les valeurs de 2/—az oude 2/44 fe ren-
contrent parmi les vaieurs de /4% j on ne fauroit dire a la veried
qu'il foit 2/ —a— 2/+ . Néantmoins comme dans les formules
f+~a—A+pxV—1 & I—a—A+ 4V —1 les nombres p&q
font indéterminds, rien n'oblige qu'en doublant ces logarithmes on
prenne. pour p & ¢ les mémes nombres.  Ainfi pour faire ces multi-

X 2 plica-
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plications dans toute leur érendué, que p, p/, p#, p/ &c. marquent
des nombres pairs quelconques ¢gaux ou inégaux , & g, ¢/, ¢, /"',
&c. des nombres impairs €gaux ou inégaux entr'eux ; ces duplica-
tions fe feront de la maniere fuivante ;

f-:lﬂﬂ_"'_' ﬂi“pm’}/wl l=a— A"_I;'fﬂ‘V—-I

I+ea—= AtpaV -1 lca—= A+tg¢aV-1
ta=2AF(p+p)aV-1 | 2l—a—=2AF (G+¢' )7 V-I
Id maintenant p <+ p/ marquane la fomme de deux nombres pairs
quelconques, & g+ 4 lafomme de deux nombres impairs quelcon-
ques, tant p+£/ que g+ ¢/ marquera un nombre pair quelcongque;
& parcancilfera p——pf — g==4', donc 2/—a = 2/~4-a.
Par confiquent dans ce fens on pourra foutenir qu'il et 2/—a —
2/—~a, fans qu'il foit /—a —= /4. De méme maniere il fera

al+a==3A+(p+pl+p\wV—1== 3A+pzV-1 =1+a®

3l=a—3A £ (g+¢'+ ¢ aV-1=3AT gxV-1=1—a?
car p~ p!/+ pl! produit tous les nombres pairs, & convient par con-
féquent avec p; pareillement g+ ¢/~ ¢ produic tous les nombres
impairs & convient avec ¢.  Or puisque y+¢/+ ¢/ 4~ produit
tous les nombres pairs, cette expreflion fera €quivalente avec p: donc
les quadruples feronc ;

4l1Ha=4A+(p+pl 4 pl - p e V1= 4AF pr V=1 = Ha?
4'—a= At (gt gl g+ g )wxV -1 4A*paV -1 —=/+a*
Ainfi cette maniere de trouver les logarichmes des puilfances tantde 42
que de —a saccorde paifziten ent bien avec les principes connud
tant des puillances que des logarithmes. & toutes les ubyelftions rap-
portées cy-deflus n'ont plus aucune prife fur ces v ¢ricds demontrées,
Le mime accord s'obfervera aufh dans les logariclimes des quanticds
imaginaires , que je m'en vai déveloper dans le problense fuivane,

Proble-
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Probleme III.

Déterminer tous les logarichmer d'ume quantué imagmare
guelcongue,

SOLUTION.

Il eft démontré que toute quantité imaginaire, quelque compli
quée qu'elle foit, fe réduit tonjours a cette forme a——41V'—1, ou
a & J font des quantitds :‘uiﬂa'ih:sllli:I Je pofe maintenanc V(«a—104#)

()
=& & e € Vaa10)
d'un certain angle, qu'il fera aifé de trouver par les tables. Soit donc
cec angle — @, qui marque cn méme tems la quanticé de 'arc de cer-
cle, qui cit fa mefure, le finus cotal éeant pofé — 1. On aura donc
a—c cof@&b—¢ finP; & la formule imaginaire, dont il faut
chercher tous les logarithmes, fura
a0V -1 =¢ (cof P4V =1.fin @)

ou, puisque ¢ eft un nombre afiirmatif, foie C fon logarithme réel, &
on aura:

a4V —1) =€ 4 ! (cof@ 4V - 1. fin®)
Il s'agic donc de chercher tous les logarithmes de la quantit¢ imaginai-
re cof =+ V¥ — 1.1 @, laquelle étant mife pour , fes logarithmes fe-

feront le cofinus & le finus

H
sont les valeurs de y tirles de cette Cquation (1 =4 I—) —xr—0,n
"

marquant un noizbre infini.  Mais pour pouvoir comparer cette équa-
tiom avec 12 forme géncrale y» — g7 — o, je remarque que x —cof

V-
—+V-r1.6in@ =1 .2 I) dont Ia vérisé et fufifamment
prouvée aideurs. Car on falt que
¢;1 @.4 @d
\ + 3.2,3.4. 1.2.3.4.5.6. +&e

X 3 & fin
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g B e O
&inP=0- 1.2.3. @ I1.2.3.45.

Or puisque # eft un nombre infini, il fera:

oV-1y__ OVt @ OV-t, @t Q5V -1

=T T2 2 +I.*1.3*4 1.2.3.4.5

d'ou il eft clair que (1 — mV:‘)":mrfb—}—V—:.rmw. Nous

1490V —x
n

— &rc.

, pour I'équation 1 re-

aurons donc p—x —|—-%— &g =

foudre z* —¢® — o. [Mais ayant vu déja que chacune des racines
de cette équation elt contenué dans cette formule générale

2N 2N
— ¢ (col —E +]/-- 1.fin —”E , prenant pour M tous les nombres

entiers, ou a]ﬁrm:nfs ou negarifs, il fera pour notre cas:
-1 2N
r+::-:(:+m; )(cnr—-—fﬂf— ﬁnﬂf_’

2hT ZAX

& parce que 2 caufe du nombre # infini il eft cof —— —1&fin —— —
n

.;_:'_,ﬂ]'ra[{.——(l —)(-1-1'&11’"—1} ce quidoa-
acy =@V —1+2NxV —1: dol tous les logarithmes de a for-

mule cofl @ + fin §. 1 — 1 feront:
OV—-1; (P+2m)V—=1; (PFH4n)V =1; (PF+é61)V —1; &
& les logarithmes de la formule imaginair&rr—'l'ﬂ&]f—l pnfznt

c—V (@a+bb), &tang P = : —»ou mf@_—&ﬁr@__ —, & dc
plus /e = C, feront:
C+OV-1;C+(@12m)V-1;C+(@L47)V -1 C+ (@1 67)V-1;4c
C.QFT.

Dela
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De la il eft clair, que tous les logarithmes d'une quantité imaginaire
font aufli imaginaires; car, lorsque ou = o,ou = 4 2 A7, qui font
les cas ou quelcun de ces logarithmes pourroit devenir réel, cela ne

. b
peut arriver, que lorsque tang @ — — = 0; il feroit donc b=o, &

la quantité 2 + £1'1 cefferoic d’éere imaginaire, Donc, fi 'on prend g
pour fignifier chaque nombre pair, ou afirmartif ou negatif, tous les bo
garithmes de la quantité imaginaire @ + 3 — 1 feront renfermés dans
cette formule générale C + (@ + p#) ¥ — 1, ol C cit le logarithime
réel de la quancité alfirmative V' (@a+ 0d) — ¢, & l'arc ou l'angle

elt pris tel, qu'il eft fin @ — % &col @ — E . Or puisqu’il y a une

LB N : ) b a .
infinité d'angles, qui conviennent au meme finus — & cofinus — , qui
¢ ¢

font tous compris dans 1a formule @ 4 p #, on pourroit omettre le
terme p w, & dire que le logarithme dea + bV =1 eft en général
= C 4 @V =1 puisque cet angle P renferme déja tous ces angles.
Cependane fi 'on prend pour @ le plus petit angle affirmatif, qui ré-

pond au ﬁnu.! ¢ & au mﬁnus-—— la formule générale des logarithmes

deatlV -1 fum“ﬂ+($+p*}1’- :

Si I'angle @ eft tel, qu'il tient une raifon commenfurable avec =
eu la circonference du cercle, ce fera toujours une marque, qu'une
sertaine. r!.liiT:ntE de la quanticé imaginaire @ 4+ 2V — 1 devient réelle.

Car foit ¢"" - 7, & puisqu'il eft /(a4-bY = 1)__.E+(F T4+pm) Vel

il fera
! (_a-l-f*'V— I) —vC4 (p4vp)rV ~1.
d'ou l'on voicque fix + v peltun nombre pair,ou feulement p pair,la puis-

fance
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i . :
fance (a + 51/~ 1) fera un nombre réel affirmatif, & méme — —

(V (aa 40 &}) Y:orfi g + v p,ou feulement p et un nombre impair, la

puiffance (2 4+ 47 = l:l-i'r fera un nombre negatif — - g

Jusqu'ici on auroit pu croire, qu'il feroic indifferent de donner a
@ quelque valeur que ce foit, puisqu'ii ne paroiffoit rien; ni dans les lo-
garithmes des nombres affirmacifs / 4—-a—=A + 7V — 1, ni dans
ceux des nombres negacifs /(—a—=A+y71V -1, d'oi nous puiffions
comprendre, poorquoi la lettre = die plucdr marquer la demi-circon-
ference d'un cercle décrit du rayon — 1, que tour autre nombre. Mais
a préfent, ou il s'agit des lngarithmes des nombres Emnginairﬂs la rai-
fon endevient wndcnte, puisqu’il faut coimparer 'angle @ a =, de forte
quc fil'on donnoit a7 toute autre valeur quc celle de deux angles
droits, les formules deviendroient faufles, & ne roient plus d'arcord-
avee celles, que nous avons trouvees pour les nombres affirmatifs &
negatifs.

Pour faire voir cela plus claicement, fuppofons c—1 & C—o,
pour avoir cette formule cofl @——1'— 1. fin @, dont tous les logarith-
mes feront renfermés dans cette formule géndrale

H{eof @4V —1. Q) = (@+4-p7x) V-1
 marquant un nombre entier pair quelconque, foit aitirmatif, foit nega-
tif, ou méme zero.

De la nous tirerons premicrement d'abord les formules fupérieu-
res pour les logarithmes des nombres reels affirmatifs ou negaafs.
Car foit —o, & acafedecol =1 &(in P —o,il eral/ 41—

=V — 1, 0ubien cn decaillane
41 =6 +1'ﬂ/—1, t47V—1; 167V —1; T 87V —1; &
or mettant D —w — 180, a ceufe de cof @ ——1 & fin ¢ S o |I fera
|—1 =1 =p)*¥V=1=¢g=V =1, prenant 4 pour marquer un
rombre impair quelconque.  On aura donc:
-1 =+7xV=1; tixV=1; 157V =1; T75V—1;6c
= Deve-
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Dévelopons maintenant auffi les cas les plus fimples des nom.
bres imaginaires, & foit:

I. p—go° = im &acaufede col @ —o & finQ =41, il
fera I 4=V —1=(%i—p) 7V — 1; donc tous les logarichmes de
—4 ¥V —1 feront:

I7V—1; §72V—-1; $2V—1; LaV=1; YaV—1;&e
=17V =1; =irV=1;=1 gV =1;=5irV=1; =227V -1; &e
Ajoutant ici deux valeurs quelconques enfemble pour avoir le loga-
rithme de /(—+V — 1)?,c'elt adirede /-1, on trouveraou +7V'—1,
ou + 37V —1; out 57V —1; &c qui font cous des logarichmes
de — 1.

2, Soit P =270 —im&acaulfede col P—o &finP——1
it fera/—=V —1 = (=4%—4p) #V —1; donctous les logarichmes de
— 1 — 1 feront contenus dans les expreflions fuivantes:

+iaV=1; +37V—1; + 57V -1 + 20 V=1 + 220V =1 ; &

—xV—1; —§7V=1; —§5V—=1; =27 V—1; -SlrV—1; &
ou il eft clair comme auparavant,que deux valeurs quelconques érant
ajoutces enfemble donnent g7 V' — 1, pofant ¢ pour unnombre impair
quelconque; ce qui eft le logarithme =1 oude (=¥ =1)2. De plus
fi 'on ajoute un logarichme quelconque de = V' = 1 aun logarichme
quelconque de 4— ¥ = 1, pour avoir un logarithme du produit
(+V-=-1). (=V=1), quielt ——~1, on ne trouvera en effet que
des logarithmes de —— 1. Ec il eft clair de méme qu'il fera:

U=V =1) = {(=V=1) == 1 ou/{=V=1) = ](=V=1) = /=1

tout comme la nature de ces expreflions exige,
Vs

3. SotP—=6o° "im owuca P& ind = - > °f

trouvers 1 2=V 23 = (5 4 ) 5/ 1, de forte que cous les Lo
Migvoives de [ Acadimns. Tom, ¥, Y garichmes
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feront:

garithmes de cette expre(lion imaginaire

+37V-15 V=15 + 500V -1 43 =rV-+I, xV -1 ; &
~iaV-1; -5 AV -1 =5V -1 = aVer; - 2aVer; &e

ou il eft clair, que trois quelconques de ces logarithmes ¢eane ajoutées
enfemble produifent ¢ = V - 1, ouquelcun des logarichmes de — 1,

:—I—V -3

-—n""‘I'I

pm&qm:(

4 SoitP— 120° =% 7 ou cafﬁ:—i&ﬁn{p:?;.&
_Ityusz(ﬁ—-j—p}?rv'-l. Ainfi tous les lo-

._]_|._V.-

Fon trouvera /

garithmes de la formule imaginaire 3 feronc;

$eiaV-1; 447V =1; + 505V =1; +5° H'V 1; +5%7V~1; &c.
~4TV =13= 52 V1500V -1 =B 2V - =S Ve e,
(—14-V—3%?

)

——} 1, on verra qu'on obtient effe&li-

& puisque

vement les logarithmes de -~ 1 en ajoutant enfemble trois quelcon-
ques de ces logarithmes.

5. Soit@ —='240°—=4% 7, oucol @ ——3} &ﬁn'ﬁ:-—.:’—a, &
l*nnauraf_l_f_3:{§+p)rl’*- 1, de forte que tous les lo-
T

g |
garithmes: dé cette formule = 3 feront:
+ 4
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+:}EV—-I;+IEE'#'V“I;+L;F#'V ,-I-'*-HV =13 -"r'V-*l &ec.
~3xV=1; =8Vmw-1; ‘—‘]‘:f!ﬂ'V—I. —T:ﬂ/-l P - ":,—:»:"F--I y e,

d'ou l'on tireracomme auparavant,en ajoutant trois quelconques de ces

logarichmes enfemble, quelcun des logarithmes de <= 1, puisqu'il elt

N ey P 3
( I :’ _‘{) ——+1. De méme deux de ces logarichmes quel-

-14=V-3
2 = )

conques 2joutts enfemb'e produiront un logarithme de

car il elt iHV“ = i+ V-3 Ec puisqu'il eft réci
progquement (“ - _I:'VH 2 == H:;H ) » OR verra aulli, que la
: ik ¥
fomme de deux logarithmes quelconques de — prndmt un
logarithme de =1 ":H x
.. _ _ =V ,

6. SoitP—300*—3%zoucoflP =3 & fin— —s & l'og
aura / E—-_—E—ﬂ — (% + )7V =1. Parconféquent les logarithmes
de cette f-::nrmute_l_ 11/ £ feront

+§7V=-1;t5 V=15 T —-*]*"-I, +3 7V =13 +5333*V-:;&c.
1xV =15 =itV=1; = 5wV 1 =12V -1 - Y Ve e
Ou. il eft (videntque tro's quelconques de ces logarit'imes ¢cant ajou-
tés enfemble dannent un logarichme de - 1, conformiment a ce qu'il

. V’ e . i :
eft (;-_-——“‘D — ~ 1. [Eren gencral on verra toujours, que tou-
-

Y 2 tes



& 172 %

tes les operations, qu'on fera avec ces logarithmes, font parfaitement
d'accord avec les opérations rélatives faites avec les nombres, qui
leur conviennent; deforte qu'on ne rencontrera plus le moindre incon-
venient a l'egard des opérations en logarithmes, & de celles qui leur
répondent en nombres.

7. SoitP—45° = 7w oucoflQ—=—— V ﬂz{'m@_— &

Y 2
f+ .;:V : —(—4=p)rV=1. Ainfi tous les loga-

o kb pl . feront.
. Va
t3aV~1;+8aV =15 +5 7V 15 +555V 15 4V -1 &e.
e L0 Here d S o 4 8 T 2 S F e O
. _ ) _ =1 . o
8. Soit@=135°—=37;ou cuf!b._..j—’;—z &fin@—— 3~ ;
===} =1

I'on aura

rithmes de cette expreflion imaginaire

& l'on aura/ T = (3 +p) 7V = 1. Etpartans tous les
logarithmes de cette formule — - +:f—_—l feront:

+ixV~1; + ﬂﬂ-”—l '!‘”:Ir'[/ I,'|' L2V =13 1553V -1 &e.
L e O TR R e S T 3 L £ 0
Chacun de ces Iﬂganthmes é:ant ajouté a quelcun des précedens de

=k I;I;V_ : produit unlogarithme de laforme g7 =1 oude =1,

—“+14V—-1 —14V-1__
Va : Vg, =3

9. Soit P—225°— jwﬂncuflp___v &Fn@_v & l'on

aura

sout comme il faut, puisque
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- 1;‘:-1 — (44 p) 7V —1. Donc tous les logarithmes

de cette formule — : = feront:
Va2

aura/

+5#V"'I 3 + TV"I 3 TV'-I 3 + V—-‘l' &e.
-:,-?V-I, , :"IV—-I, -T_:ﬂf-], —T,-V-I, &e.

qui font les negacifs des précedens ; ce qut eft auffi parfaitement bien
—1=¥V -1
d'accord avec les opérations analytiques, puisqu'il eft ' VT:

—- (_I_I_V_)d.parnnti_t;li_ = - _I__::r— .

—Il

10. Soit@—315°=Fm,0u cnfﬁ:—i—%&ﬁnﬁﬁz—%

d'oul'on aura / Vzv - — (%4p)7* ¥V —1. Par conféquent tous

Jes logarithmes de cette formule +_II;;V- L feront:

+ AV =1 + Ve + V1 52V -1 &
IV -1; =37V =1; = T#’V— 1; =5 7V=1; &
Tous ces logarithmes des quatre derniers arricles ont cetre propriéeé
que chacun multiplié par 4 produit un logarithme de - 1, ce qui eft
conforme 2 la verité; puisque les quarré-quarrés de ces quatre for-

mules :
+i14+V =1 =314+V -1 =1=-V=1 +i-V-g
& o Va ' ¥a I
produifent le nombre — 1.
Ces exemples fuffifent pour faire voir, que I'idée des logarichmes

que je viens d'établir elt la véritable, & qu'elle et parfaitement d'ac-
Y 3 cord
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cord avec toutes les opérations, que la théorie des logarithmes rea. ,
ferme : de forte qu'on n'y rencontre plus aucune difficulté , & que
tovtes les contradiftions, auxquelles cetee doétrine paroifloic affujetdie,
disparoiffent enticrement.  Par conféquent la grande controverfe, qui
partagea autrefois Mrs. Leibniz & Bernoulli, eft a prefenc parfaitement
décidée, enforte que ni 'un ni l'autre ne trouveroit plus le moindre
fujet de refufer fon confentement.

La belle découverte de Mr. Bernoulli, de ramener la quadrature
du cercle aux logarithmes imaginaires, fe trouve aufli non feulement
parfaitcement d'accord avec cette théorie, mais elle en eft une fuite né-
cellaire, & eft port¢e méme par la a une infiniment plus grande ¢tendue:
puisque nous voyons,que les logarithmes de tous les nombres, entant
quils font imaginaires, dépendent tous de la quadrature du cercle.

= ‘ . f
Ainfi les logarithmes de 1 ctant +pwV —1, il fera X

V-1
toujours une quantité réelle , mais qui renferme une infinité de va-
leurs . a caufe de l'infinice des luganthmes de +1. Confiquemment

3 cela, fi Vo pofe le rapport du diametre a la circonference — 1: =,

g |

~—1
coutes les valeurs de cette exprellion Tt feront les fuivances;

o; +a2m; 4w F6a3 T gxr; Tlox; &
De méme les logarichmes de - 1 éuane divifés par V' = 1 fourniront
les quanticcs reellss fuivanees, qui renferment ¢galement la quadrature
du cercle. Car les valcurs de

- T

De la méme maniere on verra, que les 'ﬂ.li:urs des exprellions fui-
vafibLL r rot o

Les
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Leswalcurs | | . feront celles-cy a I'mfai
de

[(+V=1)|+im; +47; +47; 4+ g4l &e
V=1 37y ~dmy =Gy ~wy - w; &

;!'[“V'-I}l + 37 +§ +-51—".=r;+—f:r e d.'i:
Ver | =§m; —~47) —47; -12m; -11x; &e
¥ on tirera également des autres exemples developés cy-deflus de

femblables expreflions réelles, qui renfermeront routes la quadrature

du cercle,
J'ai déja fait fentir le bel accord de ces logarithmes avec | extra-

{tion des racines, ayant fait voir que les doubles tant des logarithmes
de - 1, que de 41, font mnrenua parmi les logarithmes de
— 1, puisquil eft 1 = (—-1)* = (—1)*: de meéme puisque
il eft

= (e = (LYY = (¥

—1==7 -3
1

on verra, que les triples des logarithmes de -1, de

— =
& de 1V - fe crouvent parmi les logarithmes de == 1. Mais

je remarque ici de plus, comme 1 na que ces deux racines quarrces
——1 & —1, ainfifi 'on range les-doubles de tous les logarichmes
tant de —4—1, que de — 1 dans une fuite, on obtiendra la ferie com-
plctte de tous les logarichmes de - 13 car:
2i-1 efto; 47V —1; 87V —1; +i127V —1; &e.
2fi—x et ta2axgV —1j +6xV —1; +1oxV —1; &

De la m¢me maniere les trois racines cubiques de ——1 érant——1

-1+V- ~1=V =
i 3 & ik el , fi 'on range les triples de tous les

i - loga-
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logarithmes de ces trois racines dans une fuite, il en réfultera la fuite
complette des logarithmes de - 1, car:
3/—-1 donne oy F6xV~1; 127V -1; + 18 ﬁr]/-- 1 &e.

-1V =3 _—I—iﬂ'V" ,-I-BHV—- ,+I4rV—I,ﬁ¢c

3, w47V 1) =107Vl =167V -1
o =1=V=3  —4rV =1 4=loxV =1, =167V ~1; &
’ 2 27V =1} = 87V -1} =147V ~1; &e.

Dans ces trois feries chaque logarithme de -1 fe trouve, &
aucun ne s’y rencontre qu'une feule fois ; ce qui eft une marque, que
l'unité n'a que ces troisracines cubiques,& qu'il faut les crois enfemble
pour ¢puifer la nature de "unicé.

1l en cft de méme de toutes les autres racines de I'unité, & com-
me les racines quarré-quarrces de 4 1 font:

—+1, —1; +V—=1; & =V -1
on verra que les quadruples des logarithmes de chacune de ces radi-
nes ne donneut que la quatrieme partie des logarithmes de 4+ 1. O
tous ces quadruples de toutes les quatre racines enfemble, produifent
toute la fuite des logarichmes de + 1. 1l eft aufli remarquable que
tous les logarithmes d'une racine quelconque fonc differens des loga-
rithmes de toute autre racine du méme nom. Cependant quoique
ccs deux logarithmes / + 1 &/~ 1 foient differens entreux, il eft
néanmoins 2 / + 1 =/+1&2/=-1=i4 1, fans il foit 2 /4 1 —
~I4+V =3
2

2/=1. Dela méme maniere ces trois logarithmes /4 1; [

812 -f =3 (ont differens entr'eux ; cependant nonobftant cette

incgaiicc il eft 7
slt1=l+1; 3£-1+=V-3__H &:f—-—-;—--’-.’y

Nous
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Nous voyons donc qu'il eft effentiel a la nature des logarichmes,
que chaoue nombre aic une infinic¢ de logarichmes, & que tous ces lo-
garithmes foicnt differens non feulement entr'eux,mais aufli de tous les
logarithmes de tout autre nombre. 1l eneft de méme des logarich-
mes, que des angles, ou des arcs de cercle; car, comme a chaque finus
& cofinus répond une infinité d'arcs differens, ainfi a chaque nombre
convient une infinité de logarichmes differens.  Mais il faut ici remar-
quer une grande difference . qui eft, que tous les arcs, qui répondent au
méme finus & cofinus font réels, au lien que tous les logarithmes du
meéme nombre fort imaginaires a la referve d'un feul, -lorsque le nom-
bre donné eft pefitif; car tous les logarithmes des nombres, tant nega-
tifs qu' imaginaires, font fans aucune exception imaginaires.  Or com-
me a un arc donné ne convient quiun feul finus & cofinus, ainfia
un logarithme propofé ne répond qu'un feul nombre; de forte que
c’elt un probleme, qui n'admet qu'une feule [olution, lorsqu'on deman-
de le nombre, qui convient 2 un logarithme propofe.

Probleme IV,

Un logarichme quelcongue ftant propofé, trouwver Iz mombre

qui lui répond.
SOLUTION. 4

Pofons premiérement que le logarichme propof¢ foic une quan-
neé réelle — f, & on faic que pofant ic nombre — ¢, dont le loga,

cichme réel— 1, le nombre qui répond au logarithme f fera — el

En fecond lieu, foit le logarichme propof¢ — ¢ 1/ —1 ou fimple-
ment imaginaire, & foic » le nombre qui lui répond. Puisque g eft un
nombre réel, qu'on 1¢c compare avec 7, & qu'il foic g —m 7, &il cft
clair, fi m eit un nombre catier ou pair ou impair, le nombre x fera
ou 4+ 1 ou— 1. Mais pour tout autre cas quelconque le nombre
fera imaginaire, & pour le trouver on n'a qu'aprendre un arc de cezcle

Mem, de CAcad,  Tom. P. 4 —&
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—p, le rayon étant — 1 & ayant cherché fon finus & cofinus, le nom-
bre cherché fera x— cof g 4+ V' — 1. fin g.

En troifieme licu, foit le logarithme propofé une quantité imagi-
naire quelconque — [ 4 ¢ V — 1, puisqu'on fait que toute quanticé
imaginaire fe peut réduire a cette forme f4 g V'~ 1; en forte que f &
£ foient des nombres réels.  Cela pofé, il eft clair que le nombre cher-
ché .x fera le produit de deux nombres, dont I'un aura pour logarithme
f & lautre gV = 1. Par conféquent le nombre qui répond au logarich-

mef+gV=1fera=e¢ {cofg+V =1.fing). C.QF.T.

On voit donc que le nombre, qui répond au logarichme propofé

I+ 2 V=1 ferarcel,lorsque fin g — o, c'eft a dire, lorsque g — m =,
le coéfficient m Crant un nombre entier quelconque, ou afhirmacifl ow

negatif. Dans ce cas on voit de plus, que fim eflun nombre pair, acau-

fe de cof g —= + 1, le nombre cherche fera aflirmatif, mais fi w2 eft un

numbre impair, qu'a caufe de cofl g ——— 1, le nombre cherche fera ne-

gatif — - f. Dans tous les autres cas, o m, c’elt a dire i fera un

nombre rompu, ou méme irrationel, le nombre qui répond a ce loga-
nichme f+ g V' —1 fora infailliblement imaginaire.
k

Parlemoyende cetre régle on pourra aufhi (e fervir deslogarichmes
dans le calcul des nombres imaginaires. Pour endonner un exemple,

-1 == V..3)4

quon cherche la valeur de cette expreflion ( =

+I+V-I> ( S s ,_,,) V=1—A. Pourceteffet onn'z

qua prendre un lngan:hmt quelconque de chaque fafteur, & en
faire les opéracions conformément aux régles généralement recues

en [orte:

I =1
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i et e - O 27V ~1. Donc 41_1_1_:1;—5 = 47V -1

' —_—

. 2
/ stk zVe-1;.... 3'_I+I+V"I: ixV-s

Va == Va2
~1-V=~3 — $7V =1 onn. 2 — "VHJ: Sz V-1
2 2
& enfin Vet = %3V -,
Donc la fomme oy A, == %%TV'—*;

Par confequent le produit cherché fers
A= cof Zx+V -1 fingg=m oubien
A= cuf-;%7r+]/--1. fin 'Il;ﬁ"
Je remarque encore que le logarithme propofc érant = f--g 1 ~ 1

le nombre répondant felon la régle commune fe crouve —=e /Y =1
Or cette expreflion eft tout a fait équivalente a celle que nous venons

de trouver, Car on fair d'ailleurs que ¢£Y ~" —col g+V = 1. fin g &
partant e [ 8V =t —= f 8V =1 = f (cof g +V - 1.fing): mais
cette derniere expreflion eft plus commode que la premicre, ou les
imaginaircs entrent dans l'expofant.

Z 2 MEMOIRE



