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REFLEXIONS
SUR QUELQUES LOIX GENERALES DE LA
NATURE QUI SODSERVENT DANS LES EFFETS
PES FORCES QUELCONQUES,
rak M, EULER.

Iﬁ

| yant examiné dans le Mémoire précedent la fizure
3 que doit prendreun fil, foit parfaitement flexible, ou
doii¢ de quelque roideur, éwant follicice par des for-
ces quelconques dirigées vers autant de points fixes,
qwon voudra; j'ai rechesche les formules, dont la valeur eft la plus:
petire dans cette figure, de forte que, fi 'on connoiffoic d’aillenrs
ees formules, on pourroit par la methode des plus grands & des plus
petits trouver la méme figure d'un-tel fil , fans aveir egard aux princi-
pes direéts de laMecanique, fur lesquels cette recherche eft fondée,
Comme il ya longtems, que les Philofophes foutiennent avec bien
de la raifon, que la nature dans toutes fes produdtions sffedte con-
ftamment un certain mdnimum, ce que Monfieur de Mauperenis a mis
eout 4 faic hors de doure dans quelques Memoires, qu'il a donnés,
wne fur érar d'equilibre des corps, que fur celui de meuvement;
nous nous trouvons en état d'asfigner ce mimimum pour les figures
des fils follicités par des forces quelconques.  Mais puisque jai ¢té
Aa 3 con-
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conduit 4 la connoiflance de ce minimum a pofleriori, il s’agit main-
cenant de decouvrir les raifonnemens, quinous puiflent conduire 4
priori i 1 méme connoiffance : ou bien il faut rechercher les princi-
pes, desquels on pourroit conclure ce minimuni, quand méme on ne
connoitroit pas encore la courbe, que le fil prend adtuellement. Ces-
principes une fois decouverts ne manqueront pas de repandre beau-
coup de lumiére fur les loix que la nature obferve dans un nombre in-
fini de fes autres productions, pour la détermination desquelles la
Mecanique méme n’eft pas encore portée 3 un degre fuffifant de per-
fection; & il n'y aaucun doute, que la Metaphyfique ne puifle tirer
de cetre découverte quaniité déclairciffemens fur la manjere d'agic
des forces en geneial.
II. Pour mieux rétisfir dans cette recherche, il fant commencer
r la méme confiderstion, dont Mr. de Mauperruis s'eft fervi pour
f:ahiir {2 loi générale du repos: car certe confidération nous conduira
3 une idee plus precife & plus feconde’ de ¢e qu'on doit entendre
par la gquanciré dadion des forces,  Nous verrons que la chofe
nommee par ce terme eft de la derniere importance dans toutes les
attions des forees, loit que les corps, qui en font follicités demeu-
rent en equilibre , ou quils [oient mis en mouvement, ce que je ferai
voir par plufieurs preuves trés convainquantes. Aprés cela on con-
viendra sifement que cewe quantite d'aétion des forces doit entrer
dains toutes les formules, dont la valeur eft la plus petite dans les
effets, qui font produits par ces forces.  Cleft une regle affes géné-
ralement requé, que la nature dans toutes ces productions n'emploie
que la plus peure quangicg d'action, qu’il foit posfible: mais dans la
pluspart des cas ilr a ¢ itlsqu‘ici extrémement difficile de bien déter-
miner cette quantice d*action, pour I'epargne de laquelle la nature eft
fi foigneufe.  Mais des que nous nous IEmns forme une idee affes
diftincte de la quanate d'action des forces, que Mr, de Maupereuis a
découverte fi heun:{j:mr.nt dans le cas d'équilibre, qu'il a craite, la
pluspart des autres difficultés, que la diverfité des cas femble renfer-
mer , disparoitront bientor, & on fera obligé de reconnoitre que
eeite idée eft d’un ulage univerfel, cantdans la Mecanique, que dans
toute
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toute la Phyfique. Quand méme on ne gouteroit pas les raifonne-
mens, par lesquels je ferai I'application de cette idée i quantite d’ef-
fects produits par des forces quelconques, on fera oblige d’en recon-
poitre la folidite par un grand nombre de cas, qu'on eft en étar de
verifier par les principes ordinaires de la Mecamque,

III. Coeft la figure, que doit prendre une maile fluide, dont
routes les particules font {olhicitées par des forces quelconques, quia
etéle principal objerdes recherches de Mr. de Mauperrurs, pour décou-
vrir la loi genérale du repos dans les Mémoires de PAcademie Royale
des Sciences de Paris de I'An, 1740, Je confidererai donc de méme
une matle fluide dont toutes les particules font atrirées vers autant de
centres fixes, qu'on voudra, par des forces, qui font proportionelles
i des fondltions quelconques des diftances d ces centres, & je recher-
cherai premierement la figure, que doic prendre cetee matle tluide,
afin qu'elle foit en repos, ou en ¢quilibre. De la je tacherai enfuite
de decouvris ce qui fera dans cette figure un maxmum, ou un mini-
mum , pour ére dautant micux en érac de dérerminer ce qu'il faut
entendre fous le nom de 12 aquantiré d*aélion des forces folliciranzes,
dont je ferai fentir aprés, par quelqguesreflexions, la derniere impor-
tance dans toutes les recherches ou il s'agic des effets produits par
des forces quelconques. Drabord il eft évident que, pour quune telle
mafle fluide foit en équilibre, 1l faue que la moyenne direction des
forces, dont chaque particule, qui fe trouve i la furface, eit
folliciree, foit perpendiculaire 4 la furface : car fi la moyenne
direttion éctoit oblique a la furfice, la particule qui en écoir fol-
licitée, fuivroit cette direction oblique felon latangente, & partant la
mafTe ne feroit pointen équilibre. Donc, pour entrer dans cette re-
cherche, je commencerai par déterminer en géneéral la pofition de la

ligne Pr:rpcndicuiaire a une furface quelconque.

PrRoBrLEME |
IV. Une furface guelcongue érant propofée [ur Jaguebe fe trou-
ve le point Z, rrouver la pnyfz;'w de la ligne ZP, qui efl perpendi-

enlaiwe A ceite [urface au poms Z.
SoLy-



) S CLA

SoruTionw
Pour exprimer la nature de cetre furface, je choifis & volonté
trois axes AB, AC, AD perpendiculaires entreux, dont les deux
A B & AC foient pris dans le plan de la planche, & le troifiéme AD
y foit perpendiculaire. Du point quelconque de cere furface Z je
giré fur le plan BAC la perpendiculaire ZY, & du point Y 2 I'axe
AB la perpendiculaire Y X, de forte que la pofition du point Z foic
déterminee par les trois coordonnces A X, XY & & YZ,que je nom=
merai AX —x, XY —y, &YZ — 2z Maiotenanct la nature
de la furface érant exprimée par une équation quelconque entre ces
trois coordonnées &, ¥, z, je n'ai qu'a en confidérer la differentielle,
qui [oic:
Xde +~Ydy + Zdz— ¢
les lewres X, Y, Z marquant des fonttions quelconques des coor-
données x, ¥, z, qui peuvent rcluleer de la differentiation de l'e-
quation en termes finis. A'prelent je confidere premierement la figure
EZ, qui refulte, lorsqu’on coupe la furfice propofeeparle plan 1Y 2
parallele au plan BAD. La'nature de cette ligne courbe EZ fera done
exprimée par I'equation donnée, fi l'on pofe XY = y conftante &
partant fon differentiel dy — o, deforte que pour cette courbe EZ
nous aurons cette équation Xdx + Zdz — o entre les deux coor-
données LY — » & YZ = z Soit laligne ZM perpendiculaire
3 certe fedtion EZ, & on faic que la founormale YM fera —

zdz e DB B YM =
—5 5 ©Or puisque S = 7~ Dous aurons | Shoc.ed T

1; Quron tire fur le plan BAC, suquel lafection IYZ eft per-

pendiculaire, par le point M la ligne M P perpendiculaire a Y M, & il
eft clair que toures les lignes tirées du point Z a certe droite M P fe-
ront également perpendiculaires a la fedtion EZ.  Par copféquent
parmi ces lignes fera comprile celle Z P, qui eft perpendiculaire, non
teulement 2 Ja- ffginnn EZ, mais ausfi a la {'urﬁljc: ropolée méme,

Pour grouver cette perpendiculaife cherchée ZP, je coupe pareille
ment
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ment la furface propofée par un plan X Z parallele au planC'AD, &
fuppofant FZ la fection, qui en refulce, fa nature fera exprimée
par I’équation générale, en faifant AX = » conftanre, & partant 4 x
— o. Donc ’équation pour la feéion FZ [era Ydy + Zdz — 0.
entre fes coordonnées XY —= 9 & YZ — z. Qu’on tire de mé-
me i certe fection F Z la perpendiculaire Z N, & on voit que Ja fou-

z d =z Y =

normale fera YN = Ty = — g Tirant donc par N i

Y N la perpendiculaire NP dansle plan B A C auquel la fection
F Z eft perpendiculaire, toutes les lignes tirées du point Z i la ligne
N P [eront également perpendiculaires i la fetion F Z, Par confé-
quent fi de I'interfection P des lignes MP & NP nous tirons la ligne
P Z, elle fera perpendiculaire i I'une & i lautre des fections E Z &
F Z, & partant elle fera perpendiculaire a la {urface propolée méme
E Z F. Doncle point P dans le plainBAC, ou la perpendiculaire
cherchee Z P rencontre ce plan, fe trouvera fion prend Y M— —

Y 2 ;
};z YN = — WA & qu'on acheve le parallelogramme
Y M P N, dontlequatriemeangle P [era au point cherché. Oril eft
claic, quayanc pour la furfice 'equation differentielle X 4 » + Yd y +
7. dz — 0,0n en tirera lesvaleurs des lignes YM & YN en termes

finis, Ce qu'il faloit trouver.

Proereme I

V. Trouver lanature des forces, qui peuvent agir fur le poine
Z d'une furface propoféc, afin que leur moyenné direclion foie perpendicy-
laire d cetre furfuce.

SoLruTI1O0N,

Soit comme auparavant X dx + Ydy + Z 4z = o I'équation
differencielle, qui exprime la nature de la furface propofee entre les,
trois coordonnees A X —uw, XY=y & YZ ==z Cela pofec, de
quelques forces que foir follicite le point Z, elles peuvent toujours écre

Adesoires de ' Academic Tem, IV, Bb redui-
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réduites 3 trois, felon des direétions paralleles aux trois axes AB,AC,
A D. SoitQ laforce, quiagit felonla dire@ion paraliele 3 AB, Rlaforce
quiagit felon AC, & S celle qui agitfelon AD,de forte que ces forcesten-
dentaaugmenter lesvaleursdes variables x,y, 2. Parceque la moyenne
diredtion de ces forces doit éere perpendiculaire a lafurface, elle tombera
dans laligne Z P, dontnous venons de determiner la pofition,ayant trou.

ve YM= — %, &Y N= —F—E. Soit donc P la force, qui

Z
agiffant dans la dire¢tion Z P foit équivalente aux trois forces propo-
fees Q, R, 5. Or cette force P érant decompolee felon les direchi-

7z
ons ZY & Y P, donnera pour la direction Z Y la force — E—P P&

pour la direCtion parallele 3 Y P la force = %—Pﬁ P; celle-cy fe de-

compofera encore felon les directions YM & Y N, & pour la dire-

Y M
¢tion Y M nous aurons la force = p+ P> & pour Pautre direction

TNIafum:gi;. P. Donc la force P fera refolué en trois, fui-

vane des ‘dire®ions paralleles aux trois axes AB, AC, AD, dont la

YM
premiere qui agit paraliclement 3 A Bfera— 5. P la  feconde,

qui agitparallelement a A Cfera—= ;_I‘;' P; & la troifieme , qui agie

YZ ;
parallélement a A D fera —— 7P P; puisque Ia direflion ZY de

la derniere eft contraire i celle de I'axe A D, auquel nous la rappor-
tons. Donc, afin que Ia force P perpendiculaire a la furface {elon
Z P foit équivalente aux forces propofees Q, R, §, il faut que celles-
cy foient egales refpectiveinent a ces trois, dans lesquelles nous ve-

nons
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nons de réfoudre la force P. Ec partant nous en obtiendrons ces

egalités A VN %
i X S, —_YZ
Q_'Z__F' P; R = z—l,.P&S._-—Z—P.-P.
Xz X2

Or aymc trouvé Y M = — &, &YN == i cufe de

YZ=znoussurons YP= - V(XX 4 YY) &ZP = 7

V(XX+YY 4 ZZ). Soit pour abréger v(XX+YY+ ZZ )=
W, &ayant ZP — I?Z'-—z les trois égalités trouvées fe changeront en

celles-cy :

N P . B
Q=- B R=- G P&S=- P

Par conléquent les trois forces Q, R, S, qui agiffent fuivane les di-
rections des trois coordonnées x, 3, z, feront entr'elles comme les
quanutes X, Y, Z, qui {e crouvent dans Iéquation differentielle
Xde + Fdy + Zdz = ¢ qu exprime la nature de la furfice,
C. Q. F T,

Proorewme IlL

VI. Trouver lafigure, d laguelle fera veduite une maffe fluide,
donit toures les parsicules feront follicitéer par des forces quelcongues.

SorLuTIioN

Soit Z un point dans la furface de cette mafle fluide dont nous
cherchons la figure, ou cc qui revient au méme, il s’agic de trouver
une cquacion entre les trois coordonnées AX —x, XY —y& Y Z
— z, laquelle exprime la nature de la furface de la mafle fluide pro-

fee. Soit la differentielle de cette équation, que nous cherchons:
Xdx+ Ydy+Zdz—o M:intenant de quelques forces que
foir follicité le point Z, elles fe puurrggr reduire {elon les direﬂiags
2 -
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. de nos trois coordonnées. Soit donc Q la force qui agir felon 1z di-

rection parallele 3 A X, R la force qui agit felon la direclion paralle-
lei XY, &S celle, quiagitdans la direction YZ. Ceh pofe pour
que lamafle fluide foit en équilibre il faut que la moyenne dire&iondc
ces trois forces foit perpendiculaire a la furface, Pour cet effet nom-
mant P la force équivalente aux trois forces domnées Q, R, & §,
laquelle doit agir perpendiculairement i la furface, & pourabrégerW —
V(XX +YY 4 ZZ), la folution du probleme precedent nous four-
niera les equations fuivantes,

X Y Z

L) = .W.P,R._ W P8 = W"P

Desquelles nous tirerons X = — ¥ QY= *g. R&Z—=-
W

P S$: ces valeurs étant fubfticoées dans Péquation X dxr + Yy +
Zdz—o, qui doit exprimer |2 nature de la{urface que nous cherchons,
nous en ebriendrons cette equation :

Qdx—4+ Rdy 4+ 8Sd=2=o
Dot I'on voit, que connoiffant les forces Q, R, S, qui agiffent fur
chaque pointde la mafle fluide fuivant les direé¢tions des trois coordon.
nées ¥, ¥, z, il n'y a rien de plus aife que dafligner I'equation diffe-
renticlle, qui exprimera la naturede la figure de la mafle fluide, qu’il
faloit chercher, Or la force equivalente aux wois forces Q, R, S, qui
agiflent enfemble fur le point Z, feraP— v (Q Q + RR + §8),
laquelle aura fa direction perpendiculaire a la furface : & pour rrou-
ver la fituation de cetre direction Z P, nous n'avons qu'd prendre

YM—=— - &—l &CYN=- Egj, p:uuren remphr le paral-

lelogramme rectangle Y M PN, dont I'angle Pdonnera le lieu du poine
P, ou la perpendiculaire ZP ala furfiace rencontre le plan BAC.
Du refte il faut remarquer que, pour que la figure foit poflible, les for-

ces Q; R, S, doivent étre telles fondlionsde +, y, 2, afin que I'équa-
tion
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tion Qdx + Rdy + Sdz = ¢ puifle étre reduite d des quanticés
finies.

VIL On fait qu'une équation differentielle, qui ne renferme
que deux variables, eft toujours peffible, ou quw’il y a toujours une
équation entermes. finis entre les mémes quantités variables, qui etant
differentice produife équation differentielle propolée, quoique me-
me forr fouvent on ne foit pas en étac de trouver cette équation in-
tegrale. Mais il n’en eft pas de méme des équations differencielles
qui renferment trois quantités variables, comme x,y & z: car il y 2
quantité de cas ob il eft abfolument impoffible, qu’une telle équation
puifle refuleer par la differentiation d’une équation exprimée en ter-
mes finis. Unexemple d'une telle équation impoffible eft »# dx +
wdy + x dz=o: car puisque les deux premiers membres ¥ 4 x .+
y dy fontintegrables d’eux mémes, iln'eft pas poffible de trouver un
facteur, par laquel I'equation étant multiplice devienne integrable,
On a méme déja decouvert les conditions, fous lesquelles une telle
équation devient poflible ou impoffible : & Mons. Clairaus & & dlem-
bere ont démontré qu'une equation de cetre forme Qd x 4 Rdy +
§ 4 z— o n'eft poflible, que dans les cas ol il y aura:

Q(Z-5) R G-B)+5G - F)=

o 4R ; .
Dans cette équation la formule — marque le differentiel de la fon-

&ion R, enne fuppofant que z variable, dont le differentiel &2 eft

i

détruit par Je denominateur 4z. De méme la valeur de 7y fe trou-

vera en fuppofant la feule y variable dans la differentiation de S: &
dS

ilﬂ‘l.ll' trouver Ja valeur de ——, dans Ia differentiation de S il ne faut
dR 4S5 4 8

{uppofer que x variable, en forte que ces exprellions 42’ 3y 7+

Bb 3 daQ
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%5{:. ne renfermeront que des quantités finies, puisque les de-

aominateurs dérruifent les differentiels des numerateurs. Donc tou-
tes les fois que la propricté conteniie dans cette équation n'aura pas
fieu entre les fonétions Q, R, S, I'equation Qd » + Rdy 4 Sdz
— ¢ (era impoflible ; & dans ces cas {2 mafle fluide ne fauroic jamais
parvenir al'etac de Péquilib-e, comme a fort bien remarqué Mons,
Clairaue, dans fon Traice {ur la figure de la terre,

VIIL Le casle plus évident, auquel '"équation Q 4+ 4R 7 y+
§ 42— o devient poflible, eft i Qeft une fonétion de &, R une fon-
&tion de y, & S une fondtion de z : car alors chaque membre de I'equa-
gion fera intégrable 3 pact.  Donc fi chaque particule de lamaile flui-
de cit follicitee de trois forces Q, R, & S, fuivanc les direétions des
rois axes AB, A C & A D, ou des wois coordonnées x,y & z: &
que la foice Q, qui agic dins ladirection de x, foit exprimée par une
fondiion queiconque de x, laforce R qui agic dans fa direction de y
une fonétion de y, & la force S par une fonétion de z, alors I'e-
quation differentielle Q 4 ¥ + R dy + S 4z — o ¢rane intégrable, la
figure de 12 ma(Te fluide fera exprimee par cette équation integrale.

SQdx~-[Rdy 4 /Sda— A

ot A marque une quantité conftante, que la quantite du fluide dé-
terminera, Lans ce cas donc la maffe fluide fera réduite a I'etac de
{equilibre, & a chague poinc de fa furface la valeur de cette formule
[Qdx +[Rdy+ [Sdz fera la méme. Or fi nous envifageons en
géneral la nature de P'équilibre, nous appercevrons eifement, quielle
exige de toutes parts une ¢palité dans I'adtion des forces, quoique
nousne fachions d’abord comme il fauceftimer cetre a¢tion des forces,
Mais voyant dans le cas propole, que c'eft cette quantice fQd » +
SR Ay + [S dzquieft par tout la méme, nous en conclurrons fu-
gement, que cette méme formule réprefente la quantite d'action des
forces, qui dans I'équilibre doit partouc ére la méme. Donc la
quimi;é d‘aﬂiqn d_es forces Q, R, §, qui agﬁﬁi:nr fur le point Z de
f2 maniere que je viens de fuppofer, fera =/ Qd » + /R dy + [S

dx:
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4z : formule qui eft parfaitement conforme aux principes de Mon& -

de Maupertuis, & dont je ferai voir plus clairement Ia force & I'im
portance dans les réflexions fuivantes.

ProorLEeEmME IV.

IX. Une majfe fluide érane attiréez vers p;;uﬁ':nr.r centres fxer G
C, C! par des forces propovtionelles i des fonllions gquelcongues des di-
flanees , trouver la figure , i laquelle cetze maffe fluide fera véduire.

SoLruTionN

Soit Z un point quelconque dans la furface de la maffe fluide
propolec, dont les diftances aux centres fives C, C, C¥ foient nom-
mées CZ—v, C Z= v, C"Z = v", & les forcesdont ce point Z
eft atriré vers ces centres foient des fonétions quelconques de ces di-
ftances V, V', V¥, la force V qui tire dans |a direflion ZC, éuant une
fonétion quelconque de v, la force V* dans la diretion ZC' une fon-
¢tion de v/, & la force V¥ dans Ja direftion ZC" une fonction de o',
Celapoft, quon choifilfe comme auparavant trois axes perpendiculai-
res entrieux , auxquels ontire du point & les droites paraileles 2 Q,
ZR, Z Y, fuivanc lesquelles on décompofe les forces V, V/, Viqua
agiflent fur le point Z. Pour cet clfer on n'a qui concevoir des plans
paralleles auplan Q Z R, qui pafient parles points C, C, €, lesquels
feront traverles perpendiculatrement par la droite Z Y aux point Y,
Y/, Y, & dans ces plans on tre les droites CX, C' X C" X" paralle-
Jes 3 Z Q, & a celles-cy les perpendiculaires ¥ X, ¥, X, Y# XY, qui
feront paralleles 3Z R, Maintcnant on aura pour chaque centre G
¢, G trois coordonnéesqu’on nommera: pour le cemre C;CX “ury
XY=y & YZ=z: pour le centre L5 CU'X' 2, X' ¥
YiZ —2' & pour le centre C"; CHXlut — gty XY=yl & YL
— 2. De ces coordonnces nous obtiendrons d’abord ces équations
vv—xxdyytzz; Vv £y 4 A& T alak
F iy 423 [:'.I puisque les variables x, &' #" ne different cn'l'r‘el-
Jes que des quantités conftantes, leurs differenticis feront égaux
entr'cux d’od nous aurons dx —dx' —da", & par la méme raifon:

ay
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dy=dy =dy" &dz=dz = d2'. Maintenant la force ZC =
V étant décompolte fuivanc les direftions Z Q; ZR&Z Y, donne-
ra ces trois forces

V=« ~Vy Ve
M=y s GREGS R g
De la force Z C' refulteront ces trois forces

Nt Vi __ Vi
ZQ.—-";;_:ZR——T. &ZY_?.—
& de la force Z C' ces trois

__‘?.Hxﬂ'fi _"l,.,rH f __‘V”z”
Z —*?;—'JZR—"F}}i &ZY_—JT—

Dont de l'sction commune de ces trois forces le point Z fera fol-
licite

fuivant la direction par la force
/ il
T e
Z R LE AR 1 S
Z Y LRI L

Ces forces agiflant felon des directions contraires i celles que nous

avons donnces aux forces Q, R, S dans le probleme precedent, fi
nous ferons I"application, nous aurons :

Ve Vi Vitg

v Y vl
R:—.}r_!—ﬂ_gj_fj
o o 'I'.-P”

Or
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Or la nature de la furface de cette maffe fluide fera exprimee par cette
équation Qdx + Rdy + Sd=2 —= o. Mais fubftituanc les valeurs
trouvées pourQs R, 5, nous obtiendrons en changeant les fignes cet-
te équation.

, Vxdx  Viddy | Vixlldx!
- i _#‘t I 'I."ﬂ
. V}?d’_j A V"yfﬂ'y’ ! \f-'fy”.qu” 4 -
y v . o ’ T -
V 2d= Vizida! Vil g1
v i i —+ g

Or les premieres formules, qui expriment les valeurs des diftances
v, v' v fourniflent

xdx—+ydy~42dz -vdv
XMdao =y dyl 4= dt = d
Xid x e ylld yH = gl d 2t — il d it
Par confequent la figure de la mafle fluide fera exprimée par cette
équation Vdv 4 Vido' + Vidov' —e dont chaque terme eft inte-
grable de lui méme, & partant nous aurons pour la figure cherchée
cetre équation integrale: SV do + fVido + [V dv' = Contt,
P. Q_F. T.
X. La méme équation fe peut aufl trouver, fans qu'on aic égard
3 la pofition des trois axes, laquelle eft arbitraire, & ne Te trouve
plus dans I'équation finale. Nous n'avons qu'a confiderer un élément
infiniment petit Z z, congu d’une maniere quelconque depuis le point
Z fur la {urface de la maffe fluide , & il eft d'abord clair, que pour
que le point Z puille éere en equilibre ou demeurer en repos, il
faut que les forces, qui follicitent le point Z felon la direction Z z
evanouiflent, apres avoir decompofe les forces V, V', V7, qui y agis-
fent, felon cetre direction Z z, & dautres qui y font perpendicu-

laires. Car fi les forces fuivane Z 2 ne fe detruifotent pas mutuelle-
Memvires de TAcademse Tom, [F, Cc meink,
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ment, rien n’empécheroit, que le point Zne fe mic aftuellement
fuivant certe diréftion & partanc la mafle fluide ne feroit pas en équi-
libre. On nomme ces forces ranmgenrielles, qui refulient de cere
décompofition felon la direction de 'élement Z z ; ce [eront doncces
forces tangentielles, qui doivent fe derruire mutuellement, ou donc
la fomme doit ére —eo. Pour trouver ces forces tangenrielles, je
mene du point 2 fur les diftances CZ, C' Z, C"Z les perpendiculai-
resz#, z#,z ¢, & nommant ’¢léement £ 2 — 4 s, nous aurons
Zt——dv,Zy——dv &Zv—=—dv'. La reflemblance
des triangles elémentaires Zz ¢, Z ' ¢/, Z 2" ¢ aux triangles , qui fe
forment en baiflant des perpendiculaires des points C, C', C" fur la
tangente ou l’élément Z = prolongé, donnera les forces tangenticiles,
qui refultent de chacune des forces V, VY, V¥ & de la force V on

YVdvu

obtiendra la force tnngﬂntiellt — —— ————_ (e la force V' provien-
d 5?
) Viiof
dra la force tangentielle — e & de la force V¥ celle - cy —

Fil d ol ; . ;
=— Donc puis que la fomme de ces forces rangentielles doit

étre égale 3 0, nous aurons pour la figure de la mafle fivide cette é-

Fdv Fldo  Flidyl

Hon — ——— = ——— = —————— — g, ol bitn celie-
qua 7 : % o » bien celie - oy

Vdv +Vido 4+ V/dv" —o, dont l'integrale fera:
Y¥Fdv - fFldel 4 fVido'! = C
qui eft la méme équation, a Jaquelle nous a conduit la folution pre-

cedente. ' o .
XI. La maffe luide donc étant follicicée par ces forces V, VI,

V¥ que nous venons de confiderer, parviendra dans un éac d'équi-
libre, & la figure quelle prendraalors, aura cette proprieté que pour
chaque point Z de fa furface la valeur de cette expreflion /V Jo
SVidy 4 [V d o fera partout la méme. Donc puisqiie 'étar d'e-
quilibre exige de toutes parts une €galite d’action, il eft d'abord clair
que
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que cette méme formule nous exprimera la quantité d’aftion, qui per
fon égalite fe contrebalance de tous cotes ;%c on ne fauroit outer
que cecee formule, [V dv + /VIdy 4 fVidv'l ne fit la vrme
mefure de la quantiré d’z&tion des forces, qui agiffent fur la mafle flui-
de, quand méme on n’auroit point d'autres raifons, par lesquelles
on feroic en érac de decerminer cette mefure. Or Mr. de Mauper-
ruis, dans fonexcellence piece fur les loix du repos, aexpliqué les prin-
cipes, desquels 1l a tird precifément la méme mefure de la quanti-
té d'altion des forces : & ces principes lui ont fourni pour ce cas
d’¢quilibre d'une mafle {luide la méme formule /V dv + fV'd' +
SVidv', fansqu’il aic éré obligé d’avoir recours aux principesordinaire®
de la Mccanique, Do l3on orera la régle fuivante pour crouver 14

wanticé d’action des forces, qui agiffent furun poinc guelconqué Z :
ag‘an multiplie chague force V par le differentiel de la ligne 2. C — v,
Jurvane la direflion de [nquelle cetze furce agir, du produie V dv gu'en
prenne lincegrale, & la formme de routes cer integrales fNVdv 4 fV!
dv' 4 [V d o' donnera la quantité d*allion de roures ces forces fur le
pome Z.. Ccrte regle, qui coule immediatemenc des principes de Mr,
de Maupereuis, eft donc parfaitement d'accordavec la folution, que
je viens de déduire des principes ordinaires de la Mecanique.

XIL Mr, de Maupereuis dans {es reflexions fur cette matiére
eft encore all¢ plus loin, & a foutenu que non feulement la quanti-
t¢ d'action des forces, qui agititnt fur routes les particules de la fur-
face d'une mail: fluide, etoit partour la meme; mais que fa valeur
étoit encore la plus petite, gu'ii foic poffible, Certe proprieté fi con-
venable aux loix générales de la nature, qui affeéte conftamment de
produire fes eflzts i moindres fraix, eit auili une fuite fore naturelle
de lafolution, quejeviens detrouver.  Carpuisque la valeur de cette
expreflion [V d v | fVido' 4 [V dv' eft partout la méme, fon
diffcrenciel fera el azero, ou Vv + Vido'  VVdo' —o. Or
on fait que, pour que la valeur d'une quantité variable foic I3 plus
grande, ou plus perite, il fHur, que {on differentiel foic—e. Doncre-
ciproguetnent, puisqie dans la figure de Ja mafle fluide le differentiel
Vdo+ Vidu' + V7 de' et = o, on pourna dire, qne fon inté-

B g‘ra:]
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gral [V d v [Vidy, + [Vido'y etunminimum. 1] eft Isenvrai que
cette converfion n’eft pas toujours jufte ; car,par exemple, dans un cercle
dont la nature eft exprimée par cette equationx x + 3 y = # 4, quoi-
que le differentiel de la quantité & & + y 4 foit égal & zero, on ne
fauroit dire que la quantite # ¥ + yy méme y étoit un maximum , ou
minimum. Mais outre que le principe géneral de la nature exige que
Ja quanrisé d’action, que cette formule fVdv + fVido' + [ Vidu!
exprime, foit un mmimum, de forte que Pexception tirée de Pe-
xemple du cercle,.n'y puiffe pas avoir lieu, jem’en vai prouver cette
conclufion par un cas tour particulier, dont I’evidence fautera d’abord
AUX yeux.,

XIII. Suppofons que Ia maffe fluide vienne i érre diminuée i
Pinfini, deforte qu'elle foit reduite 2 un feul point Z: on deman-
dera donc ou ce point Z doit écre placé, afin qu'étant actire vers
Jes cemres de forces C, C/, C, il foir en équilibre : & on s’apperce.-
vra dabord que ce lieu d’equilibre du point Z fera la, oila quantite
d’action de forces, ou la valeur de Pexpreffion fVd v V' dv' +
[ V" d v {era la plus petite, Quand paurai prouve cela, on ne fera
aucune difficulté de reconnoitre, que pour le cas d'une mafle fluide
d’une ¢tendue finie, le méme raifonnement ait liew : & que puisque
le differentiel de cette méme formule eft également zero, la valeur
de certe formule n’y foit un minimum. Car i cette conclufion n'e-
toit pas jufte dans le cas d'une mafie fluide, clle nele [eroit pas non plus
dans le cas, o la mafle fluide eft reduite & un feul point. Or Je
cas de I'érat déquilibre d’un point, qui eft follicité par des forces quel-
eonques, que je m'en vai confiderer, eft celui d’ou dépendent les
premiers principes de la Statique, favoir la compofition & la décom-
pofition des forces, dont la verité eft par conféquent d’autant moins
aflujetie 4 des doutes : quoique les demonftrations qu'on en donne
ordinairement ne foient pas afles rigoureufes ; puisqu’on y fait entrer
la confideratiou du mouvement, qui paroic tout a faic écraneére dans
¢e cas, ou il ne s’agit que de I'état du repos. Feu Monfieur Alr-
colas Bernouli abien fait fentir ce defauc géneral dans le I, Tome
des Comment, de I'Acad, de Petersbourg, ou il a donné une fore

belle
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belle démonftration de ce principe dela Statique, quieftaufliicgenis
cufe, que purement geometrique, & fondée fur des axiomes inconte-

ftables.
XIV. Cependant je me flatte, qu’on erouvera la demonfiration
fuivante, que je donnerai fe ce méme principe, ¢galement convain-
cante, quoiqu'elle foit fondée fur quelque principe tiré de la Meta-
phyfique. Soit un point quelconque Z, qui étant follicite par trois

forces V, V' V¥ felon les dire@lionsZC, Z C' ZC”, fe trouve acluel-

Jement en équilibre : & on foutient qu’ alors ces crois forees leront
entr'elles comme les finus des angles oppofes C'Z C"; CZCY, C
7 C. Pour démontrer cecte verité, de laquelle depend rtoure la Sta-
tique,, au Jieu des forces, je concevrai des fils élaftiques egaux entreux,
qui crant artachés aux lignes A B, A' B, A7 B", & les girant vers les
parois immobiles E F, E'F, E/ F" agiffent for le poige Z par le
moyen des verges Z C, Z C!, Z C¥de la méme maniere, que les
forces propofees V, V/, V. Soir la force de chaque fi! ¢hftique,
dont il tache de fe contraéter, =1, & le nombre des fils, qui font
artachés 2 la ligne A B pour Vapprocher au parois ET, foit =V, afin-
que toute la force unie de ces fils elaftiques devienne = V. & que le
point 7 par ce moyen foir follicité par la méme force V dans la dire-
&ion Z C. Demnéme, foit le nombre des fils femblsbles attach<s a la
ligne A/ B' = V', & le nombre des fils attachés i la ligne A" B
V" afinque le point Z {oit follicite fuivant les directions ZC' & ZCY
par les forces V' & V.

XV. Cela pofe il eft clair que ces forces n’agiffent qu’ entant
que les fils élaftiques tachent de e raccourcir, & le point Z ne fauroic
étre en repos, que lorsqu'il fera impoflible, que la contraéhion de
tous ces fils enfemble fe puifle augmenter davantage. On m'accor-
dera donc fans aucune ditliculte, que le point Z fera alors en équi-
libre, lorsque les fils fe feront raccourcis autant qu'il fera poflible, ou
Jorsque la fomme de tous les fils pris enfemble fera la plus perite :
car fi Je point Z pouvoit étre traine dans un antre endroit z, ol le
raccourciffementdes fils, confiderés tous enlemble, feroit encore plus
il n’y a2 aucun douce, que les forces ne le cransportaflent dans

Cc 3 cet

grand,

Fig 3-
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cct endroit 13, avane que ’¢rat. d’equilibre amrive.” Ce principe eft
€ evident, que pour peu qu'on y réflechiffe on fera convaincu de fa
verité : puisque ces fils fe contracteront effeétivement, randis qu'une
plus grande contraction fera poffible, & ils ne cefferont d'agir, qu'il
ne s’oppofe des obftacles infurmontables, qui rendrone impoflible
ane plus grandecontradtion.  Dong, i nous nommons laiongueurdces
fils elaftiques A G =, celledes fils A'G' — &' & A" G = &
1a longueur de tous lesfils pris enfemble era =V 2 4+ V' o' - V' &'
& celle-cy fera par conlequent la plus petite, lorsque le point Z eft
réduic dans I'étac d*équilibre.

XVI. Donc, fi le point Z fera transporté infiniment peu de
*endroit ol il eften équilibic, la valeur de la formule V x 4 V' &' 4
TV x' demeurera encore ia méme,ou fon differentiel Vdx 4 V'd 4
V' dx'" {era égal 3 zero; car je regarderai ici les forces V, V'V,
comme confPantes, de forte qu’elles n'augmentent ni ne diminuent, pen-
danr que les fils elaftiques s’allongent, ou fe raccourciffent : je fuicerte
hypothele, afin que le cas foic plus evident & moins embarafle, puis-
qu’il ne {era pas difficile enluite de juger des cas, ot les forces V, Vi
V' fone elles-mEmes variables. Qu’on congoive done le point Z
transporte en 2 par {’efpace infiniment perit Z 2, & comme un rel
changement (e peut faire d'une infinité de manieres, j'en choifirai ce-
lui ou le point z eflt également éloigné de A B, que le pointZ, de-
{irie que par ce changemenc les fiis A G, B H ne foutlirenr aucune
aleeration,  Mais comme le point Z par ce mouvement Z z s’cft ap-
proché plus de E' I, & qu'il s’eft eloigné plusde E"F", les fils At
G' B H', fe feront raccourcis, & les fils AY G", B+ HY allongés -
& partanc b1 ligne A’ BY, a laquelle font attaches les fils, fera parve-
nucen & &, & laligne AYBY ena’ I : donc le raccourciffemane de
cenx - 1 fera — A @', & Mallongementdeceux cy = A" o', Orenverty
de la propriete des plus petits, lallongement total d'un coté Vir, Av
&' doit érre égal au raccourcffement de lautre cote V', A’ o/, Ti-
rons les lignes z ¢/, ¢ ¢ épales & paralleles aux lignes 72 C' & 7 o
& y ayant mene les perpendiculaires Z ¢, 2 p, le raccourcilfement A,
a fera =7Z p, & lallongement A" 2" =z ¢, donc il y aura V%, Z p

W
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— V" z4, cequi donnera cette proportion V': V¥ = z4: Zp,
Or prenant Z z pour le finus total, z ¢ fera le finus de l'angle 2 Z ¢,
ou bien de CZ C" i caulc des angles droits C Z 2z & C/'Z ¢; de mé-
me Z p {erale colinus de z Z p & partancle finus de CZC/, don il
s'enfuit que les forces V' & V¥ feront encr'elles comme les finus des
angles CZ C" & C Z T/, & de la on tirera cetee proportion
connué ;
forceZC: force ZC': force ZC' —fin C'Z C": fin CZC*, fin CZC.
XVIL De cette nouvelle démonfiration du principe géniral de
la Statique, en vertu duquel trois forces appliguces a un point font
enequilibre, lorsque ces forces font cnir'elles, comme les finus des
angles oppoles, on [era convaincu, que non fevlement la formule
differenticlle V4 x + V' d &' 4+ V7 dx" doit ére — ¢, wais auffi
que la valeur de la formule finie V & 4+ Vix' + Vit y eft la plus
petite. Jai fuppole ici les forcesV, V¥, V" conftantes, ou qu'eiles
demeurent les mémes, quelque changement que fubillent les fils éla-
ftiques que j'ai fubftirues i leurs places: mais la formule differendiclle
demeurera la méme, quoijue les forces foient variables : on n'apour
cet effer qua nommer les diftances ZC —v, ZC =+ Z C" =",
&onawraday ——dv,da' = —dv, da" — —dv". Deplus,
fi les forces V, V', Vi font des fonétions quelcongres de ces di-
ftances v, v, v, ’érac d’équilibre du point Z donnera la méme equa-
tion differentielle Vdv 4+ V- d o' + V" d v —e, qui a €te nou-
vee dans la folution du probleme, & 4 prefent il n’y 2 avcun dourte
que fon mcegral [V dv 4/ V' dv' 4 [V d oV ne foic auth un mini-
munr, Or fi certe formule et un minemum dans le cas, el les forces
nagitfent que fur le feul point Z, elle [era pareillement un mininum
dans le cas d'une maile fAuide quelconque , qui eft follicicée par les
mémes forces.  Parconfequent, nous avons lzs plus fortes raifons de
foutenir, que la quancité d’aétion des forces V, V', V' fur un point
quelconque Z, doit érre exprimde par cette formule fVdv 4 [ V'd
v 4 [ V" dv' puisque cette formule fe trouve, foit gu'on confidere
le point Z tout feul, ou qu’il appartienne 4 une maffe fluide quelcon-

que. Voila donc un appuy int¢branlable , fur lequel eft fondée la
regle
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regle donnée cy - deffus pour déterminer la quantité d'sftion des for-
ces quelconques fur un point donné,

XVIIL Les réfléxions (uivantes mettront encore davantage dans
tout fon jour cette idée de la quantité daction des forces, & on en
entendra plus clairement la raifon, pourquoi la quantité d"aétion des
forces V, V/, V¥ {yr le point Z doit étre exprimée précifément par
la formule f/Vdv 4 fVido'4 [ V'dv", Dans la recherche pré-
cedente, ou j'ai fubfticué des fils élaftiques égaux encr'eux au lieu des
forces V, V', V¥, I'état ou 'altion de chaque force appliquée au
point Z’ a été reprefentée par la fomme des longueurs de tous les fifs
elaftiques, qui tiennent lieu des forces: car nous avonsvu, fi la
longueur des fiis elaftiques A G fubftitugs 4 la place de la forece V eft
nommée —— », & que V marque le nombre de ces fils, puisque
la force de chacun aére pofee 1; alers la fomme torale de
tous ces fils étoit =V x: ce lera donc cetre quantité V x, quirépré-
fente I'action de certe force V [ur le point Z, puisque ¥V & exprime
Petac actuel de contradtion des fils elaftiques , de laquelle depend
P'action de laforce V. Orpofant toutetla diftancedu point Z aux pa-
roisinunobiles E F —v, & ladiftance conftante Z C = 4, nous au-
rons ¥ —v — a, & "altion de laforce V fera =V (v — a) pour-
vu que que la force V' foit conftante, ou que fa quantité ne depen-
de point de la diftance v. Orencas que la force V dépende de |a
diftance @, ou ce qui revient au méme de la longueur des fils élafti-
ques ¥, alors le nombre des fils V feroit variable, & leur longueur
totale ne feroit plus V x ou V (v — &), mais on s’appercevra aife-
ment que pour avoir cette longueur totale, il fiaudra prendre Pinre-

rale de V dxoude V & v, yayant égard i la variabilicé de V., Ce
fera doncalors / V 4 v, qui exprime la longueur tocale des fils élafti-
ques fubftirués au lieu de la force V, & partant il eft évident que cet-
te méme formule / V d v, exprimera aufli la quantité d'a&ion de [a
force V lur le point Z; & on comprendra de méme que la quantité
d'action de pluficurs forces V, V', VW fera = [V dv /S V/d o +
SV dv, |

XIX.
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XIX. Maisilya plus: la formule /Vdv + [V/dY 4 /Vid

p" eft non feulement d’un fi grand ufage dans 1’érat de repos, c'eft
au(li d’elle que dépend principalement la determination du mouve-
ment. Car fuppolons qu'un corps follicité vers les centres C, C),
C par des forces V, V! V¥ ait parcouru deja I'arc A Z d'une courbe
uelconque, ayant commencé fon mouvement du repos en A : &
Euit u la vitelfe, que ce corps aura acquife au poine Z : & u +du cel-
le qu'il aura au point z, apres avoir parcouru I'élément d’efpace, Z 2 =
d 5. Soient les diftances du corps en Z aux centres C, C', C" nom-
méesCZ —v, CZ—=v,C' Z=0v", &V, V!, V" |es forces dont
le corps eft actire 2 ces centres, Qu'on tire de z {ur les diftances
CZ, C Z, C"Zles perpendiculaires z#, 2 ¢/, z ¢! & on auraZ ¢
—dv, 2 =—dv', Z¢"—=— dv', Fou nous tirerons les for-

; Vdou Vidd Vi duvit
ges tangentielles — FU e e ——— & partanc le

mouvement du corps, pendant qu'il parcourt I'élément Zz = 4 s fe-

Vdv—=V'dJ —V'dd

ra accelere par la force — T3 , qui étant

multipliée par 'efpace 4 s fera égale au produit dela viteffe # par fon
differentiel du: deforte que nous aurons cette équation s d ¥ — —
Vdv— Vidv'—V"dv", dont l'integrale fera s =C— [V dv
— [Vidv — [V dovt, ou la conftante C doit étre prife, enforte
qu'au point A la vitefle devienne —o. Deonc le demi-quarré de |a
vitelle au point Z, ou ce qui revient au méme, la hauteur dué 2 la vi-
tefle fera exprimee par la formule C—/V dv—/V'dv'— [V dow,
qui confifte de deuxmembres, dont le premier C dépend uniquement
du pont A ou le mouvement a commencé; mais lautre membre
—fVdv—/ V'dv'—[ V" dv" dépend uniquement du point Z ol le
corps eft parvenu. Par confequent la formule fVdv—+/Vidv' 4 f
Vi dv', qui dans 'etat de repos marque la quantite d'achion des for-
ces fur le point Z, exprime apffi dans |'etat de mouvement la partie du
quarre de la vitefle, laquelle depend du point Z, de forte que cette for

Memires de T Academwis Tom. TV, Dd mule
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mule eft de la dérniere importance, auffi bien dans P'etat de repos, que
dans celui de mouvement, .

XX. Ayant donc établi la veritable idée de la quanticé d'aéti-
on des forces quelconques fur un point donné, foit qu'it fe trouve
en repos, ouén mouvement, je ferai voir plus clairement le grand
ufage de cette idée, en confiderant plufieurs centres fixes C, C/, C"
8ec. qui attirent i foi avec des forces V, V', V! &c, proportionelles a
des fonétions quelconques des diftances v, v/ v, &c. deforte que 12
quantite d’action de ces forces fur un point Z, dont les diftances 2
ces centres font v, ¢, v &c. et =V dv 4 fVIdv' 4 fVid o
&c. Etdabord pour trouver lelicu, ou il faue placer un corps confi-
deré comme un point, afin qu'il demeure en repos, ou en équilibre,
entre ces centres de forces, je viens de montrer que ce point cher-
ché Z fera li, ol la valeur de cetre formule f Vd o + [Vide' 4 [
V' d v", ou la quantice d’action, eft la plus petite, Par le moyen de
cette propriete on trouvera aifement le lieu de ce point Z, en trans-

reant ce point Z par un cfpace infiniment pertit Z z, & (uppofant
Ejdiﬁ'eremi:l Vdv+ Vidu 4+ V/d o'+ &e. égal dzero : comme
j’ai fait voir dans le cas, ol le point Z écoit follicicé de trois forces.
C’eft de ce cas, que dépend la compofition & la réfolution des forces,
aquelle érant Jabafe detoute la Statique, on voitr que ce feul prjncipe
de la quantité d’action fournit Je fondement de cette fcience.

XXI. En fecond lieu, fi on confidere une maffe fluide done
routes les particules font attirées 3 ces eentres de forces, C, C', C" &e.
on trouvera encore la figure, que cette maflec fluide prendra, par le
feul moyen de la quantcé d’aétion : car il faur, comme Fai fait voir
que la quantité d'action des forces foit la méme partour, fur chaque
point de la furface de la maffe fluide : ou la nature de cette furface
fera exprimée par cette équation :

JVdv=/Vidv 4 fVVd v/ 4~ &ec. = Conft.
Ou bien cette mafle fluide ne fzuroit {tre en repos, que dans un tel
endroit & avec une telle figure, afin qfe la guantité d’action torale
fort la plus petite qu’il eft poflible : ¢. 4, 4 pour ¢ue la mafle fluide
foit
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foit en équilibre, il faut que la valeur de cette formule /Vdv 4 [V
dv' + fV'dv' + &e loitun minimym. Cleft de ce principe que
dépead route I'hydroftatique, ou lacheorie de I'equilibre des liqueurs.
Car {i nous ne confiderons qu'une feule force cengrale, pour avoir le
cas de la pefanteur naturelle, nous aurons pour I'état d'équilibre
d'une mafle fluide I'équation f V d v = C, & puisque V eft une fon-
étion de v, la diftance » fera conftante ; donc tous les points de la
furface fluide doivent étre également ¢loignées du centie de la terre,
ou la furface d'un flpide fera horizontale.

XXII. Ce ne fera pas donc feulement la quantice d’action des
forces fur un feul point Z, qui eft la plus petite, mais on reconnoitra
aifement que dans une mafle fluide, qui et en équilibre, Ia fomme
totale de toutes les quantités d’aétion des forces fur tous les élemens de
la maffe fluide doic éere un minimum. Ainfi fi Pon nomme 45 une
particule quelconque de la mafle fluide, & que la quantite d’action
des forces V, V/, V¥ &e. fur cette particule, foit = f V dv + fVId
v' +/Virdo' + &c. entant grelle weft conlideree que comme un
point, il eft clair que la quanticé daction fur I’élement 4 S fera —= 45
([Vdv+[/Videv + V¥ dv' 4 &e.), puisque d8 eft deja regar-
dé comme un affemblage de plufieurs points, fur chacun desquels la
quantité d'altion des forceselt = [V dv + [VId o/ + [Vidv!" 4
&c. de forte que cette quantité doit étre multipliée! par le nombre des
points de I*élément 4 S, ¢. d. d. par 'element 4§ méme, pour avoir
la quantite d’aétion des forces fur cet clement 8. Par confequentla
quantité d'action desforces furcoute la mafle Auide fera—=fdS5(/Vdwv
L fVidot+ fVidy' 4 &c,). Cefera donc cette expreflion in-
tegrale, dont la valeur doit &ere la plus pecite; puisqu'ele comprend
Ja lomme rotale de toutes les quanutés d’action des forces fur touces
les particules de Ja maffe fluide.  De la il eft aifé de ctirer cette ré?e.
générale pour trouver l'erat d'équilibre d'un corps queicongue folli-
cité par des forces quelconques: Owon muleiplié chaque élémene du
" corps parlaquantiré dallion des farces, qui y agiffens, & Pintégrale de ce
produts, qui fera laquantité d'allion totale fur le corps emtier, doit

Dd : étre
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étre an minimum. - Quiconque aura compris la réalicé de l'idée dela
quantité d’a¢tion des forces fur un pomt, que je viens d'égablir par
les plus fortes raifons, accordera fans difficulcé, que dans tous les
cas d’equilibre la fomme de toutes ces quantités'd’aétion doit étre da
plus petite.

XXIII. Sile corps entier, dont nous cherchons ’état d'equi-
libre, eft infiniment petit, deforte que dS exprime tout ce corps,
alors la quantité d'action totale fera = 48 (/Vdv 4+ /Vidv' +f
Vi d v 4 &e.) laquelle fera un minimum, i [Vdv + [Vide' 4 [
Vid v + &, aura la plus petite valeur, puisque &S eft conftant : &
c’eft le cas que jai déjd deévelope cy -deflus. Mais {i le corps propofe
eft une mafle fluide, donc 4 S eft un élément, il n'eft plus fi aife,que
lafigureou fdS (fVdv+ /Vidv 4 [V'dv' 4 &c.)eltun mi-
nimum , {erala méme, que Jai trouvée auparavant, & qui avoit cette
propriete, qu'i chaque point de fa furface la quantité d’action SV 4
v+ /Vido + [Vido' } &c. eroit d’une valeur conftante; Car
en genéral il eft extrémement difficile de déterminer la figure d’un
folide, o une telle formule /S (f/Vdev L fVido' + Vi dv't +
&c. ) eft un maximum, ouun minimum, puisque cette methode n'eft
encore afles cultivée, que pour les figures decrites furun plan. Donc,
pour affermir la verite de cette régle géneérale, & pour faire voir
quelle conduit & la méme folution, que j’ai deja treuvée, je confide-
rerai une mafle fluide infiniment mmce, couchée fur un plan, & dont
toutes les particules font pouflées vers plufieurs centres fixes C,C/,

C" &e. fitués dans le méme plan.
XXI1V. Soit donc A M la furface de cette mafle fluide, quand

elle fera en equilibre ; & pour trouver cette figure qu'on prenne les
coordonnées C X — x, X M—y, & pour les aurres centresfoient des

coordonnées femblables C' X! —»/, X'M—”y'; C'XV' =, X' M—
yi: Qilyaunadx Tda' =T dx"&dy=dy —dy". Mais avanc
que de confiderer le dernier point M, 1l faut chercher la quantité d'a-
&ion des forces fur Pélément X 2 m M de I'sire CXM A, qui nous
répréfente la mafle fluide. Pour ceteffec qu'on prenne de cet élé-

ment X & m M une particule quelconque Y y, & qu'on nomme en
atren-
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sttendant X Y =y, Xt Y =y, X"Y =y": &la particule Y y fera
—dxdy. Maintenant foient les diftances de cette particule aux cen-
tres des forces: CY—v, C'Y—¢/, C"Y—=9¢', & lesforces mémes,
comme jusqu'ici, V,V/, V¥ de forte que nous ayons v v ¥ +y¥;
vivl Zalal4ylyls vl = alipil iy, Or la quantité d’action de
ces forces fur le point Y étant =/ V dv 4 [Vido' + [Vido", la
quantité d’action fur la particule Yy fera —dady (/Vdv+/V'do
+'[V" dv") dont I'integrale, en fuppofant » conftant, donnera Ia
quantitc d'action des forces fur tout 'element X +#m M, pourvu qu'on
avance le point Y jusqu’ en M, & que les fignifications des 3, ¥, "
foient les mémes, que je leur ai données au commencement.  Par
confequent la quantité d’action des forces fur tout ’élément de ["aire
XxmMlera—=duxfdy(fVdv+ [ Vide +/Vido!), fuppofant
dans cette integrale I"abfciffe & conftante, & la feule appliquée y va-
risble. Je nommerai pour abréger cette integrale, qui refulteen fup-
pofant x conftante, fdy(/Vdv +/V'dv' 4+ [Vidv' 4 &)=
U, delorte que le differenticl de U en fuppofant encore + conftante
foitdy (f[Vdv+ [V'dv +fV"'dv"), ou fi nous pofons en ge-
neral fU—-Mdx L Ndy,ilyaura N — [Vdv 4+ [Vdv +
fV” d v,

XMV. Ayant ainfi trouvé la quantité d'aétion fur I'élément X
xm M, laquelle eft —=U d &, il eft clair que la quantite d'aétion fur
toute I'aire C X M A fera — /U 4 ». Par conféquent cetre quantité
U & x doit érre la plus petite entre toutes les figures, que certe aire
pourroit prendre ; il sagit donc de trouver parmi toutes les figures
de la méme aire, [y dx, celle ou lavaleur de cette formule /U J x eft
la plus petite. Cette queftion revient au méme que fi I'on cherchoit
parmi toutes le$ courbes poflibles celle, ou cette formule s [y d » +
SU dxoufdx(U + «y) eft un minimum. Pour cet effer {uivane
ma methode, en comparant cette formule avec [ Z dx, & pofant 4Z
—Mdx + Ndy+ Pdp + &c. la courbe cherchée fera o =N —
dP
7 Mais puisque Z =U + & y, & que U ne renferme que les va-
Dd 3 riables
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riables # & y, nous aurons N — o, ou bien le differentie]l de U § =y,
e@ ne fuppofant que y variable doit étre — o, Et partant le differen-
tiel de U, enne fuppolantque y variable, érant = dy (/Vdv+ [V’
da' + fVV'dx") & celui de « y — & dy, nous en ebtiendeons pour
la courbe cherchée A M cette cquatione —w 4 /V d w+f‘.r"'£3 4
S V¥ dv" ou bien la quanticé d’aétion des forces fur chaque point M
de 1a courbe A M doit écre la méme ; tout comme il a te trouve pas
les autres principes. Ce belaccord de notre principe général dansce cas
ne laiflera pas le moindre doute, qu'il ne foit pareillement d'accord
dans tous les autres cas,

XXVI On fera encore plus fortement convaincu de la verité
dece principe général, fi 'on remarquera, quela formule, dont la va-
leur eft la plus petite dans la figure des fils flexibles, eft parfaitement
conforme-a ce principe, Car foit AM la figure .d'un fil parfaicement
fiexible,dont tous les élemens {onr follicités aux centres C, C/, CV par
des forces V, V', V¥ &c. & en vertu de notee principe le fil demeure-
ra en repos, i la fomme de routes les aétions des forees fur le il A M
{era la plus petice. Pqu; trouver cecte fomme, 1l faut chercher la
quantité d’action fur I'element Mm = 4 1, & puisque, en nom-
mant les ditinces CM =2, ' M =+¢/, C' M — vi |la quan-
ticé d’action fur le point Meft = [V v 4 [Vido 4/ Vidol
Paction fir Pélément Mm—drs fera =ds ([ Vdv4+/Vd o' + [V
dv'), & partantla fomme de toutes les a&tions fur la partie du fil A M,
fera Vincegrale fdS (fVdv4fVido! 4 [Vidy'). La valeur de
cerre formule éeant rendué un minimum, donnera la figure dufil lors
quil s'cft mis en équilibre,  Orayant determiné dans le Mémoire
precedent la figure d'un tel Al par les principes ordinaires de la Me-
caniigue, )'ai déji remarqué que ceree figure e trouve, i 'on cherche
la courbe, ol ia valeur de cette meme formule /4§ (/V dv + A
dv-+[V"dv") eft laplus petite.

XXVIL Je ne puis pas pafler fous filence une fore belle pro-
priete de la courbe d'un fil parfaitement fiexible, & d’une ¢paifleur par
rout coale, i laquelle cette {olution conduit. Soit A M ce fil parfai-
rement flexible, & partout de la méme epaifieur, dont chaque poine

M eft
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M eft attiré troiscentres C, C',C/ par des forces V, V/, V', quifont des
fonétions quelconques des diftances CM—z, CM =—v, C'"M=—v",
Qu'on nomme les abfciffes C X = », C'X'"—af, O/ XV =—a2l-
les appliquées XM=y, X' M—y', XM —y" & puisque dr—dx'=
dx' & dy —dy'=dy" Pélement de la courbe Mm fera—=dr—v (4
x% 4 dy?). Soit maintenant dy—pdx, & dp=gdx; & la methode
des plus grands & plus petits a fourni pour la courbe du il AM I’e-
quation {uvante

Viy—px) . V(y=px V/i(y"'=px'")

ffﬂﬁ :) = C{; P 0 l. {J':’”P :Iiﬁﬂ(ﬂrﬁﬂ_l_fviﬁﬁrﬁ_ﬂﬁdrvﬁ}

ou la formule [Vdv -/ Vidv+/Vidy! exprime la quantite d'aéhi,
on furle point M. Qu'on divifc de part & d'autre par V' (1-+pp ), &
Qi—A=pp) V(1—-pp)

nous aurons cette equation {

[V Vit V0" _Vly—p) | Wl/—pst) | Vlps)
MO T eVidpp) v V(tdpp) oV (i4pp)

y—px __ ydx—xdy

O Vlidpp) — 4 _
qui eft menee du centre Ca la tangente M'T; car baiflant du point

X fur la méme tangente la perpendiculaire XP & CQ fur XP, on
d d
voit d’abord que XP = ‘f—?r & XQ= %;E, deforte que CT=—

puisque le rayon de la developee MO =

exprime la perpendiculaire CT

ydx—xdy __ y—px

ds T V(i—pp) W
tire pareillement fur la tangente les perpendiculaires C' TV, C" T,
I'equation trouvée fe changera en cette forme :

[V Ve ) Y . CT LG T CH T

; Donc fi des autres centres C!, C" on

MO .
‘ T. M
Multiplions parM O, & CTHM 2 = & E M g exprmera la

ligne
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ligne M R, ayant baifle {ur la ligne CM prolongée du point O la per-
pendiculaire O R.  Ce qui nous fournit cette propriete : 8f du cen-
re O du cercle osculatenr en M on mene [ur ler diffancesr CM, C'M,
C!" M prolongées les perpendiculaires O R, O R, O RY; alors la quan-
viré dallion des forces jur le poine M, e'eff d dire [V dv + [Vidv' +
SV 3V fera égaleda V.MR + V. MR! 4+ V. MR",

XXVIII. Mais notre principe eft encore plusgénéral, &s'étend
meme aux fils elaftiques, comme jai faic voir dans mon Mémoire pre-
cedent ; il s'agir [eulement de ramener l'effec de ['elafticite a I'idée de
la quantité d*a¢tion. Qu'onretienne toutes les dénominations du cas
precedent, ou chaque particule du fil A M eft attirée vers les centres
C, C, C" parles forces V, V', V*, & foit le rayon de la developpée

d x* dy*)3
MO—=r= b #,‘:; u'; *, duquel dépend Ia force de Pélaftici-

té, qu'on fuppole ordinairemenr — % , OU = g , fi le fil neft pas

partout de la méme épaiffeur, deforte que Iélafticité eft dans un en-
droit plus grande, ou plus petite que dansunautre.  Or pour rendre
la folution plus générale, je fuppoferai que lelafticité en Mfoic —T,
cette letrre T marquant une fonction quelconque de », qui renferine
méme la longueur du fil, en cas quiil foit d'une eélafticite variable,
Cela pofé, les principes de Ja Mecanique nous fourniffent pour Ja
courbe de ce fil elaftique certe eéquation

_ Ve | Vied | Vugt
T=/fdy fis(~ =+ 5~ =+ 57 + &)
Vv Viy - Nt
raxsis (F4 SE 4+ DL o )
Pour trouver cerre méme équation par Ia methode des plus grands &
plus petits, puisque la quancité d'action des forces V, V.. V" fur le
point Melt = fV do4-fV/dv'+ fV'dv'+&c. on naum quiiy

ajouter la quantité d'altion de Pelafticité, que je viens de nommer T
on

b
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I ; . .
Or nommant — = #, de forte que # {oit proportionnel 4 la courbure

méme, on comprendra aifement que, comme de la force V eft réfuleé
I'action SV d v, ainfi de la force T refulteral’adtion /T d2. Par confé-
quent, nommant lamafle de’éléemenc du fil Mm —dS$,la fomme totale de
toutes les actions fur la portion du il AS fera =4S (/ Vdv+[V'd
v+ [Vidv' 4 & + /T de) & celle-cy fera la plus petite, quand le
fil fe trouve en équilibre: & cette proprieté doit avoir lieu en vertu
de notre principe, non fenlement, lorsque les centres des forces C,
C', C" avec la figure du fil (e trouvent dans le méme plan, mais auffi
lorsque leur ficuation eft quelconque.

XXIX, Mais ayant érabli ce principe géneral, que dans tout
état dequilibre la fomme de toutes les actions des forces fur toutes
les particules du corps, qui eft en équilibre, eft un minimum, je re-
marque de plus que ce méme principe a lieu dans tous les mouve-
mens libres descorps, de quelques forces qu'ils foient follicités. Soit
un Corps, aprés avoir regu un mouvement quelconque, attiré con-
ftamment vers plufieurs centres de forces C, C/, C¥, & que les forces
V, V', V! {oient exprimeées par des fonctions quelconques des diftan-
ces CM—v, CM—=v, C"M—u"; ce corps éprouvers i chaque
inftant une autre quantite d’action de ces forces, & au moment qu'il
fe trouve en M, la quantité d'actioneft = [Vduv + V' dv' + [ Vi
dv", comme j’ai fait voir au commencement de ce difcours. Donc
nommant Pélément du tems ==d¢, la quanticé d’action inftantanée,
que le corps foutient pendant cet elément detems d¢, fera =dr (/V
dv+/Vdv 4 V' dv'" 4 &e.): & partant la fomme de toutes les
actions inftantanées, auxquelles le corps eft expofé pendant le tems
fini=r, fera=fde (fVdv[V'dv' 4+ [Vidv'+ &c.). Main-
tenant il eft fort nacurel, gue ce corps prendra une telle route, que cetre
fomme de teutes les altions inflantanées y [oit unminimum. Voila
donc un nouveau principe géncral, pour le mouvemenc libre des

corps follicités par des forces quelconques, donc la verité fauce d'a-
Mewesires de [ Academic Tom, IF. Ee bord
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bord aux yeux, dés qu'on fait réflexion fur I'idée de la"quanticé d'a-
€tion, que j'ai etablie.

XXX. En fe fervant de ce ‘principe on trouvera en effet les
mémes courbes pour le mouvement des corps follicites F:r des forces
quelconques , auxxuelles les principes ordinaires dela mecanique
nous conduifent,Carce principe ne differe pointde celus,dontje me fuis
fervi pour determiner ces mémes courbes par la methode de maximes
&' minimis : ‘ol yai fait voir, tout comine le principe de Mr.'de
Maupertuis exige que nommant P’élement de la courbe Mm —d s
& la vitefle du corpsen M — #, |1 valeur de ceete formule fud s
€coit toujours un mresximuwan, Or Jai remarque ey - deffus que la
quantité d’aétion [V dv + V! d o' + [V d v crant retranchee da-
ne quantité conftante donne le quarré de la vitefle » , de forte que
SVdo+[Vido+ [V!dv' = C—uw; donc, fuivantnotre nou-
veau principe, cette formule fd 7 (C—wu), ouCr—[wudzfera
un minimum, ou bien pendant le méme tems 2 la valeur de cette for-
mule [ u d¢ouicaule de ds —wudr, la valeur de celle-cy fu d' s
doit étre un maximum , tout comme j'ai prouve dans mon Traité Je

Maxiwais €& Minimis,
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