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ADDITAMENTUM IL

De motu projectorum in medio non refiffente, per
Nethodum maximorvm ac MO Ui
determinando.

I. Uoniam omnes naturz effe@us fequuntur quandam ma-

ximi minimive legem ; dubium eft nullum , quin in
lineis curvis, quas corpora projecta, fi a viribus quibuscunque
follicitentur , defcribunt, quapiam maximi minimive proprictas
locum habear. Quaxnam autem fit ifta proprictas, cx princi-
piis metaphyficis a priori definire non tam facile videtur: cum-:
autem has ipfa curvas, ope Methodi direiz » determinare li-
ceat ; hinc, debita adhibita attentione » id ipfum , quod in iftis.
curvis eft maximum vel minimum , concludi poterit.  Spetari
autem potiffimum debet effeus a viribus follicitantibus oriun-
dus ; qui cum in motu corporis genito confiftat, veritati con-
fentancum videtur  hunc ipfum. motum > feu potius aggrega-
tum  emnjum motuum qui in corpore: projecto infunt, mini-
mum efle debere. Qua conclufio etfi non fatis confirmara vi-
deatur, tamen, fi eam cum veritate jama priori nota confenti--
re oftendero , tantum confequetur pondus, ut omnia dubia qie-
circa eam fuboriri queant penitus evanefcant. Quin-etiam cum.
- €jus veritas fuerit evicta, facilius erit in intimas Nature leges:

atque caufas finales inquirere ; hocque affertum firmiflimis ra--
tionibus corroborare.

2. Sit mafla corporis proje@i — M, ejufque, dim fpatio--

lum == 4 s emetitur , celeritas debita altitudini ==v; erit quan--
titas motus corporis in hoc loco — M v v; quz per ipfum

fpatiolum 45 multiplicata , dabit Mds v v motum corporis.
coilectivam per fpatiolum 4<. Jamw dico lineam 2 corpore def-

criptam
»
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criptam ita fore comparatam, ut, inter omnes alias lineas iifdem
terminis contentas, fit fMdsywv, feu,ob M conftans, [ds Vv

ninimum. ~Quod {i autem curva .quafita tanquam effer data
Qcmtur, ex viribus follicitantibus celeritas ¢ v per quamtirates
ad curvam pertinentes definiri, idcoque ipfa curva per Metho-
dum maximorum ac minimorum determinari poteft. Ceternm
hxe cxpreflio ex quantitate motus petita @que ad vires vivas
traduci poterit ; poflito enim tempuicule, quo elementum 4's
percurritur , == d¢; quia eft 45 = d¢ v‘,,, , fiet fdsyv =/fvds;
Ha ut,in curvaa corpore proje&to defcripea, fumma emnium vi-
rium vivarum, qua fingulis temporis momentis corporisinfunt,
{it minima. Q11mobrem peque ii qui vires per ipfas celeri-
tates, neque iili qui per celeritatum quadrasa ftimari opor-
tere ftatuunt, hic quicquam quo ofiendartur repericnt. .

3. Primum igitur, fi corpus a nullis prorfus viribus follicita«
ri ponamus , ejus quoque celeritas , ad quan hic folum attendo
( dire¢tionem enim ipfa Methodus maximorum & minimorum
complectetur ) , nullam patietur alterationem ; eritque ideo v
quantitas conftans, puta == 4. Hinc corpus a nullis viribus
{ollicitatum, fi utcunque pto;xcxatur, ejulmodi defcribet lineam,
in qua fic fds v & vel fds ==y minimum. VYia ergo hzc, in~
ter omnes iifdem terminis contentas, ipfa erit minima; atque
adeo reta : prorfus uti prima Mechanice prmcnpxa poftulant.

Hunc quidem cafum non adeo hic affero, quo principium meum

confirmari putem ; quamcunque enim, loco celeritatis v/ v, aliam
aflumfiffem fun@ionem ipfius v, eadem prodiiffer via recta; ves
rum a cafibus fimpliciffimis incipicndo faalxus ipfa confenfus ra-
tio intelligi poterit,

4. Progredior ergo ad cafum gravitatis uniformis, feu quo
corpus projeéium ubique, fecundum dire&iones ad horizontem

‘normales, deorfum follicitetur a vi conflante acceleratrice ==g.
. Sit AM curva, quam corpus in hac hypothefi defcribit, fuma-

tur recta vcmcahs A P pro axe , ac ponatur ablcifla AP =x,
applicata PM ==y, & elementum curve M m==4ds; erit ergo,
ex natura- follicitationis, dv ==gd %, & w==4 4gx, Hinc

curva
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clirva ita erit comparata, ut in ea fit S5y (a4 +gx) minimum,
Ponatur dy = pdx, ut fit ds — dx y (1 +2p), arque mi-
nimum efle debet /4 x ¢/ (a +&%) (1 +4pp); qua expreffio cum
forma generali /Z 41 comparata dat Z== /(2 +4gx) (1 -+ )i
quare , cum pofitum fit d Z =— Mdx + Ndy 4+ Pdp, eit

N=o & P— -”-://-((—;'—_':—_'-—Z")). Quia ergo valor differentialis
wt N 4P

x> Ob N==o, fiet prafenti cafu 4P —o, &
P =1y C, Habebitur ergo y/ C=PWeatr) _ byGate)

vVt +pp) J d\/x ’

. xyC

unde fit Cd x* +Ch =dp*(ag), & = V(a—Cgx) °
qua integrata dat y— gi VC(a—C+gx)

5. Manifeftum quidem eft hanc zquationem effe pro Parabo.

At ejus confenfum cum veritate attentius confideraffe juya-

bit. Primum ergo pater tangentem hujus curva effe horizon-

talem, feu dx ==o; ubi eft « —C+gx=o. Cum igitur

principium abfciffarum A ab arbitrio noftro pendeat, fumatur

id in hoc ipfo loco, fietque C=4; tum vero ipfe axis per hoc

punctum curve fimmum tranfeat, ita ut, pofito x =o, fiar

fimul y=o0. His confideratis, &quatio pro curva erit hxc

y=2¢ féf ; quam non folum patet cfle pro Parabola; fed

etiam, cum celeritas in pun&to A fit v 4, altitudo CA, ex
qua corpus labendo ab eadem vi ¢ follicitatum eam ipfam ac-

quirit celeritatem, qua in pun&to A movetur, erit — <, hoc

eft, quarta parametri parti ®quatur; prorfus uti ex do@rina ma-
tus projectorum per Methodum direGam intclligicur.

6. Sollicitetur, ut ante, corpus ubique verticaliter deorfum,
at ipfa vis follicitans non fit conftans , fed pendeat utcunque ab
aliitudine CP.  Scilicet pofita abfciffa CP = x, fit vis qua
corpus in M deorfum nititur =— X funétioni cuicunque ipfius
% Si ergo vocetwr applicata PM =y, elementum  arcus
~ Euleri & Max. & Min. Rr Ma
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Mm=ds, &dy=pdx;eritdv=—=2Xdx, &v=A+/Xdx;
unde minimumefle debet hac expreflio /vy (A+/Xdx) (1+2p)s
ex qua pro curva defcripta AM obtinebitur hec aquatio . .
VOtV AHfXdx) g - VC _dy

s/(l+pp) &""‘»/(A;-;l‘c‘+fx4x)‘"za‘c‘
dx v C

few y=/ (A— CH/Xdn Tangens ergo-curvz erit ho-

zontalis ubi fX dx=C— /1 Hac vero eadem xquatio tra-
je&oriz corporis per Methodum dire&am reperitur.

7.. Sollicitetur nunc corpus in M a duabus viribus, altera
horizontali: == I fecundum diretionem MP, altera verticali
== X fecundum diretionem M Q. Sit autem X tinctio- que-
cunque reéte verticalis MQ = CP == x, & T funttio qua-
cunque applicate PM ==y. Pofitis ergo ut ante dy =pdx,
crit dv = — Xdx — Tdy, fictque o= A — [Xdx —

[T dy; unde minimum efle debet hac formula f#x V(1 4 pp)-

(A—/Xdx — [Tdy). DxffercnueturV(x +pp)(A-——v

[Xdx— [Tdy), aque prodibit . . .
— Xdx V(14pp) Tdys/(r+M>

2V (A—[Xdx—[Tdy) 2V (Ad— [Xdx— [Tdy)

o pdp V(A [Xdx — [TdY)  ppne pofito

Véé +PP))
. — TV (14pp V(A —[Xdx— [Tdy)
Y=wa—m—rmpy *P="om ¢
erit pro curva quafita hec zquatio o=N — 2—5 , feu Ndx:

— rdeV(1Fpp) '
2V (Ad—[Xdx—[Tdy)

= 4P. Hinc ergo fit

dpv(Ad —[Xdx — [Tdy) pXdx—p7dy ‘
(14pp) V(1pp) zv<x+pp)<d—fxd»_—7m‘
foy @YV(d—/[Xdx—["dy)__ Xdy — Tdx
(xtpp) v (1 +pp) 2y (1 Hpp/d — [ Xdx — [ 1dy)
ideoque 2dp _ _Xdy—Tdx . Hanc zquationem
1+pp A—[Xdx— /] Tdy 9

- veritati effe confentaneam patebit , fi loco A—(Xdx —(Tdy

- pongtur
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. . 2vdp Xdy — Tdx
ponmatur v, erit enim — " - i— ==Z2) T 14X AL a4
P (I+PP);'2 \/(I+PP)

31:2
radivs ofculi » == — I +‘Z‘: ) _dx > quo introduo eft

v gi%:—_x_dy ; ubi eft 22 vis corporis centrifuga, &

r ds r

Tdx—Xdy
ds

ortam; quarum virium zqualitas utique in omni motu projec-

torum locum habet.

exprimit vim normalem ex viribus follicitantibus

, . . lzdp___ Xdy—1rdx.
8. Ajuatio autem inventa T — A—fXde 1y 12 8C

p(A—[Xdx —- Jrdy) .

>

neraliter eft integrabilis, fi multiplicetur per

_ I-+pp
fiet enim 2240 (A— [Xde—[Th) _ ppXdxdtdy __
ﬁetenlm (I +P’{’)‘d I +I)P O
quz integrata dav —L2LX Ix_:;{;rdy—(i == C, feu
V(B+/1rdy) |

SYdy—p /Xdsx— A+ C+Cpp, undep— V(CH[Xdx) >
pofito B pro — 4— C. Cum ergo fit p = —3% > crit

4. d .
f;r(g 'l?—f—fr}—y_)::f\/(c*:fxdx)’ equatio pro curva

quaiita , in qua variabiles x & y funt a fe invicem feparata.
Vel fi conftantes B & C in negativas convertantur, crit

- dy o dx E .
= . Ex quibus etfi curva
 oh—7D) =/ ra=—yxa=y Ex qibus
conftructio facilis habetur, tamen zquationes algebraicz, quo-=
ties quidem in ipfis continentur, non tam facile eruuntur. Sint

X & I fun&iones fimiles & quidem poteftates iplarum x & y,

ita ut fit /° dy =/ dx — , quZ Zquatio,
v(§ — ") Vi —x") \

fi #==1, prabet Parabolam; fin s==2, Ellipfin centrum in C
habensem: etli hoc cafu utraque integratio quadraturam Circuli
ro2 requis

(2]
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requirit.  Verifimile ergo videtur ctiam aliis cafibus, quibus
neutra integratio fuccedit, curvas algebraicas fatisfacere ; quarum
autem inveniendarum Methodus adhuc defideratur, _
#-?9. Urgeatur corpus M perpetuo verfus pun@Gum fixum fe-
cundum direétionem M C, vi qua fit ut fun&tio quacunque dif-
tantize M C. Pofitis ut ante CP=x, PM =y, & dy ==
pdx; it CM= v (x*+y*)==1¢, atque fit T ea fun&io ip-
fius.#, qua cxprimit vim centripetam. Refolvatur hzc vis in
laterales fecundum M Q & MP, crit vis trahens fecundum

MQ = It—x ; & vis fecundum MP = —?f; cx quibus oritur
'Tx:",x—— Tytd":—--— Td¢, ob xdx+4-
ydy=1dr; unde fict v =A— fTd:, Quamobrem minimum
eflc debet hec expreffio fdxv (x4pp) (A —fTd: ).
Jam, fecundum Regule przceptum, differentictur quantitas ,
v (1+pp)(A— fTdr), prodibitque:
__Tdrv(1 +pp),+pdp\/(4-——f'-"dt)._,

c2V(d—/ Tde) " V(14rp) .
Ob dt= M , erit ergo N = — Tyvitry

(4 ; p , 2ty (4d— JTdz)
. __-P " [ — Tdt . .y » . \
&P = viTrr) 3 e quibus cfficitur ®quatio pro
curva Ndx=—=dP, qua przbet,

__ Tydxef(1rpp)  dp\/(A—[Tdr) pTde

2608/ (A—/Tds)  (xdpp)V(ipp)~ 2V (14 pp)(d—) TdD) ,
hzcque reduda abibit in itam , g T : 3

T(xdy—ydx) __ _dp_ | -
2t (A4 —[Tde)™ 14pp"

10, Quamvis hxc aquatio quatuor contineat litteras diver-
fhs,, tamen debita. dexteritate integrari potet. Cum enim fit

acccleratio dv =— —

gy 1 Y&X == 1At === Pyl sd= xd¥, gtit dx =— f# &dy =2%’y N
qui valores in @quatione fubftituti dabunt- e
_(px—p) Tdr _ dp o Tdr __ _dp(pytx)
2oxtpyX(Ad—ITde) ™ 3pp’ " Ad—[Tdr) — (L epp)Cpx — Hy;
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Harum expreffionum utraque per logarithmos cft integrabilis ,
. Tde
cft emmfzm__f”,_,,dt) =t 1(4-‘_de;), &
PO AL 5 LD ST inf-2d2___ p 2dp

(I+]7P/(Px—7) c px —y I+PP ==
_PxX™ 7. i _ :  px—y9 -
L T ﬁtV(A——dez)”““/(x Fppy ¢ IR E

quatione declaratur, celeritatem corporis in M, quz eft —

v (A—/fTd¢), efle reciproce vt perpendiculum ex C intan-

entem demiffum; quaz eft proprictas palmaria horum motuum.
g ‘ . prop paim ! !
11. Hoc vero idem Problema commodius refolvi poteft ip-

fam re@tam CM pro altera variabili affumendo. Verum Me--

thodus fupra' tradita non poftulat, ut ambz variabiles fint coor
dinatz orthogonales, dummodo fint ejufmodi binz quantitates
quibus determinatis fimul curva pun@um determinetwr. Hanc
ob caufam, non liceret diftantiam CM cum perpendiculo ex C
in tangentem demiffo pro binis illis variabilibus accipere ; quo-
‘niam ctiamfi detur & diftantia a centro & perpendiculum in
tangentem , hinc tamen locus punéti curvae non definitur. Ni-
hil autem impedit, quo-minus diftantia CM, & arcus circuli
BP centro C defcripti, in locum duarum  variabilium fubfticuan-
tur; quia dato arcu B P, & diftantia CM curve pundtum M
zque determinatur ac per coordinatas orthogonales. Hac ergo
annotatione ufus Methodi multo latius extenditur quam alio-
quin videri queat, |
12. Sit igitur diftantia corporis a centro M C = %, & vis:
qua corpus ad centrum C follicitatur fit = X funioni cujcun-
que ipfius x. Centro C, radio pro lubitu affumpto BC =¢,;
 deferibatur circulus , cujus arcus BP teneat locum alterius variz.
 bilis y, ita ut fic Pp ==dy=—=pdx. Ex vi autem follicitante eft
dv—=— Xdx, unde v == A — [Xdx. Centro C, radio"
CM —=~, defcribatur arculus Mn seritmn=—dx; & CP:

Pp=CM:Mn, unde fit Mp =2 xcd", & clementum fpa--
ti Mm==< dx+/ (1 ﬁ‘—’%’f ). Quamobrem minimum cffe:
Rr 3 debet

Fig. 2%..
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debet hxc formula fdx v (A — fXdx) (1 + af:x ), ex

xxy/(A—[Xdx) .
V ey cctppxx) > b
per Regulam, nihilo wqualis pofitus, prabebit hanc zquationem:
~ ___pxxy (A—[Xdx) A : o
¥C = V(ceFppam) feu Cc* + Cecppxx =
(A— fXdx)ppx*, ex quafit
cey/ C

.qua oritur valor differentialis ZI_ d. L
X

—_ ! - ceVC

2= .V((ﬁ—fde)x”—d— Cc/cxx ) wy ((A— [Xdx)xx— Cic)
- ccax v C

feu dy = VA Aa e — G > eadem zqua-

tio etiam per Methodum dire&am invenitur,

13. Ex his igitur cafibus perfe@iffimus confenfus principii hic
ftabiliti cum veritate elucet: utrum autem ifte confenfus in cafi
bus magis complicatis locum quoque fit habiturus, dubium fu-
pereffe poteft. Quamobrem quam late pateat iftud prine
cipium diligentius erit inveftigandum , quo plus ipfi non
tribuatur quam cjus natura permittit. Ad hoc explicandum ,
-omnis motus projectorum in duo genera diftribui deber; quo-
rum altero celeritas corporis, quam in quavis loco habet, a fo-
lo fitu pendet; ita ut, i ad eundem fitum revertatur, eandem
quoque fit recuperaturum celeritatem ; ‘quod evenit, fi corpus
vel ad unum vel ad plura centra fixa trahatur viribus, que fiet ut
funétiones quacunque diftantiarum ab his centris.  Ad alterum
genus refero eos, projeétorum motus, - quibus celeritas corporis
per folum locum in quo haret non determinatur; id quod ufu
venit, vel {i centra illa ad qua corpus follicitatur fuerint mobi«
lia, vel i motus fiat in medio refiftente. Hac fa&a divilio-
ne ; notandum eft, quoties motus corporis ad prius genus per-
-tineat, hoc eft, fi corpus non folum ad unum fed ad quotcunque
centra fixa follicitetur - viribus-quibufcunque, toties in motu hoc
fummam omnium motuum elementarium fore minimam. |

14. Hoc ipfum autem poftulat indoles Propofitionis : dum
enim, inter datos terminos, €a quaritur curva, in qua fit [dsvv
minimum ; eo ipfo affumitur, celeritatem corporis in utroque
tennino
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termino eandem effe, quxcunque curva corporis viam conftituat..
Quorcunque autem fuerint centra virium fixa, celeritas corporis
in quovis loco M, exprimitur fun@ione determinata ambarum
varigbilium CP==x, & PM=jy. Sit igirur v funéio qua- Fig. 27:
cunque ipfarum x & y, ita ut fit Jv ="Tdx + Vdy; atque vi-
deamus, an principium noftrum veram exhibiturum fit projec~
toriam corporis. Cum autem fit /v = Tdx+ Vdy; corpus
perinde movebitur , ac fifollicitetur in M'a duabus viribus, alte-
ra T in directione abfciffis » parallela, altera vero V in direc-
tione parallela applicatis y, ex quibus oritur vis tangentialis =

‘ Vi . . —_—
yfg'*.}_.-y, & vis normalis = ——¥4 ;‘ :*' 45, Debet autem,

, qep e 2v__ == Vix+Tdy __—V+Tp
€x natura motus Lbcn, efle — = ‘d;"_" =
ad quam zquationem fi- Methodus maximorum ac minimorum
deducat, erit utique principium noftrum veritati conforme.

15. Cum igitur , per hoc principium, debeat effe /dxvv(14pp)
minimum , differentietur quantitas v v (1 4 2p), atque, ob
dv=Tdx + Vdy, orietur - ‘

Tdxv(v=4pp) VAy (e +pp) ,. pdpe X

BT + 2ov T TG T+ pp) U0
obtinetur pro- curva quafita fequens. zquatio , fecundum pra-
cepta tradita .

Vidxy/ (1 4pp) 4 2Yv . _dpvu . p(Tdx+Vdy)

P T * T T N2 YR
2V V(1 == pp) (I-H’P)l'a 2Vo(14pp):
—dpVu __ Tpdx—Vdx
gy 20 ap)
M=——C1 +ppd)dx V(T Frp)

At eft radius ofculi in

feu

5 qui fi ponatur ==y, erit:

— ‘

3“; == {/_{}217}%5 omnino uti per Methodum dire@am in--
venitur. Dummodo ergo vires follicitantes ita fuerint compa--
ratz, ut ¢ reduci queant ad duas vires T & V, fecundum di-
rectiones coordinatis x & y parallelas follicitantes , que fint ur
functiones quacunque harum variabilium x & y , tum femper in-
- ! curva-
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curva defcripta erit motus corporis per omnia elementa colleétus
minimus.

. 16. Tam late ergo hoc principium patet, ut folus motus 2
refiftentia medii perturbatus excipiendus videatur; cujus quidem
exceptionis ratio facile perfpicitur, propterea quod hoc cafu
corpus per varias vias ad eundem locum perveniens non eandem
acquirit celeritatem. Quamobrem , fublata omni refiftentia in
motu corporum projeGorum, perpetuo hxc conftans proprietas
locum habebit, ut fumma omnium motuum elementarium fit
minima. Neque vero hzc proprietas in motu unius corporis
tantum cernetur , fed etiam in motu plurium corporum conjunc-
tim ; quz quomodocunque in fe invicem agant, tamen femper
fumma omnium motuum eft minima. Quod, cum hujufmo-
di motus difficulter ad calculum revocentur, facilins ex primis
principiis intelligitur, quam ex confenfu calculi fecundum utram-
que Methodum inftituti. Quoniam enim corpora , ob inertiam 5
omni ftatus mutationi reluantur; viribus follicitantibus tam pa~
rum obtemperabunt, quam fieri poteft, fiquidem fint libera ;
ex quo efficitur, ut, in motu genito, effeCtus 2 viribus ortus
minor effe debeat , quam fi ullo alio modo corpus vel corpo-
ra foiffent promota. Cujus ratiocinii vis, etiamfi nondum fatis
perfpiciatur ; tamen, quia cum veritate congruit , non dubita’
quin, ope principiorum faniotis Metaphyficz, ad majorem evie
dentiam evehi queat; quod pegotium aliis, qui Metapbyficam,
profitentur , relinquo, |
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